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PREDGOVOR 

 Ovaa kniga e rabotena spored nastavnata programa na predmetot Alge-

barski n -arni strukturi od vtoriot ciklus studii po matematika na Pri-

rodno-matemati~kiot fakultet vo Skopje, za nasokata matemati~ki nauki i 

primeni i glavno e nameneta kako u~ebnik za studentite {to go posetuvaat 

ovoj kurs.  

Materijalot e podelen na 5 glavi:  

I. Algebarski n -polugrupi,  

II. ( , )i j -asocijativni operacii,  

III. Algebarski n -grupi,  

IV. Cikli~ni n -polugrupi i cikli~ni n -grupi   

V. Prilog  

Vo prvata glava e daden istoriski pregled na algebarskite n -arni 

strukturi, po~etni poimi {to se koristat vo ostanatite glavi, kako i 

rezultati vo vrska so algbarskite n -polugrupi. Vo vtorata glava se vovedeni 

poimite ( , )i j -asocijativna operacija i ( , )i j -komutativen n -grupoid. Razra-

boteni se razni svojstva vo vrska so ( , )i j -asocijativnite operacii, nivnata 

vrska so neutralnite, odnosno centralnite elementi vo daden n -grupoid, so 

neutralnite nizi, so ( , )i j -komutativnite n -grupoidi, a se razgleduvaat i 

delumno asocijativni  n -grupoidi so neutralni elementi.  Vo tretata glava 

se voveduvaat nekolku (ekvivalentni) definicii na n -grupa (na Dernte, na 

Post i na ^upona), se razgleduvaat razni svojstva na n -grupi, vovedeni se 

izvodni n -grupi, a formulirani se i doka`ani teoremite na Post i na 

Hossu-Gluskin. Vo ~etvrtata glava, vo dva paragrafa se razgleduvaat svojstva 

na n -adi~ni stepeni vo n -polugrupi i n -grupi, a i nivnata vrska so 

cikli~nite n -polugrupi i n -grupi. Vo pettata glava se razgledani ideali vo 

surjektivni n -polugrupi i { , }i j -neutralni operacii vo n -grupoidi. 

Sekoja glava e podelena na nekolku paragrafi, a zad nekoi od paragra-

fite od prvata, tretata i ~etvrtata glava sleduvaat zada~i za ve`bawe. Zada-
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~ite ne se re{eni. Izvesen broj zada~i se ozna~eni so yvezdi~ka, {to ozna~u-

va deka re{enieto ne e ednostavno i deka studentite }e treba da konsultira-

at dopolnitelna literatura, koja{to neizostavno e navedena vo delot Lite-

ratura, na krajot od knigava.  

Im blagodarime na recenzentite prof. d-r Kostadin Tren~evski i 

prof. d-r Biljana Janeva {to vnimatelno go pro~itaa rakopisot i dadoa 

korisni zabele{ki i sugestii. Avtorite im blagodarat i na studentite 

Klimentina Klimoska, Reneta Poposka, Gabriela Laboska i Dimitar 

Ninevski koi vo tekot na podgotovkata na ispitot, a Dimitar − na diplom-

skata rabota, ni dadoa polezni zabele{ki.  

Avtorite }e im bidat blagodarni na site {to }e dadat dobronamerni 

zabele{ki (od sekakov vid) vo vrska so tekstot na ovoj u~ebnik.  

 

Skopje, mart  2014 godina 

         Avtorite 
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Glava I               Algebarski  
                   n-polugrupi  

    
 

 
 

Vovedni zabele{ki 
 

Razvojot na klasi~nite algebarski strukturi i prodlabo~enoto razbira-
we na nivnite fundamentalni svojstva e pomognato na priroden na~in preku 
ternarnite i, op{to, n-arnite obop{tuvawa. Prvite ternarni operacii bi-
le vovedeni u{te vo XIX vek od A. Keli (A. Cayley) i, kako rezultat na nego-
vite idei, bile razgledani n-arni obop{tuvawa na matrici i determinanti, 
a podocna, vo XX vek se napraveni i ispituvani n-arni obop{tuvawa na gru-
pi, polugrupi, kvazigrupi i drugi algebarski strukturi. Idejata za  vakvi is-
pituvawa se javuva vo edno predavawe na E. Kasner, odr`ano na 53-to godi{-
no sobranie na Amerikanskata asocijacija za unapreduvawe na naukata vo 
1904 godina [E. Kasner: An extension of the group concept (reported by L. G. Weld), 
Bull. Amer. Math. Soc. 10 (1904), 290−291)].  

Vo su{tina, razvojot na taa granka od algebrata po~nuva od 1928 godina so 
pojavata na statijata na Dornte, za n-grupite [W. Dörnte: Untersuchungen über 
einen verallgemeinerten Gruppenbergriff, Math. Z. 29 (1928), 1−19], napi{ana po 
inicijativa na Emi Neter. Rezultatite, dobieni vo ovoj trud se poka`ale 
tolku originalni {to Su{kevi~ im posvetil posebna glava vo svojata mono-
grafija [A. K. Su{kevi~: Теория обобщенных групп, Kiev, 1937].  

Publikaciite po algebarski n-arni strukturi vo narednite 2 decenii se 
malubrojni i imaat epizoden karakter. Me|utoa, vo toj period bila objavena 
edna mo{ne op{irna i va`na rabota na Post za n-grupite [E. L. Post: Polyadic 
groups, Trans. Amer. Math. Soc., 48 (1940), 208−350], koja{to so svoite dlaboki 
rezultati, izvr{ila su{tinsko vlijanie na natamo{niot razvoj, ne samo na 
teorijata na n-grupite, tuku i na drugi algebarski n-arni strukturi. 
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Ve}e od vtorata polovina na 50-te godini na XX vek situacijata dras-
ti~no se izmenuva: prilivot od trudovi posveteni na razni algebarski n-ar-
ni sistemi po~na da raste, a natamu prodol`i da se zgolemuva postojano, od 
decenija vo decenija, taka  {to dosega e sozdadena obemna literatura vo ovaa 
oblast na algebrata. Potvrda za toa mo`e da poslu`i, na primer, bibliogra-
fijata vo pregledot na Glazek po n-arni grupi i nim bliski n-arni sistemi 
[K. Glazek: Bibliography of n-groups (polyadic groups) and some group like n-ary 
systems, Proceedings of the Symposium n-ary Structures, Skopje 1982, 253−289].  

Vakviot razvoj na algebarskite n-arni strukturi be{e pottiknat, se-
kako, i od burniot razvoj na teorijata na polugrupite. Pojavata na nekolkute 
monografii od taa oblast vo toj period [Е. С. Ляпин: Полугруппй, Moskva 

(1960); A. H. Clifford and G. B. Preston: The algebraic theory of semigroups, Provi-
dence, Vol I (1961), Vol II (1967); M. Petrich: Introduction to semigroups, Columbus, 
Ohio (1973), V. D. Belousov, n-arnыe kvazigruppы, Ki{inev (1972)]  izvr{i 
zna~itelno vlijanie vrz razvojot i na teorijata na n-polugrupite kaj nas.  

Brojot na trudovite za algebarski n-arni strukturi, objaveni od mate-
mati~arite {to rabotele vo Republika Makedonija vo periodot 1946−2007 
godina iznesuva okolu 60. Od niv, re~isi polovinata se odnesuvaat na n-polu-
grupite, a drugata polovina e posvetena na drugi n-arni strukturi: n-grupi, n-
kvazigrupi, n-grupoidi i obop{tuvawa na prsteni i moduli.  

Prvite statii, posveteni na n-polugrupite, se objaveni vo po~etokot 
na 60-te godini na minatiot vek od \. ^upona i B. Trpenovski, potoa sle-
duvaat trudovi od N. Celakoski so taa problematika, a podocna se priklu-
~uvaat trudovi od P. Kr`ovski, S. Markovski, D. Dimovski, B. Janeva i dr.  

 

1.1. Po~etni poimi i svojstva 
 

Podolu }e izneseme nekoi osnovni poimi, oznaki i svojstva vo vrska so 
algebarski strukturi koi{to imaat samo  edna n -arna operacija, za 2≥n . 

Neka G  e neprazno mno`estvo i neka n  e pozitiven cel broj. Sekoe pres-

likuvawe f  od nG  ( n -tiot dekartov stepen na G ) vo G  se vika n -arna ope-

racija na G . Toa zna~i deka na sekoja n -torka ( )nxxx ,...,, 21  elementi od G , so 

n -arnata operacija f  í se pridru`uva edinstven element od G  koj{to se oz-

na~uva so ( )1 2, ,..., nf x x x . Sekoja n -arna operacija se narekuva u{te i fini-

tarna. Vo specijalen slu~aj, koga 1,2,3n = , velime deka operacijata e unarna, 
binarna, ternarna, soodvetno.  

Mno`estvoto G  zaedno so n -arnata operacija f  se narekuva n-aren grupo-

id (pokuso: n-grupoid ili n-operativ) i  se ozna~uva so ( ),G f  ili kuso so G . 

Poimot 2 -grupoid se sovpa|a so poimot grupoid. Namesto 1-aren grupoid }e 
velime monounar. 



Почетни поими и својства                       9 

Vo teorijata na n -arnite grupoidi prifateni se slednite oznaki. Nizata 

elementi jii xxx ,...,, 1+  ~esto se ozna~uva so j
ix . Za ij <  toj simbol ja ozna~uva 

praznata niza, t.e. nizata {to ne sodr`i nitu eden element. Brojot na site 
elementi vo nizata se narekuva dol`ina na nizata. Dol`inata na praznata 
niza ja ozna~uvame so 0. Ako vo nizata 1

i t
ix +
+  , xxxx tiii ==== +++ ...21 , toga{ na-

mesto ti
ix +
+1  pi{uvame 

t
x . Spored toa, ( )1 2, ,..., nf x x x  skrateno }e go zapi{uvame 

so ( )1
nf x , a 1 1

t
i n

i tf x x x + +
 
 
 

 e skratena oznaka za 


1 1,..., , ,..., , ,...,i i t n
t

f x x x x x x+ +

 
  
 

. Za 

poednostaven izgled na gornite zapisi, namesto simbolot f  za n -arnata ope-

racija, }e go upotrebuvame simbolot [ ]. Gornite proizvodi se zapi{uvaat 

kako 1 2[ ... ]nx x x , 1[ ]nx , 
1 1[ ... ... ... ]i i t n

t
x x x x x x+ +  i 1 1[ ]

t
i n

i tx x x + + , soodvetno.   

Primer 1.1. Neka {2 1| }G n n= + ∈Z . Da stavime 1 2 3 1 2 3[ ]x x x x x x= + + . Toga{  

( ),[ ]G
 
e 3 -grupoid. Dadenoto mno`estvo ne e grupoid vo odnos na operacijata 

sobirawe, za{to zbirot na dva neparni celi broja e paren, pa operacijata + 
ne e zatvorena vo G .  

Za eden ternaren grupoid ( ,[ ])G  velime deka e izveden od binarna 

operacija ⋅  ako [ ] ( )xyz x y z= ⋅ ⋅ , za koi bilo , ,x y z G∈ . Ako [ ] (( ) )xyz x y z b= ⋅ ⋅ ⋅ , za 

koi bilo , ,x y z G∈  i nekoj fiksen b G∈ , toga{ za ( ,[ ])G  velime deka e b -

izveden od ⋅ .  

Ako ( ),[ ]G  e n -grupoid, a A  neprazno podmno`estvo od G  takvo {to 

1[ ]na A∈  za sekoi 1 2, ,..., na a a A∈ , toga{ velime deka ( ),[ ] |AA  e n -podgrupoid od 

G . 2 -podgrupoid od 2 -grupoid e podgrupoid od grupoid. 

Za da go definirame poimot n -polugrupa, prethodno }e go vovedeme poi-

mot slo`en proizvod vo algebra ( ),G F , kade {to G  e neprazno mno`estvo, a 

F  e familija od finitarni operacii na G .  

1) Ako x G∈ , toga{ pi{uvame ( )x x= ∏  i velime deka ( )x∏  e slo`en 

proizvod od nulti red.  

2) Ako 1 2, , ,..., nx x x x G∈ , f  e n -arna operacija od F  i ako 1( )nx f x= , 

toga{ pi{uvame 1 2( , ,..., )nx x x x= ∏ . Za desnata strana na ova ravenstvo velime 

deka e slo`en proizvod od prv red.  
3) Da pretpostavime deka 1 2( , ,..., )

ii i i i iky x x x= ∏  e slo`en proizvod so red 

ir , za 1,...,i m=   i deka g  e m -arna operacija od F . Toga{ za desnata strana 

na ravenstvoto  

11 1 11 12 1 1 2( ,..., ) ( ( , ,..., ),..., ( , ,..., ))
mm k m m m mkg y y g x x x x x x= ∏ ∏
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velime deka e slo`en proizvod so red 11 ... mr r r= + + + . Ovoj slo`en proizvod 

}e go ozna~uvame so 
111 1 1 2( ,..., ,..., , ,..., )

mk m m mkx x x x x∏ . 

Poimot slo`en proizvod e osmislen i kaj sekoj n -grupoid ( ,[ ])G . Da zabe-

le`ime deka ako 1 2( , ,..., )mx x x∏  e slo`en proizvod vo n -grupoidot ( ,[ ])G , to-

ga{ m   e od oblik ( 1) 1m k n= − +  , kade {to k  e nenegativen cel broj.  

Imeno, za 0k = , imame proizvod od nulti red, t.e. ( )x x= ∏ . Za ova m , koe-

{to e 1, imame deka 0 ( 1) 1m n= ⋅ − + , t.e. va`i ravenstvoto ( 1) 1m k n= − + . Neka 

1m >  i neka tvrdeweto e to~no za slo`eni proizvodi so dol`ini pomali od 
m . Zna~i, ako 

1 2( , ,..., )mx x x =∏
1 1 1 2 1 21 1 2 1 ...[ ( ,..., ), ( ,..., ),..., (..., )]

nm m m m n m m mx x x x x+ + + + +∏ ∏ ∏ , 

imame deka 1 2 ... nm m m m= + + + . Od induktivnata pretpostavka imame deka 

( 1) 1i im k n= − + , pa zna~i 1 1( 1) 1 ... ( 1) 1 ( ... 1)( 1) 1n nm k n k n k k n= − + + + − + = + + + − + .   

Specijalno, so pomo{ na edna n -arna operacija [ ]  na mno`estvo G  mo`e 

da se definiraat n  m -arni operacii [ ]i′ , kade {to 2 1m n= − , { }1,...,i n∈ , na 

sledniov na~in:  

2 1 2 1
1 1 1 1[ ] [[ ] ]n n n

nx x x− −
+′ = , 2 1 1 2 1

1 2 1 2 2[ ] [ [ ] ]n n n
nx x x x− + −
+′ = ,..., 2 1 1 2 1

1 1[ ] [ [ ]]n n n
n nx x x− − −′ = . 

Ovie m -arni operacii [ ]i′  se vikaat i prodol`eni proizvodi na n -arnata 

operacija [ ]  i tie, vo op{t slu~aj, se razli~ni me|u sebe. Takvi prodol`eni 

proizvodi na n -arnata operacija [ ]  mo`e da se napravat i za koj bilo 

( ) 11 +−= nkm , kade {to k  e priroden broj {to e pogolem ili ednakov na 2. 

Na primer,   

( 1) 1 2 1 ( 1) 1
1 1 1 ( 1)( 1) 2[ ]' [[...[[ ] ]...] ]k n n n k n

n k nx x x x− + − − +
+ − − += , 

e prodol`en proizvod ili m -arna operacija izvedena od [ ] . Pritoa, n -ar-

nata operacija se narekuva primitivna operacija za m-arnata operacija [ ]' . 

Za eden n -grupoid ( ),[ ]G  velime deka e asocijativen ili n-polugrupa ako 

operacijata [ ]  e asocijativna, t.e. ako va`at ravenstvata 
2 1 1 2 1 1 2 1

1 1 1 2 2 1[[ ] ] [ [ ] ] ... [ [ ]]n n n n n n
n n nx x x x x x x− + − − −
+ += = = , t.e. 

2 1 2 1 2 1
1 1 1 2 1[ ] [ ] ... [ ]n n n

nx x x− − −′ ′ ′= = = . 

Za eden n -grupoid ( ),[ ]G  velime deka e komutativen ako 

11[ ... ] [ ... ]
nnx x x xν ν=  

e to~no ravenstvo za koi bilo 1,..., nx x G∈  i koja bilo permutacija 1,..., nν ν  na 

broevite 1,..., n . 
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Za n -grupoidot ( ),[ ]G  velime deka e kratliv vo odnos na i -toto mesto 

ili pokuso, i -kratliv, za fiksen { }1,...,i n∈ , ako  

1 1 1 1 1 1[ ... ... ] [ ... ... ]i i n i i na a xa a a a ya a− + − +=  ⇒  x y= . 

Ako 1i = , toga{ za ( ),[ ]G  velime deka e kratliv odlevo, a ako i n= , toga{ za 

( ),[ ]G  velime deka e kratliv oddesno. Ako n -grupoidot ( ),[ ]G  e i -kratliv 

za sekoj { }1,...,i n∈ , toga{ velime deka e kratliv. 

Nizata 1
1
−ne  se narekuva i -neutralna za operacijata [ ] , kade {to 

{ }1,...,i n∈ , ako 1 1
1[ ]i n

ie xe x− − = , za sekoj x G∈ . Za i n= , taa se narekuva levo 

neutralna niza, a za 1i = , desno neutralna niza za operacijata [ ] . Nizata 
1

1
−ne  se narekuva neutralna za [ ]  ako e i -neutralna za sekoj { }ni ,...,2,1∈ .  

Elementot e G∈  se narekuva i -neutralen za operacijata [ ] , kade {to 

{ }ni ,...,2,1∈ , ako nizata 
1−n

e  e i -neutralna za [ ] . Elementot e  e neutralen za 

operacijata [ ]  ako e i -neutralen za sekoj { }ni ,...,2,1∈ . Vo toj slu~aj e  se 

narekuva i edinica za operacijata [ ] . 1-neutralen element u{te se narekuva 

lev neutralen element, a n -neutralen element se narekuva desen neutralen 
element. Mno`estvoto od site i -neutralni elementi za operacijata [ ]  go 

ozna~uvame so iE , kade {to { }ni ,...,2,1∈ . 

Elementot c G∈  se narekuva centralen element za n -grupoidot ( ),[ ]G  

ako za sekoi 1 1,..., nx x G− ∈  i za sekoi { }nji ,...,2,1, ∈  e ispolneto ravenstvoto 
1 1 1 1

1 1[ ] [ ]i n j n
i jx cx x cx− − − −= . 

Mno`estvoto od site centralni elementi za n -grupoidot ( ),[ ]G  se 

narekuva centar na n -grupoidot ( ),[ ]G  i se ozna~uva so ( )Z G . 

Za eden element x G∈  velime deka e idempotenten ako [ ]
n
x x= . Eden n -

grupoid vo koj site elementi se idempotentni, se narekuva idempotenten n -
grupoid. 

Primer 1.2. Neka { },G a b= . Definirame ternarna operacija [ ]  na G  so 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]a aaa abb bab bba bbb= = = = = , [ ]b aab= = [ ] [ ]aba baa= . O~igledno e deka 

a  e i -neutralen element, kade {to { }1,2,3i∈ . Osven toa, a  i b  se centralni 

elementi za { }( ), ,[ ]a b .                                                                                         

Primer 1.3. Na mno`estvoto { }G x=  mo`e da se definira samo edna n -arna 

operacija [ ] , [ ]
n
x x= . Za ( ),[ ]G  velime deka e trivijalen n -grupoid. Jasno, x  

e i -neutralen element za sekoj { }1,2,...,i n∈  i centralen za ( ),[ ]G .  
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Neka ( ),[ ]G  i ( )',[ ] 'G  se n -grupoidi. Za preslikuvaweto : 'G G→ϕ  velime 

deka e homomorfizam (od n -grupoidot ( ),[ ]G  vo n -grupoidot ( )',[ ] 'G ) ako 

( ) ( ) ( )1 1[ ] [ ... ] 'n
nx x x=ϕ ϕ ϕ , za sekoi 1 2, ,..., nx x x G∈ . 

Homomorfizmot ϕ  se vika monomorfizam, epimorfizam, izomorfizam 

ako preslikuvaweto ϕ  e injekcija, surjekcija, biekcija, soodvetno. Homomor-

fizam na n -grupoid ( ),[ ]G  sam vo sebe se vika endomorfizam, a izomorfizam 

na ( ),[ ]G  vo sebe - avtomorfizam. 

Ne e te{ko da se doka`e deka ako ϕ  e izomorfizam od n -grupa ( ),[ ]G  vo 

n -grupa ( )',[ ] 'G , toga{ 1−ϕ  e izomorfizam od 'G  vo G  i deka ako ϕ  e 

izomorfizam od n -grupa ( ),[ ]G  vo n - grupa ( )',[ ] 'G , a ψ  e izomorfizam od n - 

grupa ( )',[ ] 'G  vo n -arnata grupa ( )'',[ ] ''G , toga{ sostavot ψϕ  e izomorfizam 

od ( ),[ ]G  vo ( )'',[ ] ''G . Zna~i, izomorfizam na n -grupi e refleksivna, simet-

ri~na i tranzitivna relacija, t.e. e relacija za ekvivalentnost. 

 
Zada~i 
 
1. Poka`i deka vo ternarna polugrupa izvedena od simetri~nata grupa 3S   

site elementi so red 2 se levi ili desni neutralni elementi, no ne se 2-
neutralni elementi. 

2. Vo ternarna polugrupa izvedena od Bulova grupa site elementi se i -
neutralni. 
3. Vo ternarna polugrupa {to e 1-izvedena od aditivnata polugrupa 4Z  nema 

ni lev, ni desen, ni 2-neutralen element. 
4. Navedi primer na 2-kratliv ternaren grupoid {to ne e kratliv. 
5. Navedi primer na levo i desno kratliv ternaren grupoid {to ne e kratliv. 

6. Ako vo ternarna polugrupa ( ),[ ]G  postoi element e  takov {to za sekoj 

y G∈  va`i  [ ]eye y= , toga{ ( ),[ ]G
 
mo`e da se izvede od binarna polugrupa 

 ( ),G ⊕ . 

7. Neka ( , )S ⋅  e polugrupa, a  e fiksen element od S . Definirame n -arna 

operacija na S  so 1 2 1 2[ ... ] ...n nx x x x ax x= , za sekoi 1 2, ,..., nx x x S∈ . Da se poka`e 

deka vo n -grupoidot ( ),[ ]S  e to~en sledniov identitet: 

1 2 1 2 1 1 2 1 1 2 1[[ ... ] ... ] [ ... [ ... ]]n n n n n n nx x x x x x x x x x x+ − − + −= . 

8. Neka G ( , )G= ∗  e grupoid i neka vo ovoj grupoid va`i zakonot za entropija, 

    t.e. ( ) ( )( ) ( )x y u v x u y v∗ ∗ ∗ = ∗ ∗ ∗ . Definirame ( 1n + )-arna operacija so: 

0 1 0 1 2[ ... ] (...(( ) ) )n nx x x x x x x= ∗ ∗ … ∗ .
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Doka`i deka vo dobieniot ( 1n + )-grupoid e ispolnet sledniot obop{ten 
zakon za entropija: 

00 01 0 10 11 1 0 1 00 10 0 01 11 1 01 1[[ ... ][ ... ]...[ ... ]] [[ ... ][ ... ]...[ ... ]]n n n n nn n n n nnx x x x x x x x x x x x x x x x x x= . 

9. Neka G ( , )G= ∗  e grupoid vo koj va`i distributivniot zakon, t.e. 

( ) ( )( )x y z x y x z∗ ∗ = ∗ ∗ ∗ . Definirame ( 1n + )-arna operacija so: 

0 1 0 1 2[ ... ] (...(( ) ) )n nx x x x x x x= ∗ ∗ … ∗ . 

Doka`i deka vo dobieniot ( 1n + )-grupoid e ispolnet sledniot obop{ten 
distributiven zakon: 

1 2 0 1 1 2 0 1 2 1 1 2[ ... [ ... ]] [[ ... ][ ... ]...[ ... ]]n n n n n nx x x y y y x x x y x x x y x x x y= . 

10. Za eden ternaren grupoid ( ),[ ]G  velime deka e semikomutativen ako 

[ ] [ ]xyz zyx= , za sekoj , ,x y z G∈ , a velime deka e medijalen ako go zadovolu-

va identitetot 

11 12 13 21 22 23 31 32 33 11 21 31 12 22 32 13 23 33[[ ][ ][ ]] [[ ][ ][ ]]x x x x x x x x x x x x x x x x x x= . 

Poka`i deka sekoja semikomutativna ternarna polugrupa e medijalna. 

 

1.2. n-polugrupi 
 

Za edna n -arna operacija [ ]  na G  velime deka e ( )ji, -asocijativna, kade 

{to { }nji ,...,2,1, ∈  i ji ≠ , ako za sekoi 1 2 2 1, ,..., nx x x G− ∈  va`i ravenstvoto 
1 1 2 1 1 1 2 1

1 1[ [ ] ] [ [ ] ]i i n n j j n n
i i n j j nx x x x x x− + − − − + − −

+ += . 

Ako gornoto ravenstvo va`i za sekoi 1 2 1,..., nx x G− ∈  i za sekoi { }nji ,...,2,1, ∈ , 

toga{ velime deka operacijata [ ]  e asocijativna. Vo toj slu~aj, za n -grupoi-

dot ( ),[ ]G  velime deka e n -polugrupa.  

Jasno e deka 2 -polugrupi se polugrupite. Nekoga{ e prakti~no namesto 
polugrupa ( )∗,S  da se veli i samo polugrupa S , a mno`eweto na elementi od 

S  mo`e da se ozna~uva so zapi{uvawe na elementite eden do drug, koga toa ne 
vodi do zabuna. Voveduvaweto na poimot n-polugrupa se opravduva so faktot 
deka sekoja n-polugrupa mo`e da se smeta za n-potpolugrupa na nekoja 
polugrupa.  

So slednata teorema }e poka`eme deka va`i obop{teniot asocijativen 
zakon kaj klasata n -polugrupi.  

Teorema 2.1. Ako ( ),[ ]G  e n -polugrupa i ako 1' ( ,..., )mx x∏ , 1'' ( ,..., )mx x∏  se dva 

slo`eni proizvoda, toga{ 1 1' ( ,..., ) '' ( ,..., )m ma a a a=∏ ∏ , za sekoi 1,..., ma a G∈ .
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Dokaz. Vo prethodniot paragraf poka`avme deka ( 1) 1m k n= − + , kade {to k   

e nenegativen cel broj. Za 0k =  i za 1k =  tvrdeweto e o~igledno to~no, 
za{to i vo dvata slu~aja postoi samo eden slo`en proizvod so dol`ina 1m =  
(slo`en proizvod od nulti red), odnosno samo eden slo`en proizvod so 
dol`ina m n=  (slo`en proizvod od prv red). To~nosta na tvrdeweto za 2k =  
sleduva od definicijata na poimot n -polugrupa. Da pretpostavime deka 

2k >  i deka tvrdeweto e to~no za proizvodi {to imaat dol`ina pomala od 
m , t.e. 1 1*( ,..., ) [ ... ]q qa a a a=∏  za sekoj slo`en proizvod *∏  so dol`ina 

( 1) 1q r n= − + , kade {to r k< . Da stavime 1 1 1[ ]' [[ ] ]]m n m
nx x x +=  (Pritoa, za 0m = , }e 

stavime [ ]' [ ]x x= ). Ako 1( ,..., )mx x∏  e definiran so 

1 2( , ,..., )mx x x =∏
1 1 1 2 1 21 1 2 1 ...[ ( ,..., ), ( ,..., ),..., (..., )]

nm m m m n m m mx x x x x+ + + + +∏ ∏ ∏ , 

toga{ dobivame deka 1 2( , ,..., )mx x x =∏ 1 1 2

1 1 2 11 1 ... 1[[ ][ ]...[ ]]
n

m m m m
m m m mx x x

−

+
+ + + + + . Neka p   e 

najmaliot broj za koj 1pm n+ ≥ . Ako vo desnata strana na prethodnoto raven-

stvo stavime 1[ ]p n
py x +
+=  i ja primenime induktivnata pretpostavka, toga{: 

2 1 2 1
1 2 1 1 1 1 2 1 2 1( , ,..., ) [ ] [[ ] ] [[ ] ] [ ]'p m p n m n m m

m p n p n n nx x x x y x x y x x x x x− −
+ + + += = = =∏ .  � 

Kako posledica na Teoremata 2.1 se dobiva slednata  

Posledica 2.1. (a) Ako ( ),[ ]G  e n -polugrupa, toga{ ( ),[ ]G  mo`e da se smeta 

za ( ) 11 +−nk -polugrupa, za sekoj priroden broj k . (Pritoa, 1 1 1 1[ ] [ [ ] ]m j j r m
j j rx x x x+
+ + += , 

kade {to ( 1) 1r t n= − + , t  e priroden broj pomal od k , a {0,1,2,..., }j m r∈ −  e 

proizvolno.) 

(b) Ako ( )⋅,S  e polugrupa i ako [] : nS S→  e n -arna operacija na S   

definirana so 1 1 2[ ] ...n
nx x x x= ⋅ ⋅ ⋅ , toga{ ( ),[ ]S  e n -polugrupa. 

Dokaz. (a) Neka ( ),[ ]G  e n -polugrupa i neka k  e priroden broj. Neka 

( ) 11 +−= nkm  i 1 2 2 1, ,..., mx x x G− ∈ . Toga{ ( )2 1 2 1 1m k n− = − + , pa spored 

Teoremata 2.1 postoi samo edna operacija so arnost 12 −m  izvedena od 
operacijata [ ] . ]e ja ozna~ime so istiot simbol [ ] . Spored toa, imame: 

2 1 1 2 1 1 2 1
1 1 1 2 2 1[[ ] ] [ [ ] ] ... [ [ ]]m m m m m m

m m mx x x x x x x− + − − −
+ += = = . 

Zna~i, ( ),[ ]G  mo`e da se smeta za m -polugrupa, t.e. ( ) 11 +−nk -polugrupa. 

(b) Neka ( )⋅,S  e polugrupa i neka [] : nS S→  e n -arna operacija na S   

definirana so 1 1 2[ ] ...n
nx x x x= . Jasno e deka ( ),[ ]S  e n -grupoid. ( )⋅,S  e polugru-

pa, pa spored toa, za sekoi 1 2 1,..., nx x G− ∈  

( )1 1 2 1... ...n n nx x x x+ − =  

( ) ( )1211122121 ............... −−−++ === nnnnnn xxxxxxxxx .
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Ottuka, 2 1 1 2 1 1 2 1
1 1 1 2 2 1[[ ] ] [ [ ] ] ... [ [ ]]n n n n n n

n n nx x x x x x x− + − − −
+ += = = , za sekoi 1 2 1,..., nx x G− ∈ . Sled-

stveno, ( ),[ ]S  e n -polugrupa. � 

Tvrdeweto od Posledicata 2.1 (b) go nametnuva pra{aweto dali sekoja n -

polugrupa ( ),[ ]G  mo`e da se dobie od nekoja polugrupa ( ),G ⋅  taka {to za 

sekoi 1 2, ,..., nx x x G∈  da va`i 1 1 2[ ] ...n
nx x x x= . Vo op{t slu~aj odgovorot e nega-

tiven, {to mo`e da se vidi od sledniot primer. 

Primer 2.1. Neka { }2 1G k k= + ∈Z  e mno`estvoto od site neparni celi 

broevi. Definirame 5-arna operacija [ ]  na G  so 
5

5
1

1
[ ] i

i
x x

=

=∑ . Od toa {to 

12 += ii kx , ik ∈Z , { }1,2,3,4,5i∈ , se dobiva deka 
5 5

5
1

1 1
[ ] (2 1) 2 1i i

i i
x x k k

= =

= = + = +∑ ∑ , 

pa spored toa ( ),[ ]G  e 5 -grupoid. Od asocijativnosta na Z  sleduva deka 

( ),[ ]G  e 5 -polugrupa. Da pretpostavime deka postoi polugrupa ( ),G ⋅  takva 

{to va`i ravenstvoto 5
1 1 2 3 4 5[ ]x x x x x x= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ , za sekoi 1 2 3 4 5, , , ,x x x x x G∈ . Toga{, 

na primer,  

( )( )
( )( )

5 4

9 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

[[1]1] 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

= + + + + + + + + = + + + + + + + + =

= = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4

1 1 1 1 1 1 1 1 1 [ 1 1 1] 4 1 1 1= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ = ⋅ + , 

a toa e mo`no ako i samo ako 211 =⋅ , no 2 G∉ .   

Ovde }e go vovedeme poimot pokriva~ka polugrupa. 

Neka G  e neprazno mno`estvo i neka F  e mno`estvoto od site neprazni 
kone~ni nizi naaa ...21  na elementi od G . Pritoa, dve nizi 1 2... na a a  i 1 2... mb b b  

se ednakvi ako i samo n m=  i i ia b= , za 1,2,...,i n= . Definirame operacija 

konkatenacija na F  so   

( )( ) mnmn bbbaaabbbaaa ............ 21212121 = . 

Mno`estvoto F  zaedno so operacijata konkatenacija e polugrupa. Ovaa 
polugupa se narekuva polugrupa slobodno generirana od G . Da zabele`ime 
deka F  e i n -polugrupa vo odnos na operacijata definirana vo Posl. 2.1 (b).  

Edna polugrupa ( , )S ⋅  e pokriva~ka polugrupa za n -polugrupata ( ),[ ]G  ako 

i samo ako se ispolneti slednive uslovi: 
(i) G S⊆ ;     

(ii) sekoj a S∈  e proizvod od oblik  1 2... na a a a= , kade {to 1 2, ,..., na a a G∈ ; 

(iii) 1 1 2[ ] ...n
na a a a= , za sekoi 1 2, ,..., na a a G∈ . 
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Taka, na primer, polugrupata ( , )+Z  e pokriva~ka polugrupa na 2-polugru-

pata od neparni celi broevi vo odnos na operacijata sobirawe.  

Teorema 2.3. Neka ( ),[ ]G  e n -polugrupa i neka F  e polugrupata {to e 

slobodno generirana od G . Definirame relacija α  na F so: 

1 1 1 1 1 1 1... ... , ... ... ...i i i k i n i ku v u a a a a a v a a b b a aα − + − +⇔ = = , 

kade {to 1[ ]n
ia b=  vo n -polugrupata ( ),[ ]G . Neka 1β α α −= ∆∪ ∪ , a γ  e tran-

zitivnoto pro{iruvawe na β . Toga{: 

(a) γ  e kongruencija na polugrupata F . 

(b) Ako 1, ,..., ka a a G∈ , toga{ a γ 1... kb a a=  vo F  ako i samo ako 1[ ]kb a=  vo 

( ),[ ]G . 

(v) Ako nji <≤≤1 , 1 1,..., , ,...,i ja a b b G∈ , toga{:   iaa ...1 γ jbb ...1  ⇒  ji = . 

(g) Ako { }G a a Gγ γ= ∈ , toga{ Gγ  e n -potpolugrupa od polugrupata 

S F γ= , pri {to preslikuvaweto : a aγψ   e izomorfizam od ( ),[ ]G  vo 

( ),[ ]Gγ . 

Dokaz. (a) Relacijata α  e refleksivna, za{to za sekoj a G∈ , [ ]a a= , pa zna~i 

i γ  e refleksivna relacija, a bidej}i e simetri~na i tranzitivna, sleduva 

deka e relacija za ekvivalentnost na F . Lesno se poka`uva deka (mu go 
ostavme toa na ~itatelot) ako x γ y , toga{ xz γ yz  i zx γ zy , od {to sleduva 

deka γ  e kongruencija na F . 

(b) Neka 1, ,..., ka a a G∈ . Obratnata nasoka na tvrdeweto e jasna. Imeno, ako 

1[ ]ka a=  vo ( ),[ ]G , od refleksivnosta na α  sleduva deka 1... ka a aα  vo F , pa 

zna~i 1... ka a aγ  vo F .  

Neka a G∈  i neka a α u . Od definicijata na α  sleduva deka u  ima oblik 

1... nu b b= , pri {to 1[ ]na b=  vo ( ),[ ]G . Ako u vα , toga{ 1 1 1 1... ... ...i n i kv b b c c b b− += , 

kade {to 1[ ]n
ib c=  vo ( ),[ ]G , pa zna~i 1 1

1 1 1 1 1 1[ [ ] ] [ ]i n n i n n
i ia b c b b c b− −
+ += = . Prodol`uvaj-

}i ja ovaa postapka dobivame deka a G∈ , 1 1 2 1, ,..., k ka u u u u uα α α−  od kade {to 

sleduva deka 1 ( 1) 1...k k nu a a − += , kade {to ( 1) 1
1[ ]k na a − +=  vo ( ),[ ]G . Odovde i od 

definicijata na γ   sleduva deka ,a b G∈  i a bγ  povlekuva a b= .       

 (v) Neka 1... iu a a= , 1,..., ia a G∈ . Da stavime u i= . Od definicijata na α  

jasno e deka u α v  povlekuva ( )mod( 1)u v n≡ − , a ottuka sleduva deka u γ v  ⇒  

( )mod( 1)u v n≡ − . Spored toa, ako 1... ia a u= γ 1... jv b b= , 11 −≤≤≤ nji , toga{ 

( )mod( 1)i j n≡ − , {to e mo`no samo za ji = . 

(g) Neka 1 ,..., na a Gγ γ γ∈ . Ako 1[ ]na a=  vo ( ),[ ]G , toga{ a α naa ...1 , od kade {to 

sleduva deka γγγ aaa n =...1  vo Gγ , t.e. deka Gγ  e n -potpolugrupa od F γ , a i
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deka ψ  e epimorfizam od ( ),[ ]G  vo ( ),[ ]Gγ . Od (b) sleduva deka ψ  e 

injekcija. � 

Tvrdeweto (g) od Teoremata 2.3 ni dozvoluva n -polugrupata ( ),[ ]G  da ja 

smetame za n -potpolugrupa od S F γ= . Vo toj slu~aj S  stanuva pokrivka na 

( ),[ ]G . Da zabele`ime deka 2 1... nS G G G −= ∪ ∪ ∪ , pri {to i jG G∩ =∅  za ji ≠  

i 1 1... '... 'i ia a a a=  vo S  ⇔  1... ia a γ 1 '... 'ia a  vo F .  

Od izlo`enoto dosega, mo`eme da zaklu~ime deka za sekoja n -polugrupa 
postoi pokriva~ka polugrupa. 

Svojstvo 2.1. n -polugrupata ( ),[ ]G  ima 1-neutralna i n -neutralna niza ako 

i samo ako nejzinata slobodna pokrivka S  ima edinica. 

Dokaz. Neka ( ),[ ]G  e n -polugrupa, neka ( )1
1
ne −  e 1-neutralna i n -neutralna 

niza i neka S  e slobodnata pokrivka na ( ),[ ]G . Toga{ 1 1... ne e e S−= ∈  i za sekoj 

1... ix x x S= ∈  va`i deka 
1

1 1 1 1 1 1 1 1... ... ... [ ] ...n
i n i i i ixe x x e e x x x e x x x x−

− − −= = = =  i 
1

1 1 1 1 1 2 1 2... ... [ ] ... ...n
n i i iex e e x x e x x x x x x x−
−= = = = , 

{to zna~i deka e  e edinicata na S . 

Obratno, neka e  e edinicata na slobodnata pokrivka S  na ( ),[ ]G . Bidej}i 
2 1... nS G G G −= ∪ ∪ ∪ , imame deka ie G∈  za nekoj { }1,..., 1i n∈ − . Neka pe G∈  i 

neka n px G −∈ . Toga{ 1... pe e e= , 1... n px x x −= , kade {to 1 1,..., , ,...,p n pe e x x G− ∈ , i 

1 1 1 1... ... ... ... n
n p n p n p px x x x x e x x e e G G− − −= = = ∈ ⊆ , 

pa n pG G− ⊆ . Od konstrukcijata na slobodnata pokrivka S , sleduva deka 
jG G∩ =∅ , za sekoj { }2,..., 1j n∈ − , pa ottuka 1n p− = , t.e. 1p n= − . Spored 

toa, za sekoj a G∈  imame deka 
1

1 1 1... [ ]n
nae ae e ae a−
−= = =  i 1

1 1 1... [ ]n
nea e e a e a a−
−= = = , 

{to zna~i deka nizata ( )1
ne  e 1-neutralna i n -neutralna za ( ),[ ]G .  � 

Svojstvo 2.2. Ako n -polugrupata ( ),[ ]G  ima pokrivka S  {to e kratliva 

polugrupa, toga{ i ( ),[ ]G  e kratliva n -polugrupa. 

Dokaz. Neka S  e kratliva polugrupa {to e pokrivka na n -polugrupata 

( ),[ ]G . Koristej}i ja kratlivosta na S , za sekoe { }1,2,...,i n∈ , imame:  

           1 1
1 1 1 1[ ] [ ]i n i n

i ia xa a ya− −
+ +=  ⇔ 1 1 1 1 1 1... ... ... ...i i n i i na a xa a a a ya a− + − +=  ⇔  

            2 1 1 2 1 1... ... ... ...i i n i i na a xa a a a ya a− + − +=  ...⇔ ⇔ 1 1... ...i n i nxa a ya a+ += ⇔  

            ⇔  1 1 1 1... ...i n i nxa a ya a+ − + −=  ...⇔ ⇔   1 1i ixa ya+ +=  ⇔  x y= .
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Spored toa, n -polugrupata ( ),[ ]G  e i -kratliva za sekoj { }1,2,...,i n∈ , pa 

( ),[ ]G  e kratliva n -polugrupa. � 

Dobro e poznato deka na koja bilo polugrupa ( ),S ⋅  mo`eme da í pridru`i-

me neutralen element e S∉  na toj na~in {to { }( ),S e∪   e polugrupa {to ja 

sodr`i ( ),S ⋅  kako nejzina potpolugrupa. Dovolno e operacijata   da se defi-

nira kako pro{iruvawe na operacijata ⋅  stavaj}i x y x y= ⋅ , za sekoi 

,x y S∈ , e e e=  i x e e x x= =  , za sekoj x S∈ . 

Prirodno se postavuva slednovo pra{awe: Dali mo`e da se najde analogna 
konstrukcija za n -polugrupite? Vo [10] e poka`ano deka odgovorot e potvr-
den.  

Lema 2.1. Neka ( ),[ ]G  e n -polugrupa. Toga{ ( ),[ ]G  ima neutralen element 

ako i samo ako postoi polugrupa ( ),G   so neutralen element takva {to 

1 1 2[ ] ...n
nx x x x=     za sekoi 1 2, ,..., nx x x G∈ . 

Dokaz. Neka ( ),[ ]G  e n -polugrupa so edinica e . Definirame binarna opera-

cija   na G  so 
2

[ ]
n

x y xy e
−

= . Toga{ 

( )
2 2 2 3

[[ ] ] [ [ ] ]
n n n n

x y z xy e z e xy e ze e
− − − −

= = =   

( )
1 3 2 2

[ [ ] ] [ [ ] ]
n n n n

xy z e e x yz e e x y z
− − − −

= = =   , 

pa ( ),G   e polugrupa. Isto taka, 
1 2 1

1 1 1 2 1 2 1 2[ ] [[ ] ] [ [ ] ] [ ] [[ ] ]
n n n

n n n n nx x e x x e e x x e x x e e
− − −

= = = = =   
2

1 2 3 1 2 3[ [ ] ] [ ] ...
n

n nx x x ee e x x x ee
−

= = = =    
2 2 1

1 2 1 1 2 1... [ ] ... [[ ] ]
n n n

n n
n n n nx x x e x x x e e

− − −

− − − −= = =       
1 2 1

1 2 1 1 2 1... [ [ ] ] ... [ ]
n n n

n n n n n nx x x x e e x x x x e
− − −

− − − −= = =        

1 2 1... n n nx x x x− −=     . 

Osven toa, 
1

[ ]
n

x e x e x
−

= =  i 
2

[ ]
n

e x ex e x
−

= = , pa e  e neutralen element na 

polugrupata ( ),G  . 

Obratno, neka ( ),G   e polugrupa so neutralen element e  takva {to 

1 1 2[ ] ...n
nx x x x=    . Toga{ za sekoj x G∈  i sekoj { }ni ,...,2,1∈  va`i  

1

1

[ ] ... ...
i n i

i n i

e x e e e x e e x
− −

− −

= =     

 

,
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pa e  e neutralen element za n -polugrupata ( ),[ ]G . � 

Lema 2.2. Neka ( ),[ ]G  e n -polugrupa i neka   e asocijativna primitivna 

binarna operacija za [ ] . Toga{ operacijata [ ]  ima neutralna niza ako i 

samo ako ima edinica. 

Dokaz. Neka 1
1
−ne  e neutralna niza za operacijata [ ] . Toga{ va`i deka 

1 1... ne e e G−= ∈   i za sekoj x G∈  imame deka 
1

1 1 1... [ ]n
nx e x e e xe x−
−= = =     i 1

1 1 1... [ ]n
ne x e e x e x x−
−= = =    . 

Toa zna~i deka e  e edinica za ( ),G  , pa  e  e edinica i za ( ),[ ]G . 

Obratno, neka e  e edinica za ( ),[ ]G . Toga{ nizata 
1−n

e  e neutralna za [ ] . � 

Direktno od Lemata 2.2 se dobiva slednata posledica. 

Posledica 2.2. Neka ( ),[ ]G  e n -polugrupa i neka   e asocijativna primitiv-

na binarna operacija za [ ] . Ako operacijata [ ]  nema edinica, toga{ taa 

nema nitu neutralna niza. � 

Teorema 2.2. Neka ( ),[ ]G  e n -polugrupa {to nema edinica. Ako postoi 

asocijativna primitivna binarna operacija za [ ] , toga{ na n -polugrupata 

( ),[ ]G  mo`eme da í pridru`ime edinica. 

Dokaz. Neka ( ),[ ]G  e n -polugrupa {to nema edinica i neka   e asocijativna 

primitivna binarna operacija za [ ] . Toga{ ( ),G   e polugrupa na koja mo`e 

da í se pridru`i edinica e G∉  taka {to ( ),G   e potpolugrupa od { }( ),G e∪ ∗ , 

t.e. x y x y∗ =   za sekoi ,x y G∈ , eee =∗  i xxeex =∗=∗  za sekoj x G∈ . Neka 

[ ]′  e n -arna operacija na { }G e∪  izvedena od ∗ . Jasno e deka operacijata [ ]′  e 

asocijativna, pa { }( ),[ ]G e ′∪  e n -polugrupa so edinica e  takva {to 

1 1 2 1 2 1[ ] ... ... [ ]n n
n nx x x x x x x x′ = ∗ ∗ ∗ = =    

za sekoi 1 2, ,..., nx x x G∈ . So toa na n -polugrupata ( ),[ ]G  í e pridru`en 

neutralen element e . � 

Zada~i 

1. Neka 1 2 1, ,..., nS S S −  e koja bilo familija od 1n −  par po par disjunktni 

mno`estva, a 1 2 1( , ,..., )nF S S S −  e mno`estvo od site funkcii 
1 1

1 1
:

n n

i i
i i

f S S
− −

= =
→

 

, 

takvi {to 1 2( )f S S⊆ , 2 3( )f S S⊆ , ... , 1 1( )nf S S− ⊆ . Poka`i deka 1 1( ,..., )nF S S −  

e n -polugrupa vo odnos na operacijata kompozicija na koi bilo n  funk-
cii, t.e. operacijata 1 2 1 2[ ... ] ...n nf f f f f f=    . 
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2. Neka σ  e proizvolna permutacija na 1,2,..., 1n − . Poka`i deka mno`estvoto 

1 2 1( , ,..., )nF S S Sσ
−  od site funkcii 

1 1

1 1
:

n n

i i
i i

f S S
− −

= =
→

 
, takvi {to ( )( )i if S Sσ⊆ , za 

sekoj {1,2,..., 1}i n∈ −  e n -polugrupa vo odnos na operacijata kompozicija na 

koi bilo n  funkcii, t.e. operacijata 1 2 1 2[ ... ] ...n nf f f f f f=    . 

3. Neka 1 2( , )R k k  e familija od site parovi matrici 1 2( , )A A A=  nad prsten R  

kade {to 1A  e 1 2k k×  matrica, a 2A  e 2 1k k×  matrica. Toga{ 1 2( , )R k k  e 3-

polugrupa vo odnos na operacijata 1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 2 1 2 1 2[ ] ( , )A A A A A A A A A= . 

4. Neka 1 2 3( , , )R k k k  e familija od site trojki od matrici 1 2 3( , , )A A A A=  nad 

prsten R  kade {to 1A  e 1 2k k×  matrica, 2A  e 2 3k k×  matrica, a 3A  e 3 1k k×  

matrica. Toga{ 1 2 3( , , )R k k k  e 4-polugrupa vo odnos na operacijata 

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3[ ] ( , , )A A A A A A A A A A A A A A A A= . 

5*. Neka 1 2( , ,..., )nR k k k  e familija od site n -ki od matrici 1 2( , ,..., )nA A A A=  

nad prsten R  kade {to iA  e 1i ik k +×  matrica, a 1nA −  e 1 1nk k− ×  matrica. 

Toga{ 1 2( , ,..., )nR k k k  e n -polugrupa vo odnos na operacijata 

1 2 1 2 1 2 1 2
1 2 1 2 3 2 1 1 1[ ... ] ( ... , ... ,..., ... )n n n n

n nA A A A A A A A A A A A− −= . 

6. Ako vo ternarna polugrupa ( ),[ ]G  vo koja e zadovolen identitetot 

[ ] [ ]xyz yxz= postojat ,a b G∈  takvi {to [ ]axb x= , za sekoj x G∈ , toga{ ( ),[ ]G
 
e 

komutativna. 

7. Da se poka`e deka ako e e edinica vo n -polugrupata ( ),[ ]G , toga{: 

1 2 1 1 2 1 1 2 1 1 2 1( , ,..., ) [ ... ] [ ... ] ... [ ... ]n n n nx x x ex x x x ex x x x x e− − − −∀ = = = . 

8. Neka ( ),[ ]G  e 3-grupoid so edinica e. Da se doka`e deka ako vo ( ),[ ]G  e 

ispolnet barem eden od slednite identiteti 

 i) [[ ] ] [ [ ] ]xyz uv x yzu v= ,    ii) [[ ] ] [ [ ]]xyz uv xy zuv= , iii) [ [ ] ] [ [ ]]x yzu v xy zuv= , 

toga{ ( ),[ ]G  e 3-polugrupa. 

9. Doka`i deka edna ternarna polugrupa e kratliva ako i samo ako taa e 2-
kratliva.  

10. Doka`i deka edna ternarna polugrupa e kratliva ako i samo ako e levo i 
desno kratliv. 

11.  Ako ( ),[ ]G  e n -polugrupa vo koja va`i zakonot za kratewe za 0i =  i i n= , 

toga{ vo nea va`i zakonot za kratewe za sekoj i . Doka`i! 
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12. Neka ( ),[ ]G  e n -polugrupa so edinica e i neka ∗  e binarna operacija na 

G  definirana so:   ( , ) [ ... ]x y G x y xye e∀ ∈ ∗ = . 

a) Da se poka`e deka ( ),G ∗  e polugrupa. 

b) Da se poka`e deka ( ),G ∗  e pokrivka na dadenata n -polugrupa ( ),[ ]G . 

13. Neka ( ),[ ]G  e komutativna n -polugrupa so osobinata:  

1 2 1 2( )( , ,..., ) [ ... ]n nx G a a a a a a x∀ ∈ ∃ = . 

Da se poka`e deka sekoja pokrivka na ( ),[ ]G  e komutativna polugrupa. 

14. Doka`i deka ako ( ),[ ]S  e n -polugrupa slobodno generirana od mno`estvo 

G , a F  e polugrupa slobodno generirana od istoto mno`estvo G , toga{ 
F  e pokriva~ka polugrupa za ( ),[ ]S . 

15. Ako nekoja pokrivka S  na edna n -polugrupa ( ),[ ]G  e kratliva polugrupa, 

toga{ i  ( ),[ ]G  e kratliva n -polugrupa. Doka`i! 

 
 

1.3. Ternarni asocijativni operacii  so 
neutralni nizi 

 

Vo ovoj del so [ ]  ozna~uvame ternarna asocijativna operacija na G . Za [ ]  

velime deka e ternarna asocijativna operacija ako za sekoi 1 2 3 4 5, , , ,x x x x x G∈  

se ispolneti ravenstvata 

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5[[ ] ] [ [ ] ] [ [ ]]x x x x x x x x x x x x x x x= = . 

Spored teoremata 2.1, ako [ ]  e asocijativna operacija, toga{ postoi samo 

edna ( 2 1k + )-arna operacija [ ]′  {to e izvedena od [ ] . 

Nizata ( )21ee  {to e 2 -neutralna, e vsu{nost i -neutralna za { }1,2,3i∈ , a 1e  

i 2e  se centralni elementi za 3 -grupoidot ( ),[ ]G . Ova e glavnoto tvrdewe na 

slednata 

Teorema 3.1. Neka [ ]  e ternarna asocijativna operacija na mno`estvo G  i 

neka ( )21ee  e 2 -neutralna niza za operacijata [ ] . Toga{: 

(a) ( )21ee  i ( )12ee  se i -neutralni nizi za operacijata [ ]  za  sekoj { }3,2,1∈i . 

(b) 1e  i 2e  se centralni elementi za 3 -grupoidot ( ),[ ]G . 

(v) nizata ( )21 ff  e 1-neutralna ako i samo ako ( )21 ff  e 3 -neutralna niza. 

(g) 
2

1[ ]
k

x e y=  ako i samo ako 
2

2[ ]
k

y e x= . 
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Dokaz. Bidej}i  ( )21ee  e 2 -neutralna niza za dadena ternarna asocijativna 

operacija [ ]  na G , toga{ za sekoj x G∈  va`at slednive ravenstva: 

1 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2[ ] [ [ ] ] [ [ ]] [ ]xe e e xe e e e x e e e e xe x= = = = , 

2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2[ ] [ [ ] ] [[ ] ] [ ]xe e e xe e e e xe e e xe e x= = = = , 

{to zna~i deka nizite ( )21ee  i ( )12ee  se 1-neutralni. Potoa, za sekoi ,x y G∈  

va`i deka 

1 1 2 1 1 2 1 1[ ] [ [ ] ] [[ ] ] [ ]e xy e xe e y e xe e y xe y= = = =  

1 2 1 1 2 1 1[ [ ]] [ [ ] ] [ ]xe ye e x e ye e xye= = = , 

t.e. deka 1e  e centralen element za 3 -grupoidot ( ),[ ]G . Sega, za sekoj x G∈  

imame deka 2 1 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2[ ] [ ] [ [ ]] [[ ] ]e xe e e x e e e xe e e e xe= = = , pa, nizata ( )12ee  e 2 -neu-

tralna. Za sekoi ,x y G∈  va`i deka 

2 2 1 2 2 1 2 2[ ] [ [ ] ] [[ ] ] [ ]e xy e xe e y e xe e y xe y= = = =  

2 1 2 2 1 2 2[ [ ]] [ [ ] ] [ ]xe ye e x e ye e xye= = = , 

pa, 2e  e centralen element za 3 -grupoidot ( ),[ ]G . Spored toa, za sekoj x G∈  

va`i ravenstvoto 1 2 2 1 1 2[ ] [ ] [ ]e e x e e x e xe x= = = , {to zna~i deka nizite ( )21ee  i 

( )12ee  se i 3 -neutralni. Sledstveno, tvrdewata pod (a) i (b) se doka`ani. 

Sega }e go doka`eme tvrdeweto pod (v). Neka ( )21 ff  e 1-neutralna niza. 

Bidej}i operacijata [ ]  e asocijativna i 1e  i 2e  se centralni elementi za 3 -

grupoidot ( ),[ ]G , za sekoj x G∈  imame deka 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2[ ] [ [ ]] [[ ] ] [[ ] ] [ ]f f x f f e e x f f e e x e f f e x e e x x= = = = = , 

{to zna~i deka ( )21 ff  e 3 -neutralna niza. 

Obratno, neka ( )21 ff  e 3 -neutralna niza. Bidej}i operacijata [ ]  e asocija-

tivna i 1e  i 2e  se centralni elementi za 3 -grupoidot ( ),[ ]G , za sekoj x G∈  

imame deka 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2[ ] [[ ] ] [ [ ]] [ [ ]] [ ]xf f xe e f f xe e f f xe f f e xe e x= = = = = , 

{to zna~i deka ( )21 ff  e 1-neutralna niza. 

Ostanuva da se doka`e tvrdeweto pod (g). Prvo doka`uvame deka za sekoi 

1 2 2 1 2 2, ,..., , , ,...,r sx x x y y y G∈  va`i 
2 2
1 1 1 1[ ] [ ]r sx e y e=  ⇔  2 2

1 2 1 2[ ] [ ]r sx e y e= . 

Navistina, 2 2
1 1 1 1[ ] [ ]r sx e y e=  ⇒  2 2

1 2 1 1 2 2[ ] [ [ ]]r rx e x e e e= =  
2 2 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2[[ ] ] [[ ] ] [ [ ]] [ ]r s s sx e e e y e e e y e e e y e= = = = . 

Doka`avme deka nizata ( )21ee  e 2 -neutralna, pa 
2 2
1 2 1 2[ ] [ ]r sx e y e=  ⇒  2 2

1 1 1 2 1 1[ ] [ [ ]]r rx e x e e e= =  
2 2 2 2
1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1 1 1 1[[ ] ] [[ ] ] [ [ ]] [ ]r s s sx e e e y e e e y e e e y e= = = = .
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So pomo{ na principot na matemati~ka indukcija }e poka`eme deka za 

sekoj y G∈  va`i ravenstvoto 1 2[ ]
k k

y y e e= . To~nosta na tvrdeweto za 1=k  

sleduva od toa {to nizata ( )21ee  e 1-neutralna za operacijata [ ] . Da pretpos-

tavime deka tvrdeweto e to~no za k . Toga{ 

                                
1 1 1

1 2 1 1 1 2 2 1 2[ ] [ [ ] ] [ ]
k k k k k k

y y e e y e e e e e y e e
− + +

= = = ,  

{to zna~i deka tvrdeweto e ispolneto i za 1+k . 

Bidej}i ( )1e Z G∈ , imame deka 
2

1[ ]
k

x e y=  ⇔  
2 1

1 1 2 1 2 1[ ] [ ] [ ]
k k k k k

x e y e e y e e e
−

= = , pa  
2

1[ ]
k

x e y=  ⇔  
2 1 1 1

1 2 1 2[ ] [ ]
k k k

x e e y e e
− − +

= . 

Povtoruvaj}i ja postapkata u{te 1−k  pati dobivame deka 
2

1[ ]
k

x e y=  ⇔  
2

1 2 2[ ] [ ]
k k k

x e e y e= . Kako {to vidovme, 1 2[ ]
k k

x x e e=  za sekoj x G∈ , a ottuka sleduva 

deka 
2

1[ ]
k

x e y=  ⇔  
2

2[ ]
k

x y e= .  � 

Slednite dve svojstva se posledici od prethodnata teorema. 

Posledica 3.1. Ako [ ]  e asocijativna operacija i 2E ≠ ∅ , toga{ 

312 EEE =⊆ . 

Dokaz. Ako 2Ee∈ , toga{ nizata ( )ee  e 2 -neutralna, pa od Teoremata 3.1 (a) 

sleduva deka nizata ( )ee  e i 1-neutralna, odnosno 1Ee∈ , pa 12 EE ⊆ . Spored 

Teoremata 3.1 (v) imame deka 31 EfEf ∈⇔∈ , pa 31 EE = . � 

Vo ovoj slu~aj namesto 1E  i 3E  }e pi{uvame E . 

Posledica 1.2. Ako ( ),G ⋅  e polugrupa i ako postojat ,a b G∈  takvi {to za 

sekoj x G∈  va`i xaxb = , toga{ baab =  e neutralen element vo polugrupa-
ta i za sekoj x G∈  va`i deka xaax =  i xbbx = . 

Dokaz. Ako stavime [ ]xyz xyz=  dobivame ternarna asocijativna operacija za 

koja nizata ( )ab  e 2 -neutralna. Toga{ spored Teoremata 3.1 (a) sleduva deka 

nizite ( )ab  i ( )ba  se i -neutralni za { }1,2,3i = , pa za sekoj x G∈  imame deka 

( ) ( ) ( )x ab x x ab ba x= = = . Stavaj}i bax =  dobivame deka ( )( )abbaba = , a sta-

vaj}i abx =  dobivame ( )( )abbaab = , od kade {to baab =  e neutralen element 

vo ( ),G ⋅ . Isto taka, ( ) ( ) axbaaxaaxbxa ===  i ( ) ( ) bxabbxbbxaxb === .        � 

Vo Teoremata 3.1, uslovot ( )21ee  e 2 -neutralna niza ne mo`e da se zameni 

so uslovot ( )21ee  e 1-neutralna niza ili 3 -neutralna niza. Isto taka, uslovot
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[ ]  da bide asocijativna operacija ne mo`e da se zameni so nekoj od tie 

uslovi, {to mo`e da se vidi od slednite primeri. 

Primer 3.1. Neka 3S  e grupata od permutacii od 3  elementi. Definirame 

ternarnata operacija [ ]  na 3S  so [ ]xyz xyz= . Spored Posl. 2.1 (b) operacijata 

[ ]  e asocijativna. Neka ( )12=a  i ( )13=b . ( )121 =−a , ( )( )( ) ( )231213121 ==−aba . 

Za sekoj 3x S∈  va`i xaaxaax 11 −− == , odnosno nizata ( )1−aa  e 1-neutralna i 

3 -neutralna, no ne e 2 -neutralna niza za ternarnata asocijativna operacija 

[ ] , bidej}i ( ) ( )1 23 13aba b− = ≠ = .    

Primer 3.2. Na mno`estvoto { }ba,  definirame ternarna operacija [ ]  so 

[ ] [ ] [ ] [ ]a aaa bab bba bbb= = = = , [ ] [ ] [ ] [ ]b aab aba abb baa= = = = . O~igledno, nizata 

( )aa  e i -neutralna za { }1,2,3i = , no operacijata [ ]  ne e asocijativna. Imeno, 

[ [ ] ] [ ] [ ] [[ ] ]a aba b abb b a bab aab ab= = ≠ = = .   

Od definicijata za izvedeni operacii sleduva deka za sekoja n -arna ope-
racija [ ]  samata operacija [ ]  e primitivna. Toa e edinstvenata n -arna pri-

mitivna operacija za [ ] . Navistina, neka [ ]′  e primitivna operacija za [ ]  so 

arnost  n . Toga{ imame deka 1 1 2

1 1 2 11 1 1 1 2 ...[ ] [[ ] ,[ ] ,...,[ ] ]
n

m m mn m
m m m m nx x x x

−

+
+ + + + ′=  i pritoa 

1 2[ ] ,[ ] ,...,[ ]n  se 1m , 2m ,..., nm -arni operacii izvedeni od [ ]′ , kade {to 

nmmm n =+++ ...21 . Od toa {to 1 2, ,..., nm m m ∈N , sleduva deka 1 ... 1nm m= = = . 

Taka, [ ]ix x=  za sekoj { }1,...,i n= , odnosno 1 1[ ] [ ]n nx x ′= , t.e. [ ] [ ]′= . Od Teoremata 

2.1 sleduva deka od edna unarna operacija mo`e da se izvede samo unarna 

operacija, za{to ( )1 1 1 1k − + = . Zna~i, ako 3=n , toga{ ostanatite primitiv-

ni operacii se binarni ( ( ) 11223 +−= ). 

Teorema 3.2. Neka [ ]  e ternarna asocijativna operacija na mno`estvo G  za 

koja nizata ( )21ee  e 1-neutralna i neka [ ]′  e binarna operacija. Toga{ za 

sekoi , ,x y z G∈  va`i deka [ [ ] ] [ ]x yz xyz′ ′ =  ako i samo ako postoi element 

e G∈  takov {to e  e 1-neutralen za operacijata [ ]  i za sekoi ,x y G∈  va`i 

[ ] [ ]xy xye′ = . 

Dokaz. Za sekoi , ,x y z G∈ , [ [ ] ] [ ]x yz xyz′ ′ =  ⇒ 1 2 1 2[ ] [ [ ] ] [ ]x xe e x e e xe′ ′ ′= = = , kade 

{to 1 2[ ]e e e ′=  ⇒  [ ] [ [ ] ] [ ]xy x ye xye′ ′ ′= =  ⇒  [ ] [ [ ] ] [ ]xee x ee xe x′ ′ ′= = = , a ottuka 

elementot e  e 1-neutralen za operacijata [ ] . 

Obratno, neka e  e 1-neutralen element za operacijata [ ]  i neka za sekoi 

,x y G∈  va`i ravenstvoto [ ] [ ]xy xye′ = . Toga{, za sekoi , ,x y z G∈  va`i 

                                        [ [ ] ] [ [ ] ] [[ ] ] [ ]x yz x yze e xyz ee xyz′ ′ = = = .  � 

Sli~no se doka`uva to~nosta na slednata teorema: 
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Teorema 3.3. Neka [ ]  e ternarna asocijativna operacija na mno`estvo G  za 

koja nizata ( )21ee  e 3 -neutralna i neka [ ]′  e binarna operacija. Toga{ za 

sekoi , ,x y z G∈  va`i deka [[ ] ] [ ]xy z xyz′ ′ =  ako i samo ako postoi element 

e G∈  takov {to e  e 3 -neutralen za operacijata [ ]  i za sekoi ,x y G∈  va`i 

[ ] [ ]xy exy′ = . 

Dokaz.  Za sekoi , ,x y z G∈ , [[ ] ] [ ]xy z xyz′ ′ =  ⇒  1 2 1 2[ ] [[ ] ] [ ]x e e x e e x ex′ ′ ′= = = , kade 

{to  1 2[ ]e e e ′=  ⇒  [ ] [[ ] ] [ ]xy ex y exy′ ′ ′= = , za sekoi ,x y G∈ , a ottuka sleduva deka   

[ ] [[ ] ] [ ]eex ee x ex x′ ′ ′= = = , za sekoj x G∈ . Spored toa, elementot e  e 3 -neutralen 

za operacijata [ ] . 

Obratno, neka e  e 3 -neutralen element za operacijata [ ]  i neka za sekoi 

,x y G∈  va`i ravenstvoto [ ] [ ]xy exy′ = . Toga{, za sekoi , ,x y z G∈  va`at raven-

stvata [[ ] ] [ [ ] ] [ [ ]] [ ]xy z e exy z ee xyz xyz′ ′ = = = .  � 

Od svojstvata na asocijativnite binarni operacii sleduva deka ako za 
ternarnata operacija [ ]  postoi barem edna primitivna binarna operacija 

{to e asocijativna, toga{ i operacijata [ ]  e asocijativna. 

Pritoa, od asocijativnosta na ternarnata operacija [ ]  ne sleduva 

asocijativnost na site nejzini primitivni operacii, {to mo`e da se vidi od 
sledniot primer. 

Primer 1.3. Da ja razgledame diedralnata grupa 3D  so 6  elementi ~ija 

kelieva {ema e dadena so slednata tablica: 

  0a  1a  2a  0b  1b  2b  

0a  0a  1a  2a  0b  1b  2b  

1a  1a  2a  0a  1b  2b  0b  

2a  2a  0a  1a  2b  0b  1b  

0b  0b  2b  1b  0a  2a  1a  

1b  1b  0b  2b  1a  0a  2a  

2b  2b  1b  0b  2a  1a  0a  

 
  Ako stavime [ ]xyz xyz= , 3,, Dzyx ∈ , dobivame ternarna asocijativna ope-

racija. Neka [ ]′  e binarna operacija opredelena so 1[ ]xy xyb′ = , kade {to 

3,x y D∈  se proizvolni. Toga{ [ ]′  e primitivna operacija za operacijata [ ]  

zatoa {to ( )( )1 1[ [ ] ]x yz x yzb b xyz′ ′ = = , no operacijata [ ]′  ne e asocijativna 

za{to, na primer, 0 0 1 1 1 2 2 0 2 0 0 1[[ ] ] [ ] [ ] [ [ ] ]a a a b a a b a b a a a′ ′ ′ ′ ′ ′= = ≠ = = . 
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Vo Posl.3.1 vidovme deka ako operacijata [ ]  e asocijativna i 2E ≠ ∅ , 

toga{ 312 EEE =⊆  i vo toj slu~aj namesto 1E  i 3E  }e pi{uvame E . Istata 

oznaka ja koristime i vo slednata teorema koja{to dava odgovor na pra{awe-
to koi primitivni operacii od edna ternarna asocijativna operacija koja 
ima 2 -neutralna niza se asocijativni. 

Teorema 3.4. Neka [ ]  e ternarna operacija na mno`estvo G  i neka [ ]a  i [ ]a  

se binarni operacii definirani so [ ] [ ]axy xya=  i [ ] [ ]a xy axy=  za sekoi 

,x y G∈ . Ako [ ]  e asocijativna operacija za koja ( )21ee  e 2 -neutralna niza, 

toga{ va`at slednite uslovi: 

(a) [ ]′  e binarna primitivna operacija za operacijata [ ]  ako i samo ako 

postoi Ee∈  takov {to [ ] [ ]e′ =  ili [ ] [ ]e′ = . 

(b) Ako Efe ∈, , toga{: 

     1) [ ] [ ]e f=  ⇔  fe = ;  

     2) [ ] [ ]f e=  ⇔  2Efe ∈=  ⇔  [ ]e  e asocijativna operacija. 

Dokaz. (a) Spored Teoremata 3.1 (b), ( )21ee  e 1-neutralna i 3 -neutralna niza 

za ternarnata asocijativna operacija [ ] . Spored definicijata za izvedeni 

operacii sleduva deka operacijata [ ]′  e binarna primitivna operacija za [ ]  

ako i samo ako za sekoi , ,x y z G∈  va`i [ [ ] ] [ ]x yz xyz′ ′ =  ili [[ ] ] [ ]xy z xyz′ ′ = . Od 

Teoremata 3.2 imame deka 

      ( ), , [ [ ] ] [ ]x y z G x yz xyz′ ′∀ ∈ =  ⇔  ( )( ), [ ] [ ] [ ]ee E x y G xy xye xy′∃ ∈ ∀ ∈ = = , 

a od Teoremata 3.3 imame deka 

( ), , [[ ] ] [ ]x y z G xy z xyz′ ′∀ ∈ =  ⇔ ( )( ), [ ] [ ] [ ]ee E x y G xy exy xy′∃ ∈ ∀ ∈ = = . 

Ottuka sleduva deka operacijata [ ]′  e binarna primitivna operacija za 

operacijata [ ]  ako i samo ako postoi Ee∈  takov {to [ ] [ ]e′ =  ili [ ] [ ]e′ = . 

(b) 1) [ ] [ ]e f=  ⇒  1 2 1 2 1 2 1 2[ ] [ ] [ ] [ ]e fe e e e e e e e e e f f= = = = = . Ovaa implikacija e 

doka`ana bez koristewe na uslovot Efe ∈, . Implikacijata fe =  ⇒  [ ] [ ]e f=  

va`i trivijalno, pa [ ] [ ]e f=  ⇔  fe = . 

       2)               [ ] [ ]f e=  ⇒  1 2 1 2 1 2 1 2[ ] [ ] [ ] [ ]e fe e e e e e e e fe e f= = = = =  ⇒  

⇒  ( ) [ ] [ ] [ ] [ ]e ex G x eex ex ex exe∀ ∈ = = = =  ⇒  2Ee∈  ⇒  

⇒  ( ), , [ [ ] ] [ [ ] ] [ [ ] ] [[ ] ] [[ ] ]e e e ex y z G x yz x yze e x yez e xye ze xy z∀ ∈ = = = =   ⇒   

⇒  [ ]e   e asocijativna operacija. 

Neka Ee∈  i [ ]e  e asocijativna operacija. Toga{ za sekoj x G∈  imame deka 

[ [ ]] [ [ ] ] [ [ ] ] [[ ] ] [ ]e e e ex ee xee e exe e e ex ee x exe= = = = = , pa 2Ee∈ . � 

Ako se otfrli pretpostavkata za asocijativnost ili egzistencija na 2 -ne-
utralna niza za ternarnata operacija [ ] , toga{ primitivni binarni opera-
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cii mo`e da postojat i koga 1 3E E= =∅ . Toa mo`e da se vidi od slednite pri-

meri. 

Primer 3.4. Neka 2G ≥  i a G∈ . Definirame ternarna operacija [ ]  na 

mno`estvoto G  so [ ]xyz a= , za sekoi , ,x y z G∈ . O~igledno va`i deka 

( ), , , , [[ ] ] [ [ ] ] [ [ ]]x y z u v G xyz uv x yzu v xy zuv a∀ ∈ = = = , 

t.e. operacijata [ ]  e asocijativna. Neka b G∈  i neka ab ≠ . Toga{ 

( ), [ ] [ ] [ ]x y G bxy xby xyb a∀ ∈ = = = , {to zna~i deka 1 2 3E E E= = =∅ . Definirame 

binarna operacija [ ]′  na mno`estvoto G  so [ ]xy a′ = , za sekoi ,x y G∈ . Opera-

cijata [ ]′  e primitivna za [ ]  za{to [ ] [[ ] ]xyz xy z a′ ′= = , za sekoi , ,x y z G∈ .  

Primer 3.5. Neka G =Q  e mno`estvoto od racionalni broevi i neka [ ]  e 

ternarna operacija na G  definirana na sledniot na~in: 

( ) 1, , [ ] 2 6
4

x y z G xyz x y z∀ ∈ = + + + . 

Da pretpostavime deka e  e 1-neutralen element za operacijata [ ] . Toga{ 

za sekoj x G∈  imame deka 

[ ]xee x=  ⇔  
1 2 6
4

x e e x+ + + =  ⇔  2
12
xe = − − , 

{to zna~i deka elementot e  zavisi od x , t.e. ne e ednozna~no opredelen. 
Poradi toa 1E =∅ . Sli~no, ako pretpostavime deka e  e 3 -neutralen element 

za operacijata [ ] , toga{ za sekoj x G∈  imame deka 

[ ]eex x=  ⇔  2 6
4
e e x x+ + + =  ⇔  ( )4 6

5
e x= − + , 

pa elementot e  ne e ednozna~no opredelen, {to zna~i deka i mno`estvoto 

3E =∅ . Ako e  e 2 -neutralen element za operacijata [ ] , toga{ za sekoj x G∈  

imame deka 

[ ]exe x=  ⇔  2 6
4
e x e x+ + + =  ⇔  

22
3

e = − , 

pa 
22
3

e = −  e 2 -neutralen element za [ ] , t.e. 2
22
3

E  = − 
 

. 

Sepak binarnata operacija [ ]′  na G  definirana so 
1[ ] 2 4
2

xy x y′ = + +  za 

sekoi ,x y G∈  e primitivna za [ ] . Navistina, za sekoi , ,x y z G∈  dobivame 

deka  
1 1 1[[ ] ] 2 4 2 4 2 6 [ ]
2 2 4

xy z x y z x y z xyz ′ ′ = + + + + = + + + = 
 

.   

 
Zada~i  
 

1. Za [ ]  velime deka e kvaternarna asocijativna operacija ako 
4 7 5 7 2 6 3 7
1 5 1 2 6 1 3 7 1 4[[ ] ] [ [ ] ] [ [ ] ] [ [ ]]x x x x x x x x x x= = =  za sekoi 1 2 3 4 5 6 7, , , , , ,x x x x x x x G∈ . 
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2. Doka`i deka ako [ ]  e kvaternarna asocijativna operacija na 

mno`estvo G  i ako ( )321 eee  e 2 -neutralna i 3 -neutralna niza za 

operacijata [ ] , toga{: 

(a) nizite ( )
321 ννν eee  se i -neutralni za operacijata [ ] , kade {to { }4,3,2,1∈i , 

za sekoja permutacija 1 2 3, ,ν ν ν  na broevite 3,2,1 . 

(b) 21 ,ee  i 3e  se centralni elementi za 4 -grupoidot ( ),[ ]G . 

(v) nizata ( )321 fff  e 1-neutralna ako i samo ako ( )321 fff  e 4 -neutralna 

niza. 

2. Neka ( ),G ⋅  e polugrupa i neka postojat , ,a b c G∈  takvi {to za sekoj x G∈  

cbxaxcxba ⋅⋅⋅==⋅⋅⋅ . Toga{ a b c a c b b a c b c a c a b c b a⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅  e 

neutralen element na polugrupata ( ),G ⋅  i ( ), ,a b c Z G∈ . Doka`i! 

3. Neka ( ),G ⋅  e polugrupa i neka 1 1,..., na a G− ∈  se takvi {to za sekoj x G∈  va`i 

xaxaaa nii =−+ 111 ...... , za sekoj { }1,...,2 −∈ ni . Toga{ 
1111

......
−−

=
nn

aaaa µµνν  e 

neutralen element na polugrupata ( ),G ⋅ , kade {to 11... −nνν  i 11... −nµµ  se 

proizvolni permutacii na broevite 1,...,1 −n , i za sekoj { }1,...,1 −∈ ni  va`i 

( )ia Z G∈ . Doka`i! 

4*. Neka 4S  e grupata od simetrii na kvadrat. Koristime oznaki: iρ  za rota-

cii, iµ  za osni simetrii vo odnos na simetralite na stranite i iδ  za os-

ni simetrii vo odnos na dijagonalite. Kelievata {ema e dadena so 
slednata tablica: 

 0ρ  1ρ  2ρ  3ρ  1µ  2µ  1δ  2δ  

0ρ  0ρ  1ρ  2ρ  3ρ  1µ  2µ  1δ  2δ  

1ρ  1ρ  2ρ  3ρ  0ρ  2δ  1δ  1µ  2µ  

2ρ  2ρ  3ρ  0ρ  1ρ  2µ  1µ  2δ  1δ  

3ρ  3ρ  0ρ  1ρ  2ρ  1δ  2δ  2µ  1µ  

1µ  1µ  1δ  2µ  2δ  0ρ  2ρ  1ρ  3ρ  

2µ  2µ  2δ  1µ  1δ  2ρ  0ρ  3ρ  1ρ  

1δ  1δ  2µ  2δ  1µ  3ρ  1ρ  0ρ  2ρ  

2δ  2δ  1µ  1δ  2µ  1ρ  3ρ  2ρ  0ρ  

Definirame kvaternarna operacija [ ]  na 4S  so [ ]xyzu xyzu= .  

a) Najdi 1-neutralna i 4-neutralna niza za operacijata [ ] , {to ne e 2-

neutralna i 3-neutralna. 
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b) Najdi 1-neutralna, 2-neutralna i 4-neutralna niza za operacijata [ ] , 

{to ne e 3-neutralna. 
v) Najdi 1-neutralna, 3-neutralna i 4-neutralna niza za operacijata [ ] , 

{to ne e 2-neutralna. 
g) Proveri dali nizata ( )220 ρρρ  e i -neutralna za sekoj { }4,3,2,1∈i .  

5. Neka { },G a b= . Definirame kvaternarna operacija [ ]  na G  so: 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]a aaaa aaab aaba abaa baaa bbaa= = = = = = = [ ] [ ]bbba bbbb= , 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]b baba baab abab abba aabb= = = = = = [ ] [ ] [ ]abbb babb bbab= = .   

Doka`i deka ( )aab  e i -neutralna niza za sekoj { }4,3,2,1∈i , no operacijata 

[ ]  ne e asocijativna. 

 
 



 
 
 
 
 

Glava II          (i, j)-asocijativni operacii 

 
 

2.1. Finitarni asocijativni operacii so 
       neutralni elementi 

 

Vo ovoj del }e doka`eme deka ako ( ),[ ]G  e ( ),i j -asocijativen n -grupoid i 

( )e Z G∈  e neutralen element za [ ] , toga{ postoi polugrupa ( ),G ∗ , 

edinstvena do izomorfizam, takva {to za sekoi 1,..., nx x G∈  va`i deka 

1 1[ ] ...n
nx x x= ∗ ∗ . Ottuka kako posledica se dobiva deka ako ( ),[ ]G  e n -polu-

grupa i ( )1
1
ne −  e 1-neutralna niza, a ( )1

1
nf −  e n -neutralna niza za [ ] , toga{ 

postoi polugrupa ( ),G ∗ , edinstvena do izomorfizam, takva {to za sekoi 

1,..., nx x G∈  va`i deka 1 1[ ] ...n
nx x x= ∗ ∗ , ako i samo ako ( ),[ ]G  ima edinica. 

Osven toa }e doka`eme deka ako ( ),[ ]G  ima edinica, toga{ od ( ), 1i i + -

asocijativnosta, odnosno od ( ), 2i i + -asocijativnosta na ( ),[ ]G  sleduva 

negovata asocijativnost, a }e napravime i nekolku zabele{ki vo vrska so 
toa. Ovie rezultati se izneseni vo [28]. 

Prvo }e doka`eme nekolku pomo{ni tvrdewa. 

Neka [ ]  e n -arna operacija na G . Definirame n -arna operacija [ ]*  na G  

so 1 1[ ]* [ ... ]n
nx x x= , za sekoi 1,..., nx x G∈ . Jasno e deka ( )[ ]* * [ ]= . Za operacijata 

[ ]*  velime deka e dualna na [ ]  i za nea va`i slednata 

Lema 1.1. (a) n -grupoidot ( ),[ ]G  e ( ),i j -asocijativen ako i samo ako n -

grupoidot ( ),[ ]*G  e ( )1, 1n i n j− + − + -asocijativen. 

(b) Nizata ( )1
1
ne −  e i -neutralna za n -arnata operacija [ ]  ako i samo ako 

nizata ( )1 1...ne e−  e 1n i− + -neutralna za operacijata [ ]* . 

(v) Elementot c G∈  e centralen za  n -arnata operacija [ ]  ako i samo 

ako e centralen element za operacijata [ ]* . 

30 



Финитарни асоцијативни операции со неутрални елементи 31 

Dokaz. (a) Neka 1 2 2 1, ,..., nx x x G− ∈  se proizvolni elementi. Toga{ 
2 2 1

2 1 2 1 2 1 1 1 1 2 1[ ... [ ... ] ... ] [ [ ]* ]*n i n i n
n n i n i n i n i n i n ix x x x x x x x x− − −
− − + − − + − − + − +=  i 

2 2 1
2 1 2 1 2 1 1 1 1 2 1[ ... [ ... ] ... ] [ [ ]* ]*n j n j n

n n j n j n j n j n j n jx x x x x x x x x− − −
− − + − − + − − + − += , 

pa n -grupoidot ( ),[ ]G  e ( ),i j -asocijativen ako i samo ako n -grupoidot 

( ),[ ]*G  e ( )1, 1n i n j− + − + -asocijativen. 

(b) Ravenstvoto 1 1
1 1 1 1[ ] [ ... ... ]*i n

i n i ie xe e e xe e− −
− −=  va`i za sekoj x G∈ , pa nizata 

( )1
1
ne −  e i -neutralna za operacijata [ ]  ako i samo ako nizata ( )1 1...ne e−  e 

1n i− + -neutralna za nejzinata dualna operacija [ ]* . 

(v) Neka  c G∈  e centralen element za n -arnata operacija [ ]  i neka 

{ }, 1, 2,...,i j n∈  i 1 1,..., nx x G− ∈  se proizvolni elementi. Toga{ imame deka 

1 1 1 1 1 1[ ... ... ] [ ... ... ]n i i n j jx x cx x x x cx x− − − −= , odnosno 1 1 1 1
1 1[ ]* [ ]*i n j n

i jx cx x cx− − − −= , pa c  e cen-

tralen element i za operacijata [ ]* . Sli~no se poka`uva deka va`i i 

obratnoto tvrdewe.    � 

Posledica 1.1. (a) Neka ( ),[ ]G  e n -grupoid. Elementot e G∈  e i -neutralen 

za operacijata [ ]  ako i samo ako e 1n i− + -neutralen za operacijata [ ]* . 

(b) Neka ( ),[ ]G  e n -grupoid. Elementot e G∈  e neutralen za operacijata 

[ ]  ako i samo ako e neutralen element za operacijata [ ]* . 

Dokaz. (a) Elementot e G∈  e i -neutralen za operacijata [ ]  ako i samo ako 

nizata 
1n

e
− 

 
 

 e i -neutralna za [ ] , a toa, spored Lemata 1.1 (b) va`i ako i samo 

ako 
1n

e
− 

 
 

 e 1n i− + -neutralna niza za [ ]* , odnosno ako i samo ako e  e 1n i− + -

neutralen element za operacijata [ ]* . 

(b) Elementot e G∈  e neutralen za operacijata [ ]  ako i samo ako e i -

neutralen za sekoj { }1,2,...,i n∈ . Od tvrdeweto pod (a) sleduva deka 

poslednovo e ekvivalentno so e  e 1n i− + -neutralen element za operacijata 

[ ]*  za sekoj { }1,2,...,i n∈ , pa e  e neutralen element za [ ]* .  � 

Lema 1.2. Ako ( ),[ ]G  e ( ),i i k+ -asocijativen n -grupoid, kade {to 

1 1k i≤ ≤ −  i ( )1
1
ne −  e i k+ -neutralna niza za ( ),[ ]G , toga{ n -grupoidot 

( ),[ ]G  e i ( ),i k i− -asocijativen. 

Dokaz. Neka 1 2 2 1, ,..., nx x x G− ∈ . Imame 
1 1 2 1

1[ [ ] ]i k i k n n
i k i k nx x x− − − + − −
− − + = 1 1 1 2 1 1

1 1[ [ [ ] ] ]i k i k i k n n n
i k i k n i ke x x x e+ − − − − + − − −
− − + + =  

1 1 1 1 2 1 2 1 1
1 1 2[ [ [ ] ] ]i i k i k i k n n k n n

i i k i k n n k i ke e x x x x e− + − − − − + − − − − −
− − + − += = 1 1 1 1 2 1 2 1 1

1 1 2[ [ [ ] ] ]i i k i i n n k n n
i i i n n k i ke e x x x x e− + − − + − − − − −

+ − + =
1 1 1 2 1 1 1 1 2 1

1 1 1[ [ [ ] ] ] [ [ ] ]i k i i n n n i i n n
i i n i k i i ne x x x e x x x+ − − + − − − − + − −

+ + += = ,
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pa n -grupoidot ( ),[ ]G  e ( ),i k i− -asocijativen.   � 

Od Lemata 1.1 i od Lemata 1.2 se dobiva deka va`i slednata 

Lema 1.3. Ako ( ),[ ]G  e ( ),i i k+ -asocijativen n -grupoid, 1k ≥ , 2n i k≥ +   i 

( )1
1
ne −  e i -neutralna niza za ( ),[ ]G , toga{ n -grupoidot ( ),[ ]G  e ( ), 2i k i k+ + -

asocijativen. 

Dokaz. Neka ( ),[ ]G  e ( ),i i k+ -asocijativen n -grupoid, pri {to 1k ≥  i 

2n i k≥ + . Od Lemata 1.1(a) sleduva deka n -grupoidot ( ),[ ]*G  e 

( )1, 1n i k n i− − + − + -asocijativen, a pak od Lemata 1.1(b), deka ( )1 1...ne e−  e 

1n i− + -neutralna niza za [ ]* . Da stavime 1l n i k= − − + . Toga{ 1n i l k− + = + , 

pa n -grupoidot ( ),[ ]*G  e ( ),l l k+ -asocijativen. Bidej}i 1 1k l≤ ≤ −  i ( )1 1...ne e−  

e l k+ -neutralna niza za ( ),[ ]*G , spored Lemata 1.2, ( ),[ ]*G  e ( ),l k l− -

asocijativen n -grupoid, t.e. ( )2 1, 1n i k n i k− − + − − + -asocijativen n -grupoid. 

Povtorno koristej}i ja Lemata 1.1 (a), dobivame deka n -grupoidot ( ),[ ]G  e 

( ), 2i k i k+ + -asocijativen.   � 

Svojstvo 1.1. Ako n -grupoidot ( ),[ ]G  e ( ),i j -asocijativen i ( ),j k -asocija-

tiven, toga{ ( ),[ ]G  e ( ),i k -asocijativen n -grupoid. 

Dokaz. Neka ( ),[ ]G  e ( ),i j -asocijativen i ( ),j k -asocijativen n -grupoid i 

neka 1 2 2 1, ,..., nx x x G− ∈  se proizvolni elementi. Toga{ 
1 1 2 1 1 1 2 1

1 1[ [ ] ] [ [ ] ]i i n n j j n n
i i n j j nx x x x x x− + − − − + − −

+ +=   i  1 1 2 1 1 1 2 1
1 1[ [ ] ] [ [ ] ]j j n n k k n n

j j n k k nx x x x x x− + − − − + − −
+ += , 

pa 1 1 2 1 1 1 2 1
1 1[ [ ] ] [ [ ] ]i i n n k k n n

i i n k k nx x x x x x− + − − − + − −
+ += , t.e. ( ),[ ]G  e ( ),i k -asocijativen n -grupoid.   

Lema 1.4. Ako ( ),[ ]G  e ( ),i i k+ -asocijativen n -grupoid, 1k ≥  i ( )e Z G∈  e 

negov neutralen element, toga{ ( ),[ ]G  e ( )1,n -asocijativen n -grupoid. 

Dokaz. Zaradi Lemata 1.2 dovolno e da doka`eme tvrdeweto e to~no za 
1i k< + . Ako 1i > , toga{: 

1
1 1 2 1 1 1 2 1

1 1[ [ ] ] [ [ [ ] ] ]
i n i

i k i k n n i k i k n n
i k i k n i k i k nx x x e x x x e

− −
+ − + + − − + − + + − −

+ + + + + += =  
1

1 1 2 1
1 1[ [ [ ] ] ]

i k n i k
k i k i k n n

k i k i k ne x x x x e e
− − −

+ − + + − −
+ + + += =

1 1 1
1 1 2 1

1 1[ [ [ ] ] ]
i i k i n i k

k i k i k n n
k i k i k ne x e x e x x e

− − − + − −
+ − + + − −
+ + + + =  

1 1 1
1 1 2 1

1 1[ [ [ ] ] ]
i i k i n i k

k i k i n n
k i k i ne x e x e x x e

− − − + − −
+ − + − −
+ + += =

1 1 1
1 2 1

1 1[ [ [ ] ] ]
i i k i n i k

k i n n
k i ne x e x e x e

− − − + − −
+ − −
+ + =  

1 1 1
1 2 1 2 1

1 1 2[ [ [ ] ] ]
i i k i n i k

k i n n k n
k i n n ke x e x e x x e

− − − + − −
+ − − − −
+ + −=

1 1 1
1 2 1 2 1

1 1 2[ [ [ ] ] ]
i i k i n i k

k i n n k n
k i n n ke e x x e x x e

− − − + − −
+ − − − −
+ + −= =  

1 1 1 1
1 2 1 2 1 2 1 2 1

1 1 2 1 1 2[ [ [ ] ] ] [ [ [ ] ] ]
i i k i n i k i k n i k

n i n n k n n n k n
n i n n k n n ke e x x e x x e e e x x x e

− − − + − − − − −
+ − − − − − − −
+ + − + −= = =

1
2 1 2 1

1 1 1 1[ [[ ] ] ] [[ ] ]
i k n i k

n n n n
n ne x x e x x

+ − − −
− −

+ += = ,
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t.e. ( ),[ ]G  e i ( )1, i k+ -asocijativen n -grupoid. Spored Lemata 1.1 (a), n -gru-

poidot ( ),[ ]*G  e ( )1,n i k n− − + -asocijativen. Od Lemata 1.1 (v) sleduva deka e  

e centralen  element za ( ),[ ]*G , a od Posl.1.1 (b) deka e  e neutralen element 

za operacijata [ ]* . Gorniot dokaz mo`eme da go primenime za n -grupoidot 

( ),[ ]*G , pa ( ),[ ]*G  e ( )1,n -asocijativen n -grupoid. Koristej}i ja Lemata 1.1 

(a) dobivame deka ( ),[ ]G  e ( )1,n -asocijativen n -grupoid.   � 

Lema 1.5. Ako ( ),[ ]G  e ( ),i j -asocijativen n -grupoid, i j≠ , i ako ( )e Z G∈  e 

neutralen element vo ( ),[ ]G , toga{ ( ),[ ]G  e n -polugrupa. 

Dokaz. Od Lemata 1.4 sleduva deka ( ),[ ]G  e ( )1,n -asocijativen n -grupoid. 

Neka ( )e Z G∈  e neutralen element za ( ),[ ]G  i neka { }1,..., 1p n∈ −  i 

1 1,..., p nx x G+ − ∈  se proizvolni elementi. Toga{ imame deka 
1 1

1 1 1
1 1 1 1 1 1[[ ] ] [ [ ]] [ [ ]]

n p n p n p
p p n p p n p p n

p p px e x x e ex x e x e
− − − − −

+ − + − + −
+ + += = =  

1 1
1 1 1

1 1 2 1 2[[ ] ] [[ ] ]
n p n p

p p n p p n
p p px e x x e x e x e

− − − −
+ − + + −

+ + += = . 

So povtoruvawe na ovaa postapka u{te q  pati, q n p≤ − , dobivame deka 

1 1
1 1 1 1[[ ] ] [[ ] ]

n p n p q q
p p n p q p n

p p qx e x x e x e
− − −

+ − + + −
+ + += . 

Neka { }2,..., 1r n∈ − . Koristej}i go poslednoto ravenstvo dobivame deka 
1

1 1 2 1 1 1 2 1
1 1 2[ [ ] ] [[ ] [ ] ]

n
r r n n r r n n

r r n r r nx x x x e x x x
−

− + − − − + − −
+ += =  

1 1
1 1 2 1 1 1 2 1

1 1[[ [ ] ] ] [[ [ ]] ]
n r r n r r

r r n n r r n n
r r n r r nx x e x e x e x x e

− − − −
− + − − − + − −

+ += = =  
1 1

1 1 2 1 1 2 1
1 1 1 1[[[ ] ] ] [[[ ] ] ]

n r r n r r
r r n n r r n n

r r r n r r nx e x x x e x e x x e
− − − −

− + − − + − −
+ + + += = =  

1 1
1 2 1 2 1 2 1

1 1 1 1 1 1[[[ ] ] ] [[ ] ] [[ ] ]
n r r r

n r n n n n n n
n r n n nx x e x e x x e x x

− − −
+ − − − −
+ + + += = = . 

Spored toa, ( ),[ ]G  e ( )1, t -asocijativen n -grupoid za sekoj { }2,...,t n∈ , pa od 

Sv.1.1 sleduva deka ( ),[ ]G  e n -polugrupa.          � 

Lema 1.6. Neka ( ),[ ]G  e ( )1,2 -asocijativen n -grupoid i  neka ( )1
1
ne −  e 1-neut-

ralna niza za ( ),[ ]G . Postoi binarna operacija ⋅  takva {to za sekoi 

1,..., nx x G∈  va`i ravenstvoto ( )( )1 1 2 1[ ] ... ...n
n nx x x x x−= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  ako i samo ako 

postoi 1-neutralen element za ( ),[ ]G . 

Dokaz. Neka ( ),[ ]G  e ( )1,2 -asocijativen n -grupoid i neka ( )1
1
ne −  e 1-neutralna 

niza za ( ),[ ]G . 
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Neka ⋅  e binarna operacija takva {to za sekoi 1 2 1, ,..., ,n nx x x x G− ∈  va`i 

ravenstvoto ( )( )1 1 2 1[ ] ... ...n
n nx x x x x−= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  i neka x G∈  e proizvolen element. To-

ga{ elementot ( )( )1 2 2 1... ...n ne e e e e G− −= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ∈  go zadovoluva ravenstvoto 

( )( )( ) 1
1 2 2 1 1... ... [ ]n

n nx e x e e e e xe x−
− −⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = = , pa  ( )( )

1

2

[ ] ... ...
n

n

x e x e e e x
−

−

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =


, 

t.e. e  e 1-neutralen element za ( ),[ ]G . 

Obratno, neka e  e 1-neutralen element za ( ),[ ]G . Definirame binarna 

operacija ⋅  na G  so 
2

[ ]
n

x y xy e
−

⋅ = . Toga{, od ( )1,2 -asocijativnosta na ( ),[ ]G  

dobivame deka 
1 2 1

1 1 1 2 1 2 1 2[ ] [[ ] ] [ [ ] ] [ ] [[ ] ]
n n n

n n n n nx x e x x e e x x e x x e e
− − −

= = = ⋅ = ⋅ =  

( )
2

1 2 3 1 2 3[ [ ] ] [ ] ...
n

n nx x x ee e x x x ee
−

= ⋅ = ⋅ ⋅ = =
2

1 2 2 1... [ ] ...
n

n
n nx x x x e

−

− −
  ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =    

 

2 1

1 2 2 1... [[ ] ] ...
n n

n
n nx x x x e e

− −

− −
  = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =    

1 2

1 2 2 1... [ [ ] ] ...
n n

n n nx x x x x e e
− −

− −
  ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =    

 

             ( )( )
1

1 2 2 1 1 2 1... [ ] ... ... ...
n

n n n n nx x x x x e x x x x
−

− − −

   = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅      
.  � 

Lema 1.7. Neka ( ),[ ]G  e ( )1,n n− -asocijativen n -grupoid i neka ( )1
1
nf −  e n -

neutralna niza za ( ),[ ]G . Postoi binarna operacija   takva {to za sekoi 

1 2 1, ,..., ,n nx x x x G− ∈  va`i ravenstvoto ( )( )1 1 2 1[ ] ... ...n
n nx x x x x−=      ako i samo 

ako postoi n -neutralen element za ( ),[ ]G . 

Dokaz. Neka ( ),[ ]G  e ( )1,n n− -asocijativen n -grupoid i neka ( )1
1
nf −  e n -

neutralna niza za ( ),[ ]G . Toga{ od Lemata 1.1 (a) sleduva deka ( ),[ ]*G  e ( )1,2 -

asocijativen n -grupoid, a od Lemata 1.1(b) deka ( )1 1...nf f−  e 1-neutralna niza 

za ( ),[ ]*G . 

Neka 1 2 1, ,..., ,n nx x x x G− ∈  se proizvolni elementi i neka   e binarna 

operacija takva {to ( )( )1 1 2 1[ ] ... ...n
n nx x x x x−=     . Toga{ 

( )( )1 1 1 2 1[ ]* [ ... ] ... ...n
n n nx x x x x x x−= =     . 

Neka ⋅  e dualnata operacija na  , t.e. x y y x⋅ =   za sekoi ,x y G∈ . Toga{ 

( )( )1 1 2 1[ ]* ... ...n
n nx x x x x−= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ , pa spored Lemata 1.6, ( ),[ ]*G  ima 1-neutralen 

element e . Spored Posl.1.1 (a) e  e n -neutralen element za ( ),[ ]G . 
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Obratno, neka e  e n -neutralen element za ( ),[ ]G . Spored Posl.1.1 (a) e  e 

1-neutralen element za ( ),[ ]*G . Od Lemata 1.6 imame deka postoi binarna 

operacija ⋅  takva {to ( )( )1 1 2 1[ ]* ... ...n
n nx x x x x−= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  za sekoi 1 2 1, ,..., ,n nx x x x G− ∈ , 

pa ( )( )1 1 1 2 1[ ] [ ... ]* ... ...n
n n nx x x x x x x−= = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ . Neka   e dualnata operacija na ⋅ , t.e. 

x y y x= ⋅ , za sekoi ,x y G∈ . Toga{ ( )( )1 1 2 1[ ] ... ...n
n nx x x x x−=      za sekoi 

1,..., nx x G∈ .   � 

Sega }e go doka`eme tvrdeweto: 

Teorema 1.1 Ako ( ),[ ]G  e ( ),i j -asocijativen n -grupoid i ako ( )e Z G∈  e neut-

ralen element vo ( ),[ ]G , toga{ postoi edinstvena do izomorfizam 

polugrupa ( ),G ∗ ,  takva {to za sekoi 1,..., nx x G∈  va`i 1 1[ ] ...n
nx x x= ∗ ∗ . 

Dokaz. Neka ( ),[ ]G  e ( ),i j -asocijativen n -grupoid i neka ( )e Z G∈  e 

neutralen element vo ( ),[ ]G . Spored Lemata 1.5 ( ),[ ]G  e n -polugrupa, pa 

spored Lemata 2.1 od Gl.I, postoi polugrupa ( ),G ∗  takva {to za sekoi 

1,..., nx x G∈  va`i 1 1[ ] ...n
nx x x= ∗ ∗ . 

Neka ( ),G   e polugrupa, razli~na od ( ),G ∗ , takva {to 1 1[ ] ...n
nx x x=    za 

sekoi 1,..., nx x G∈  i neka 
1

...
n

f e e G
−

= ∈ 



. Toga{ za sekoj x G∈  dobivame deka 

1

1

[ ] ...
n

n

x x e x e e x f
−

−

= = =   



 i 
1

1

[ ] ...
n

n

x e x e e x f x
−

−

= = =   



, 

pa f  e neutralen element na ( ),G  , a 
1

...
n

g e e G
−

= ∗ ∗ ∈


 e neutralen element na 

( ),G ∗ .  

Od dokazot na Lemata 2.1 od Gl.I sleduva deka f  e neutralen element za 

( ),[ ]G . Za sekoi ,x y G∈  imame deka 
2

2 2

... [ ] ...
n

n n

x y x f f y x f y x f f y x a y
−

− −

= = = ∗ ∗ ∗ ∗ = ∗ ∗    

 

, 

pri {to 
2

...
n

a f f
−

= ∗ ∗


. Inverzen element na a  e elementot f . Imeno: 

1

1 1

... ... [ ]
n

n n

a f f a f f f f g f g g
−

− −

∗ = ∗ = ∗ ∗ = ∗ ∗ ∗ = =
 

. 

Definirame preslikuvawe : G Gϕ →  so: ( )x x aϕ = ∗ , za sekoj x G∈ . Ako 

x y= , ,x y G∈ , toga{ x a y a∗ = ∗ , t.e. ( ) ( )x yϕ ϕ= , pa preslikuvaweto ϕ  e 

dobro definirano. Ako ( ) ( )x yϕ ϕ= , toga{ x a y a∗ = ∗ , pa x a f y a f∗ ∗ = ∗ ∗ , 

od {to sleduva deka x y= . Spored toa, ϕ  e injekcija. Ako za sekoj y G∈
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stavime x y f= ∗  dobivame deka ( )x x a y f a yϕ = ∗ = ∗ ∗ = , pa ϕ  e surjekcija. 

Bidej}i x y x a y= ∗ ∗  imame deka ( ) ( ) ( ) ( )x y x a y x a y a x yϕ ϕ ϕ ϕ= ∗ ∗ = ∗ ∗ ∗ = ∗ , 

pa znna~i ϕ  e homomorfizam. Spored toa, ϕ  e izomorfizam.   � 

Od Teoremata 1.1 se dobiva slednata 

Posledica 1.2. Neka ( ),[ ]G  e n -polugrupa. Ako ( )1
1
ne −  e 1-neutralna niza, a 

( )1
1
nf −  n -neutralna niza za ( ),[ ]G , toga{ postoi edinstvena do izomorfi-

zam polugrupa ( ),G ∗ ,  takva {to za sekoi 1,..., nx x G∈  va`i 1 1[ ] ...n
nx x x= ∗ ∗  ako 

i samo ako ( ),[ ]G  ima neutralen element. 

Dokaz. Neka ( ),[ ]G  e n -polugrupa i neka ( )1
1
ne −  e 1-neutralna, a ( )1

1
nf −  n -

neutralna niza za ( ),[ ]G . 

Neka ( ),G ∗  e polugrupa (edinstvena do izomorfizam) takva {to za sekoi 

1,..., nx x G∈  va`i 1 1[ ] ...n
nx x x= ∗ ∗  i neka 1 1... ne e e −= ∗ ∗  i 1 1... nf f f −= ∗ ∗ . Toga{, za 

sekoj x G∈  va`at ravenstvata 
1

1 1 1... [ ]n
ne x e e x e x x−
−∗ = ∗ ∗ ∗ = =    i    1

1 1 1... [ ]n
nx f x f f xf x−
−∗ = ∗ ∗ ∗ = = , 

{to zna~i deka e  e leva edinica, a f  desna edinica na ( ),G ∗ , pa e f=  e 

edinica na ( ),G ∗ . Od dokazot na Lemata 2.1 od Gl.I, sleduva deka e  e neutra-

len element za ( ),[ ]G . 

Obratno, neka e  e neutralen element za ( ),[ ]G . Od dokazot na Teoremata 

1.1 sleduva deka postoi edinstvena do izomorfizam polugrupa ( ),G ∗ , takva 

{to 1 1[ ] ...n
nx x x= ∗ ∗ , za sekoi 1,..., nx x G∈ .     � 

Doka`avme deka ako ( ),[ ]G  e ( ),i j -asocijativen n -grupoid i ako ( )e Z G∈  e 

neutralen element za [ ] , toga{ ( ),[ ]G  e n -polugrupa (Lema 1.5). ]e razgleda-

me nekolku svojstva koga e zanemaren  uslovot e  da bide centralen element 

na ( ),[ ]G  . 

Svojstvo 1.2. Ako ( ),[ ]G  e ( ), 1i i + -asocijativen n -grupoid i ako e  e 

neutralen element za ( ),[ ]G , toga{ ( )e Z G∈ . 

Dokaz. Neka ( ),[ ]G  e ( ), 1i i + -asocijativen n -grupoid i neka e  e neutralen 

element za [ ] . Neka 1 1,..., nx x G− ∈  se proizvolni elementi. Toga{: 
1 1

1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1[ ] [ [ ] ] [ [ ] ] [ ]

i n i i n i
i n i n i n i n

i i i i i ix ex x e e x e x x e x e ex x ex
− − − −

− − − − − − −
+ + += = = . 

Neka 2i k n≤ ≤ −  i neka 1 1 1
1 1 1[ ] [ ]k n k n

k kx ex x ex− − −
+= . Toga{: 

1 1 1
1 1 1

1 1 1 1 1 2 1[ ] [ [ ] ] [ [ ] ]
i n i i n i

k n k n k n
k k kx ex e x ex e e x x ex e e

− − − − −
− − −
+ + += = =
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1 1 1
1 1 1 1 1 1

1 2 2 1 2 1 2[ [ ] ] [ [ ] ] [ ]
i n i i n i

k n k n k n
k k ke x x ex e e e x ex e x ex

− − − − −
+ − + − + −

+ + += = = . 

Neka 2 k i≤ <  i neka 1 1 1
1 1 1[ ] [ ]k n k n

k kx ex x ex− − −
+= . Toga{: 

1 1 1
1 1 1 1 1 2

1 1 1 1[ ] [ [ ] ] [ [ ] ]
i n i i n i

k n k n k n
k k k nx ex e x ex e e ex ex x e

− − − − −
− − − − − −

−= = =  
1 1 1

2 2 2 1 2 1
1 1 1 1 1 1 1[ [ ] ] [ [ ] ] [ ]

i n i i n i
k n k n k n

k n k ke ex ex x e e x ex e x ex
− − − − −

− − − − − −
− − − −= = = . 

Zna~i, 1 1 1
1 1 1[ ] [ ]k n k n

k kx ex x ex− − −
+=  za sekoj { }1,..., 1k n∈ − , pa e  e centralen element 

za ( ),[ ]G .     � 

Svojstvo 1.3. Ako ( ),[ ]G  e ( ), 2i i + -asocijativen n -grupoid i ako e  e neutra-

len element za [ ] , toga{ ( )e Z G∈ . 

Dokaz. Neka ( ),[ ]G  e ( ), 2i i + -asocijativen n -grupoid i neka e  e neutralen 

element za [ ] . Neka 1 1,..., nx x G− ∈  se priozvolni elementi. Toga{: 
1 2

1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 2 1 1 1 1[ ] [ [ ] ] [ [ ] ] [ ]

n n
i n i n i n i n

i i i i i i ix ex x ex e x x x ex e ex x ex
− −

− − − − − − −
+ + + += = = , 

2
1 1 1 1

1 1 1 2[ ] [ [ ] ]
n

i n i n
i i i ix ex x ex e x e x

−
− − − −

+ += =
2

1 1 1 1
1 1 2 1 2[ [ ] ] [ ]

n
i n i n

i i i ix ex e x ex x ex
−

− − + −
+ + += . 

Neka 3i k n≤ ≤ −  i neka 1 1 1
1 1 1[ ] [ ]k n k n

k kx ex x ex− − −
+= . Toga{: 

1 1 2
1 1 1 1 1 1

1 2 1 2 1 2 3 2[ ] [ [ ] ] [ [ ] ]
i n i i n i

k n k n k n
k k kx ex e x ex e e x x x ex ee e

− − − − −
+ − + − + −

+ + += = =  
1 2 1

2 1 2 1 2 1
1 2 3 3 1 3 1 3[ [ ] ] [ [ ] ] [ ]

i n i i n i
k n k n k n

k k ke x x x ex ee e e x ex e x ex
− − − − −

+ − + − + −
+ + += = = . 

Neka 2 k i≤ <  i neka 1 1 1
1 1 1 2[ ] [ ]k n k n

k kx ex x ex− + −
+ += . Toga{:  

1 2 1 2
1 1 1 1 1 3

1 1 1 2 1[ ] [ [ ] ] [ [ ] ]
i n i i n i

k n k n k n
k k k n nx ex e x ex e e eex ex x x e

+ − − − − −
− − − − − −

− −= = =  
1 2 1 2

2 3 2 1 2 1
1 1 2 1 1 1 1 1[ [ ] ] [ [ ] ] [ ]

i n i i n i
k n k n k n

k n n k ke eex ex x x e e x ex e x ex
− − − + − −

− − − − − −
− − − − −= = = . 

Zna~i, 1 1 1
1 1 1[ ] [ ]k n k n

k kx ex x ex− − −
+=  za sekoj { }1,..., 1k n∈ − , pa e  e centralen element 

za ( ),[ ]G .   � 

Postojat i drugi konkretni primeri koga neutralniot element e  na ( ),i j -

asocijativniot n -grupoid ( ),[ ]G  pripa|a na centarot na ( ),[ ]G , {to ne se 

opfateni so gornite dve svojstva, kakov {to e sledniov. 

Primer 1.1. Neka ( ),[ ]G  e ( )2,5 -asocijativen 6 -grupoid i neka e  e edinica 

na ( ),[ ]G . Neka 1 2 3 4 5, , , ,x x x x x G∈  se proizvolni elementi. Toga{ va`at 

slednite ravenstva 

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4[ ] [ [ ] ] [ [ ] ] [ ]x eex x x x eex eeex ee x x eex eee x eex x x x eex= = = , 
5

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3[ ] [ [ ] ] [ [ ] ] [ ]x eeex x x eee x e x x eeex ee eeex x x eeex= = = , 
5

5
1 2 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5[ ] [ [ ] ] [ [ ] ]x ex x ex x e x x x ex x eee eex x= = =
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1 2 3 4 5 1 2 3 4 5[ [ ] ] [ [ ] ]x eeex x e eex x x eee x x eeex x= = =  

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5[ [ ] ] [ [ ] ] [ ]x eee x eeex x x x eeex ee ex x x x x ex x x= = = , 
5

5
1 2 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5[ ] [ [ ] ] [ [ ] ]x ex x ex x e x x x ex x eee eex x= = =  

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5[ [ ] ] [ [ ] ]x eeex x e eex x x eee x x eeex x= = =  

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5[ [ ] ] [ [ ] ] [ ]x eee x eex ex x x eeex ee x ex x x x x ex x= = = , 
4

5 5
1 2 1 2 1 2 3 4 5[ ] [ [ ] ] [ [ ] ]x ex e x ex e ex ex x x x eee e= =

4
5 5

1 2 3 4 5 1 1[ [ ] ] [ [ ] ] [ ]eex x x x x eee e e ex e ex= = = , 

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5[ ] [ [ ] ] [ [ ] ]x x x ex x x x x e eex eee x x x x eeex eeex= = =  

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5[ [ ] ] [ [ ] ]x x eeex x eeex x x ee ex x eee x= = =  
5

4
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 5[ [ ] ] [ [ ] ] [ ]x x ee eeex x e x x x e x x ex x ex= = = , 

4
4 4
1 5 1 5 1 2 3 4 5[ ] [ [ ] ] [ [ ] ]x ex e x ex e ex x x x ex eee e= = =

4 4
5 5

1 2 3 4 5 1 1[ [ ] ] [ [ ] ] [ ]ex x x x x e e e x e e x e= = . 

Spored toa, ( )e Z G∈ .                                                                           

Ako ( ),[ ]G  e ( ),i j -asocijativen n -grupoid i ako e  e neutralen element vo 

( ),[ ]G , toga{ vo op{t slu~aj ne sleduva deka e  e i centralen element na 

( ),[ ]G . Toa mo`e da se vidi vo sledniot primer. 

Primer 1.2. Neka ( ),G ⋅  e nekomutativna grupa. Definirame  n -arna operaci-

ja [ ]  na G , za 4n ≥ , so: 
1 1

1 1 2 1 2 1 2 1[ ] ... ... ...n
n n n nx x x x x x x x x− −
− − −= , za sekoi 1 2, ,..., nx x x G∈ . 

Toga{, za sekoi 1 2, ,..., nx x x G∈  imame deka  
2 1 1 1 1 1 1 2 1

1 1 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2 1 2 2 1 2 2 2 1 1[[ ] ] ... ... ... ... ... ... [ [ ]]n n n n
n n n n n n n n n n n n nx x x x x x x x x x x x x x x x x x x− − − − − − −
+ − − − + − + − + − −= = , 

pa zna~i ( ),[ ]G  e ( )1,n -asocijativen n -grupoid. 

Neka e  e neutralniot element na grupata ( ),G ⋅ . Spored Lemata 2.1 od Gl.I, 

e  e neutralen element i na n -grupoidot ( ),[ ]G . Da pretpostavime deka e  e 

centralen element za ( ),[ ]G . Toga{ za sekoi ,x y G∈  va`i deka 
2 3

[ ] [ ]
n n

xy e exy e
− −

= , odnosno 1 1xy xyx y xy− −=  od kade {to sleduva deka xy yx= , {to 

pretstavuva kontradikcija so pretpostavkata deka ( ),G ⋅  e nekomutativna 

grupa.                                                                                              

Od gornite zabele{ki prirodno se nametnuva pra{aweto za koi parovi 

( ),i j , { }, 1,...,i j n∈ , i j≠ , od ( ),i j -asocijativnosta na n -grupoidot ( ),[ ]G , pri 

egzistencija na barem eden neutralen element za [ ] , sleduva deka ( ),[ ]G  e n -

polugrupa. Ovoj problem mo`e prirodno da se obop{ti na sledniot na~in.
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Neka [ ]  e n -arna operacija na G  i neka [ ]′  i [ ]′′  se dve m -arni operacii 

izvedeni od [ ] . Ako ravenstvoto 1 1[ ] [ ]m mx x′ ′′=  e netrivijalen identitet, 

dali i vo koi slu~ai n -grupoidot ( ),[ ]G  e asocijativen, odnosno komuta-

tiven? 

Re{enie na ovoj problem, koga [ ]  e binarna operacija, e dadeno vo [7], kade 

{to e doka`ano deka ako 1 1[ ] [ ]m mx x′ ′′=  ne e direktna posledica od 

asocijativnosta, toga{ operacijata [ ]  e komutativna, a ako 1 1[ ] [ ]m mx x′ ′′=  ne e 

direktna posledica od komutativnosta, toga{ [ ]  e asocijativna operacija. 

Vo slednite dva primeri }e vidime deka vakov rezultat mo`e da va`i i vo 
slu~aj koga operacijata [ ]  ne e binarna. 

Primer 1.3. Neka [ ]  e ternarna opercija na G  i neka za sekoi 1 7,...,x x G∈  

va`i ravenstvoto 1 2 3 4 5 6 7 1 2 3 4 5 6 7[[ ] [ ]] [ [ [ ] ] ]x x x x x x x x x x x x x x= . Neka e  e neutralen 

element za 
[ ] . Toga{: 

1 2 1 2 1 2 1 2[ ] [[ ] [ ]] [ [ [ ] ] ] [ ]x ex eex e eex e e x ee e x ex x= = = , 

1 2 1 2 1 2 1 2[ ] [[ ] [ ]] [ [ [ ] ] ] [ ]x ex x ee e x ee x e eex e e x x e= = = , 

pa e  e centralen element za ( ),[ ]G . Koristej}i go toa, dobivame deka 

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5[[ ] ] [[ ] [ ]] [ [ [ ] ] ]x x x x x x x x x eex x x x x e e x= = =  

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5[ [ [ ] ] ] [[ ] [ ]] [[ ] [ ]]x x ex x e x x x e x x ex ex x x x x e= = = =  

1 2 3 4 5 1 2 3 4 5[ [ [ ] ] ] [ [ ] ]e x x x x x e x x x x x= = , 

t.e. ( ),[ ]G  e ( )1,2 -asocijativen ternaren grupoid. Od Lemata 1.5 sleduva deka 

( ),[ ]G  e ternarna polugrupa.                                     

Primer 1.4. Neka [ ]  e ternarna opercija na G  i neka za sekoi 

1 2 3 4 5, , , ,x x x x x G∈  va`i ravenstvoto 1 2 3 4 5 1 2 4 3 5[[ ] ] [[ ] ]x x x x x x x x x x= . 

Neka e  e neutralen element za [ ] . Toga{ imame deka 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2[ ] [[ ] ] [[ ] ] [ ] [[ ] ]x ex x ex ee x ee x e x x e ex e x e= = = = = 1 2 1 2[[ ] ] [ ]ex x ee ex x= , 

pa e  e centralen element za ( ),[ ]G . Spored toa, 

1 2 3 1 2 3 2 1 3 2 1 3[ ] [[ ] ] [[ ] ] [ ]x x x eex x x eex x x x x x= = = , 

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3[ ] [[ ] ] [[ ] ] [[ ] ]x x x x x x ee x x e x e ex x x e= = = =  

1 3 2 1 3 2 1 3 2 1 3 2[[ ] ] [[ ] ] [[ ] ] [ ]ex x x e ex x ex ex e x x x x x= = = = , 

od kade {to sleduva deka ( ),[ ]G  e komutativen ternaren grupoid. Ottuka 

dobivame deka 1 2 3 4 5 4 1 2 3 5[[ ] ] [ [ ] ]x x x x x x x x x x=  i 1 2 3 4 5 4 1 2 3 5[[ ] ] [ [ ] ]x x x x x x x x x x= , pa 

4 1 2 3 5 4 1 2 3 5[[ ] ] [ [ ] ]x x x x x x x x x x= . Spored toa, ( ),[ ]G  e ( )1,2 -asocijativen ternaren 

grupoid, pa od lemata 1.5 sleduva deka toj e i ternarna polugrupa.  
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       Odgovor na pra{aweto inicirano od primerite 1.3 i 1.4, koga ( ),[ ]G  ima 

centralen neutralen element e daden vo [19]. Imeno, neka ( ),[ ]G  e n -grupoid 

i neka [ ]′  e ( )( )1 1 1k n+ − + -arna operacija na G  izvedena od [ ] . Za izrazot 

( )( )1 1 1
1[ ]k nx + − + ′  velime deka e prodol`en proizvod od elementite 

( )( )1 2 1 1 1, ,..., k nx x x G+ − + ∈ . Neka ( )1 2, ,..., kI i i i= , kade {to 
1
,...,

ki ix x  se elementite 

pred koi stoi otvorena zagrada [ . Soodvetniot prodol`en proizvod go 

ozna~uvame so ( )( )1 1 1
1

k n

I

x + − +∏ . Za indeksite 1 2, ,..., ki i i  va`i deka 1v vi i +≤  za sekoj 

{ }1,2,..., 1v k∈ −  i ( )1 1vi v n≤ − +  za sekoj { }1,2,...,v k∈ . Ako 1 1...v v v si i i+ + −= = = , 

s k≤ , 1v s k+ − ≤ , toga{ pred 
vi

x  ima s  otvoreni zagradi [ , koga 1vi ≠ , i 1s +  

otvoreni zagradi [ , koga 1vi = . 

Neka ( )1 2, ,..., kI i i i=  i ( )1 2, ,..., kJ j j j= . Ako za sekoi ( )( )1 2 1 1 1, ,..., k nx x x G+ − + ∈  

va`i deka ( )( ) ( )( )1 1 1 1 1 1
1 1

k n k n

I J

x x+ − + + − +=∏ ∏ , toga{ n -grupoidot ( ),[ ]G  }e go 

ozna~uvame so ( ),G I J . Na primer, vo Primerot 1.3 ( ),[ ]G  e ( ) ( )( )1,5 , 2,3G  

ternaren grupoid. Vo [19] e doka`ano deka ako n -grupoidot ( ),G I J , I J≠ , 

ima centralen neutralen element, toga{ toj e n -polugrupa. 

 

2.2. (i, j)-asocijativni operacii so neutralni nizi 
 

Vo prodol`enie razgleduvame nekolku poop{ti rezultati vo vrska so 
delumno asocijativnite operacii so neutralni nizi izneseni vo [29]. 

Svojstvo 2.1. Ako ( ),[ ]G  e ( )1,2 -asocijativen n -grupoid, toga{ sekoja 2 -

neutralna niza vo ( ),[ ]G  e i n -neutralna. 

Dokaz. Neka ( )1
1
ne −  e 2 -neutralna niza vo ( ),[ ]G . Od ( )1,2 -asocijativnosta na 

n -grupoidot ( ),[ ]G  dobivame deka 
1 1 1 1 1 1

1 1 1 2 1 1 2 2 1 2[ ] [ [ ] ] [[ ] ] [ ]n n n n n ne x e e x e e e e xe e xe x− − − − − −= = = = , 

za sekoj x G∈ .  � 

Dualno na gornoto svojstvo e slednoto 

Svojstvo 2.2. Ako ( ),[ ]G  e ( )1,n n− -asocijativen n -grupoid, toga{ sekoja 

( 1)n − -neutralna niza za ( ),[ ]G  e  i 1-neutralna. 

Dokaz. Od Lemata 1.1 (a) imame deka ( ),[ ]*G  e ( )1,2 -asocijativen n -grupoid.
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Neka ( )1
1
ne −  e ( 1)n − -neutralna niza za ( ),[ ]G . Toga{, spored Lemata 1.1 (b) 

( )1
1
ne −  e 2 -neutralna niza za ( ),[ ]*G , pa od Sv. 2.1 imame deka nizata ( )1

1
ne −  e i 

n -neutralna za ( ),[ ]*G . Povtorno koristej}i ja Lemata 1.1 (b) dobivame deka 

nizata ( )1
1
ne −  e i 1-neutralna za n -grupoidot ( ),[ ]G .  � 

Svojstvo 2.3. Neka ( ),[ ]G  e ( )1, i -asocijativen n -grupoid i neka ( )1
1
ne −  e i -

neutralna niza za ( ),[ ]G . Toga{, 1 1 1
1 1[ ] [ ]n n i

ixe xe e− − −=  za sekoj x G∈ . 

Dokaz. Neka x G∈  e proizvolen element. Toga{ 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1[ ] [[ ] ] [ [ ] ] [ ]n i n n i n i n n i

i i i ixe e xe e e xe e e xe e− − − − − − − − − −= = = .    � 

Svojstvo 2.4. Neka ( ),[ ]G  e ( )1, i -asocijativen i ( ), 1j j i+ − -asocijativen n -

grupoid  (spored toa 2j i n+ ≤ + )  i neka ( )1
1
ne −  e 1-neutralna i i -neutralna 

niza za ( ),[ ]G . Toga{ 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1[ ] [ ]j i n i j i n i

j jx e x x e x− − − + − − +
+= ,  za sekoi 1 2 1, ,..., n ix x x G− + ∈ . 

Dokaz. Bidej}i ( )1
1
ne −  e 1-neutralna niza za ( ),[ ]G , od Sv. 2.3 sleduva deka i 

nizata ( )1 1
1

n i
ie e− −  e 1-neutralna za ( ),[ ]G . Toga{, za sekoi 1 2 1, ,..., n ix x x G− + ∈  

imame deka 
1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1[ ] [ [ ] ]j i n i j i n i n i
j j i jx e x x e x e e x− − − + − − − − − +

+= = 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1[ [ ] ] [ ]j i n i n i j i n i

j i j jx e x e e x x e x− − − − − + − − +
+ += .   � 

Svojstvo 2.5. Neka ( ),[ ]G  e ( )1,n -asocijativen n -grupoid i neka ( )1
1
ne −  e i -

neutralna niza za ( ),[ ]G  za sekoj { }2,...,i n∈ . Ako 1
1 1 1[ ]nf e e− = , toga{ ( )1

1
nf −  e 

n -neutralna niza za ( ),[ ]G , a ako 1
1[ ]n

n ne f e− = , toga{ ( )1
1
nf −  e 1-neutralna 

niza za ( ),[ ]G . 

Dokaz. Neka 1
1 1 1[ ]nf e e− = . Toga{ 

1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 2 1[ ] [ [ ]] [[ ] ] [ ]n n i n n i n i n

i i if x f e xe f e e xe e xe x− − − − − − − − −= = = = , 

za sekoj x G∈ , t.e. ( )1
1
nf −  e n -neutralna niza za ( ),[ ]G .  

Neka 1
1[ ]n

n ne f e− = . Toga{ 
1 1 1 1 1 2 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1[ ] [[ ] ] [ [ ]] [ ]n i n n i n n i n
i i n ixf e xe f e xe e f e xe x− − − − − − − − −

−= = = = , 

za sekoj x G∈ , t.e. ( )1
1
nf −  e 1-neutralna niza za ( ),[ ]G .  � 

Za edna n -arna operacija [ ]  na G  velime deka e ( )ji, -komutativna, 

{ }, 1,...,i j n∈  i i j< , ako za sekoi 1 2, ,..., nx x x G∈  va`i 1 1
1 1 1 1[ ] [ ]n i j n

j i i jx x x x x x− −
+ += . Vo 

toj slu~aj za n -grupoidot ( ),[ ]G  velime deka e ( )ji, -komutativen. Ako 

ravenstvoto 1 1
1 1 1 1[ ] [ ]n i j n

j i i jx x x x x x− −
+ +=  va`i za sekoi 1 2, ,..., nx x x G∈  i za sekoi
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{ }, 1,...,i j n∈  takvi {to i j< , toga{ velime deka operacijata [ ]  e komutativ-

na, a za n -grupoidot ( ),[ ]G  velime deka e komutativen. 

]e doka`eme deka sekoja ( ),i j -komutativna n -polugrupa {to ima 

neutralna niza e komutativna n -polugrupa. Za taa cel prvo }e gi doka`eme 
slednite tvrdewa. 

Svojstvo 2.6. Neka ( ),[ ]G  e ( )ji, -komutativen i ( ),j k -komutativen n -

grupoid. Toga{ n -grupoidot ( ),[ ]G  e ( ),i k -komutativen. 

Dokaz. Neka 1 2, ,..., nx x x G∈  se proizvolni elementi. So posledovatelna 

primena na ( )ji, -komutativnosta, na ( ),i k -komutativnosta i povtorno na 

( )ji, -komutativnosta na n -grupoidot ( ),[ ]G  imame: 
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1[ ] [ ] [ ]n i j n i j k n
j i i j j i k j i kx x x x x x x x x x x x x− − − − −

+ + + + += = =
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1[ ] [ ]i j k n i k n
k i j j i k k i i kx x x x x x x x x x x x− − − − −

+ + + + += . 

Spored toa, ( ),[ ]G  e ( ),i k -komutativen n -grupoid.  � 

Lema 2.1. Neka ( ),[ ]G  e ( ),i j -komutativen i ( )1, 1j i j− + + -asocijativen n -

grupoid  koj ima ( )j i− -neutralna niza. Toga{ ( ),[ ]G  e ( ), 1i j + -komutativen 

n -grupoid. 

Dokaz. Neka ( )1
1
ne −  e ( )j i− -neutralna niza za n -grupoidot ( ),[ ]G . Od ( ),i j -

komutativnosta i ( )1, 1j i j− + + -asocijativnosta na ( ),[ ]G  dobivame deka 
1 1 1 1 1

1 1 1 1 2 1 1 1 1 2[ ] [ [ ] ] [ [ ] ]n j j i n n j i j j i n i n n
j j i j j i j j i n i jx x e x e x x x e x e e x− − − − − − − − −
+ − + − + + − − += = =  

1 1 1 1
1 1 1 1 2[ [ ] ]j i j j i n i n n

j i j j j i n i jx x x e x e e x− − − − − − −
− + + − − += = 1 1 1 1

1 1 1 2 1 1 2[ [ ] ] [ ]j j i n n j n
j j j i j j j jx x e x e x x x x x− − − − −
+ − + + +=  

za sekoi 1 2, ,..., nx x x G∈ , {to zna~i deka ( ),[ ]G  e ( ), 1j j + -komutativen n -

grupoid. Bidej}i ( ),[ ]G  e ( ),i j -komutativen i ( ), 1j j + -komutativen n -

grupoid od Sv. 2.6 sleduva deka ( ),[ ]G  e ( ), 1i j + -komutativen n -grupoid.   � 

Lema 2.2. Neka ( ),[ ]G  e ( ),i j -komutativen i ( )1,i n i j− + − -asocijativen n -

grupoid koj ima 1n i j+ − + -neutralna niza. Toga{ ( ),[ ]G  e ( )1,i j− -komuta-

tiven n -grupoid. 

Dokaz. Neka ( )1
1
ne −  e 1n i j+ − + -neutralna niza za n -grupoidot ( ),[ ]G . Od 

( ),i j -komutativnosta i ( )1,i n i j− + − -asocijativnosta na ( ),[ ]G  dobivame 

deka 
2 1

1 1 1 1 1[ ] [ [ ] ]n i n i j n n
i n i j ix x e x e x− + − −
− + − += = 2 1 1

1 1 2 1 1 1[ [ ] ]i n j n i j n n i j n
n j i n i j i n i jx e e x e x x− − + + − − + −
− + − + − + + − + =  

2 1 1
1 1 2 1 1 1 1[ [ ] ]i n j n i j n n i j n

n j i n i j i i n i jx e e x e x x x− − + + − − + −
− + + − + − + + − += = 2 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1[ [ ] ] [ ]i n i j n n i n
i n i j i i i i ix e x e x x x x x x− + − − −

+ − + − + − +=
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za sekoi 1 2, ,..., nx x x G∈ , {to zna~i deka ( ),[ ]G  e ( )1,i i−  komutativen n -grupo-

id. Bidej}i ( ),[ ]G  e ( )1,i i− -komutativen i ( ),i j -komutativen n -grupoid od 

Sv. 2.6 sleduva deka ( ),[ ]G  e ( )1,i j− -komutativen n -grupoid.   � 

Teorema 2.1. Ako ( ),[ ]G  e ( ),i j -komutativna n -polugrupa so neutralna 

niza, toga{ ( ),[ ]G  e komutativna n -polugrupa. 

Dokaz. Neka ( ),[ ]G  e ( ),i j -komutativna n -polugrupa so neutralna niza. 

Toga{ od Lemata 2.1 sleduva deka n -polugrupata ( ),[ ]G  e ( ),i r -komutativna 

za sekoj { }, 1,...,r j j n∈ + , a od Lemata 2.2 sleduva deka e ( ),s r -komutativna za 

sekoi { }, 1, 2,...,s r n∈  takvi {to i j< . Spored toa, ( ),[ ]G  e komutativna n -po-

lugrupa. � 

]e navedeme primer od koj mo`e da se vidi deka vo Teoremata  2.1  egzis-
tencijata na neutralnata niza ne mo`e da se izostavi. 

Primer 2.1. Neka 2G ≥ . Na mno`estvoto G  definirame n -arna operacija 

[ ]  so 1 1[ ]nx x= . O~igledno, za sekoj { }1,...,i n∈  i za sekoi 1 2 2 1, ,..., nx x x G− ∈ , 
1 1 2 1 1 2 1

1 1 1[ [ ] ] [ ]i i n n i n
i i n i i nx x x x x x x− + − − − −

+ += = , pa ( ),[ ]G  e n -polugrupa. Da pretpostavime 

deka nizata ( )1
1
ne −  e neutralna za ( ),[ ]G . Ako 1x e G≠ ∈ , toga{ 1

1 2 1[ ]ne xe e x− = ≠ . 

Spored toa ( ),[ ]G  nema neutralna niza. Za sekoi 1 2, ,..., nx x x G∈  i za sekoi 

1 i j n< < ≤  va`i deka 1 1
1 1 1 1 1[ ] [ ]i j n n

j i i jx x x x x x x− −
+ + = = , pa n -polugrupata ( ),[ ]G  e 

( ),i j -komutativna za sekoi 1 i j n< < ≤ , no ne e ( )1, n -komutativna, zatoa {to 

ako 1 nx x≠ , toga{ 1
2 1 1 1[ ] [ ]n n

n nx x x x x x− = ≠ = .     

 

2.3. Delumno asocijativni n-grupoidi so  
      neutralni elementi 

 

Od tvrdewata i primerite izneseni vo prethodnite paragrafi prirodno 

se postavuva pra{aweto za izu~uvawe na ( ),i j -asocijativnite n -grupoidi 

koga postoi barem eden neutralen element. Konkretno, neka ( ),[ ]G  e 

( )1, 1i i k+ + + -asocijativen n -grupoid so edinica ( 0k > ) i neka d  e najgolemi-

ot zaedni~ki delitel na broevite i , k  i 1n − . ]e doka`eme deka toga{ ( ),[ ]G  

e ( )( )1, 1rd r s d+ + + -asocijativen n -grupoid za sekoi 0r ≥  i 1s ≥  takvi {to 

r s p+ ≤ , kade {to 1n pd− = . 
 

 



44   (i,j)-асоцијативни операции 
 

Osven toa, postoi ( )1, 1d + -asocijativen 1d + -grupoid ( ),[ ]G ′  takov {to za 

sekoi 1 2 1, ,..., pdx x x G+ ∈  va`i ravenstvoto 

( )
( )

( )
11 1 2 1 1

1 1 2 2 1 1 1[ ] [[[...[[ ] ] ...] ] ]p dpd d d pd
d p d p dx x x x x−+ + + +
+ − + − +

′ ′ ′ ′ ′= . 

Rezultatite od ovoj del se iznesni vo [26]. 

Prvo }e doka`eme nekolku pomo{ni tvrdewa. 

Lema 3.1. Ako ( ),[ ]G  e ( )1, 1i i k+ + + -asocijativen n -grupoid so edinica e , 

toga{ vo ( ),[ ]G  va`at slednite ravenstva: 

(a) 1 1[ ] [ ]
k k

n k n ke x x e− −= , 

(b) k i≥  ⇒  2
1 1 1 1 2 1[ ] [ ] [ ]

k i k i k i
n i k i n i k i n i k

i ie x x e x x e x
− − −

+ − + − + −
+ += = = 2 1

1 2 2 1[ ] [ ]
k i k i

i n i k n i k
ix e x x e

− −
+ + − + −

+ = . 

Dokaz. (a) Neka 1,..., n kx x G− ∈  se proizvolni elementi. Toga{ 
1 1

1 1 1 1[ ] [ [ ] ] [ [ ] ] [ ]
k i k n i i k k n i k k

n k n k n k n ke x e e x e e x e e x e
− − + − − −

− − − −= = = . 

(b) Neka 1,..., n i kx x G+ − ∈  se proizvolni elementi. Prvo doka`uvame deka 

1 1[ ] [ ]
k i k i

n i k n i ke x x e
− −

+ − + −= . Imame: 
1 1

1 1 1 1[ ] [ [ ] ] [ [ ] ]
k i i k i n i k k n i k

n i k n i k i n i k
ie x e e x e e x x e e

− − − − − − −
+ − + − + −

+= = =  
1 1 1 1

1 1 1 1[ [ [ ] ] ] [ [ [ ] ] ]
i k k n i k n i i k k n i n i k

i n i k i n i k
i ie e x x e e e e x x e e e

− − − − − + − − − − −
+ − + −
+ += =

1

1 1[ [ ] ]
k n i

i n i k
ix x e e y

− −
+ −
+= = . 

Treba da poka`eme deka 1[ ]
k i

n i ky x e
−

+ −= . Ako 2n k≤ , dobivame: 
2 1

1 1[ [ ] ] [ ]
k n n n i k k i

n i k n i ky x e e e x e
− − − − −

+ − + −= = . 

Ako, pak, 2 3k n k< ≤ , dokazot na tvrdeweto go dobivame na sledniot na~in: 
2 1 2 1 1

1 1 1 1[ [ ] ] [ [ [ ] ] ]
k n i k i k n i k n i

i k n i k i k n i k
i k i ky x x e e e x x e e e

− − − − − − − −
+ + − + + −

+ + + += = =  
2 1 1 3 1 1

1 1 1 1 1[ [ [ ] ] ] [ [ [ ] ] ]
i k n i n i k i k n n n i k n i k

k i k n i k k n i k
k i k ke x x x e e e e x x e e e e

− − − − − − − − − − − −
+ + − + −
+ + + += = =  

2 1 1

1 1 1 1[ [ ] ] [ [ ] ] [ ]
i k i n i k i k i n i k i

k n i k n i k n i k
ke x x e e e x e e x e

− − − − − − − −
+ − + − + −
+= = = . 

Vo slu~ajot koga ( )1sk n s k< ≤ + , za 3s ≥ , postapkata mo`e da se obop{ti na 

sledniot na~in: 
2 1 2 1 1

1 1 1 1[ [ ] ] [ [ [ ] ] ]
k n i k i k n i k n i

i k n i k i k n i k
i k i ky x x e e e x x e e e

− − − − − − − −
+ + − + + −

+ + + += = =  
2 1 1

1 1 1[ [ [ ] ] ]
i k n i n i k

k i k n i k
k i ke x x x e e e

− − − − −
+ + −
+ + +=

3 1 1
2

1 1 2 1[ [ [ ] ] ]
i k n i k n i k

k i k n i k
k i ke x x x e e e

− − − − − −
+ + −
+ + += =  

3 1 1 1
2

1 1 2 1[ [ [ [ ] ] ] ]
i i k n i k n i n i k

k i k n i k
k i ke x e x x e e e e

− − − − − − − −
+ + −
+ + += =  

3 1 1 1
2 2

1 1 2 1 2 1[ [ [ [ ] ] ] ] ...
i i k n i n i k n i k

k k i k n i k
k k i ke x e x x x e e e e

− − − − − − − −
+ + −

+ + + += = =  

( )
( )

( )

1 1 1 1
12

1 1 2 1 1 1[ [ [...[ [ [ ] ] ]...] ] ]
i i i sk n i k n i n i k n i k

i s kk k n i k
k s k i s ke x e x e x x e e e e e

− − − − − − − − − − −
+ − + −

+ − + + − += =
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( )
( )

( )
( )

( )

1 1 1
1 1

1 2 1 1 1 1 1[ [...[ [ [ ] ] ]...] ]
i i sk n i n i k n i k

s k i s kk n i k
s k s k i s ke x e x x x e e e e

− − − − − − − −
− + − + −
− + − + + − += =  

( )
( )

( )

( )1 1 1 1
1

1 2 1 1 1[ [...[ [ [ ] ] ]...] ]
s k ni i n n i k n i k n i k

s kk n i k
s k s ke x e x x e e e e e

+ − − − − − − − − − −
− + −
− + − += =  

( )
( )

( )

1 1
1

1 2 1 1 1[ [...[ [ ] ]...] ]
i i sk i n i k n i k

s kk n i k
s k s ke x e x x e e e

− − − − − − −
− + −
− + − += =  

( )

( )1 1 1

1 2 1[ [...[ [ ] ]...] ]
s k ii i n i n i k

k n i k
s ke x e x e e e

− − − − − − −
+ −
− += =  

( )

( )1 1

1 2 1[ [...[ ]...] ] ...
s k ii n i k

k n i k
s ke x x e e

− − − − −
+ −
− += = =  

2 1 1

1 1 1 1[ [ ] ] [ [ ] ] [ ]
i k i n i k i k i n i k i

k n i k n i k n i k
ke x x e e e x e e x e

− − − − − − − −
+ − + − + −
+= = = . 

Spored toa, 1 1[ ] [ ]
k i k i

n i k n i ke x x e
− −

+ − + −= . 

So pomo{ na poslednoto ravenstvo i na ravenstvoto pod (a) se doka`uva 

deka 1 1 1[ ] [ ]
k i k i

n i k i n i k
ie x x e x

− −
+ − + −

+= . Imeno, 
1 1

1 1 1 1 1 1[ ] [ [ ] ] [ [ ] ]
k i i k i n i i k i k n i k

i n i k i n i k i n i k
i i ix e x e x e x e e x e x e e

− − − − − − − −
+ − + − + −
+ + += =

1

1 1[ [ ] ]
i k i k n i k

i n i k
ie x e e x e z

− − − −
+ −
+= = . 

Ako 2n k≤ , toga{ 
2 1 2 1

1 1 1 1[ [ ] ] [ [ ] ]
i n i k n n i k i k i n k k n n i k

i n i k i n i k
i iz e x e e x e e e x e e x e

− − − − − − − − − − −
+ − + −
+ += = =  

1 1

1 1 1 1[ [ ] ] [ [ ] ]
k k n i k k k n i k

i n i k i n i k
i ie x e x e e x x e e

− − − − − −
+ − + −
+ += =

1

1 1[ [ ] ] [ ]
i k i n i k i

n i k n i ke e x e e x
− − − −

+ − + −= = . 

Ako 2n k≤ , toga{ 2n i k+ > , pa 
1 2 1

1 1 1 1[ ] [ [ ] ] [ [ ] ]
k i i k i n i i k i n i k

n i k n i k k n i k
kx e e x e e e x x e e

− − − − − − − −
+ − + − + −

+= = =  
1 1

1 1 1 1 1 1[ [ ] ] [ [ ] ] [ ]
i k i k n i k i k i n i k i

k n i k k n i k k n i k
k k ke x e x e e e x e x e x e x

− − − − − − − −
+ − + − + −
+ + += = = . 

Koristej}i go ravenstvoto 1 1 1[ ] [ ]
k i k i

n i k k n i k
kx e x e x

− −
+ − + −

+=  dobivame 
1

2
1 1 2 1[ [ ] ]

i k i k i i n i k
i n i k n i k

i n i kz e x e e e x x e
− − − − −

+ − + −
+ + − += =  
1 1

2 2
1 1 2 1 1 1 2 1[ [ ] ] [ [ ] ]

i k k i n i k i k i k n i k
i n i k n i k i n i k n i k

i n i k i n i ke x e x e x e e e x e x x e
− − − − − − − −

+ − + − + − + −
+ + − + + + − += = =  

1 1 1

1 1 1 1 1 1[ [ ] ] [ [ ] ] [ [ ] ]
k k n i k k k n i k k k n i k

i n i k i n i k i n i k
i i ie x e x e e x x e e e x x e e

− − − − − − − − −
+ − + − + −
+ + += = = =  

1

1 1[ [ ] ] [ ]
i k i n i k i

n i k n i ke e x e e x
− − − −

+ − + −= =  . 

Spored toa, 1 1 1[ ] [ ]
k i k i

n i k i n i k
ie x x e x

− −
+ − + −

+= . 

]e doka`eme deka 2
1 2 1 1 1[ ] [ ]

k i k i
i n i k i n i k

i ix e x x e x
− −

+ − + −
+ += . Navistina, 

2 2 2
1 2 1 1 1 2 1 1 1 2 1[ ] [ [ ] ] [ [ ] ]

k i n k i k n k k i
i n i k i i n i k i i n i k

i i i i ix e x x e x e x x e e x e x
− − − −

+ − + − + −
+ + + + += = =  

2
1 1 2 1 1 1 1 1[ [ ] ] [ [ ] ] [ ]

k n i n k i k i
i i n i k i n i k i n i k

i i i ix e e x x x e e x x e x
− − −

+ − + − + −
+ + + += = = . 

Sli~no se poka`uva deka va`i 2 1
1 2 2 1 1[ ] [ ]

k i k i
i n i k i n i k

i ix e x x e x
− −

+ + − + −
+ += . Imeno, 
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1
2 1 2 1
1 2 2 1 1 2 2 1[ ] [ [ ] ]

k i n k i
i n i k i i n i k

i i i ix e x x e x x e x
− − −

+ + − + + −
+ + + +=

1 1
2 1 2 1

1 1 2 1 1 1 2 1[ [ ] ] [ [ ] ]
k n k k i k n i

i i n i k i i n i k
i i i ix e e x e x x e e x x

− − − − −
+ + − + + −

+ + + += = =  
1

1 1 1 1[ [ ] ] [ [ ] ]
n k i n k i

i n i k i n i k
i ix e e x x e e x

− − −
+ − + −
+ += = .        � 

Lema 3.2. Ako ( ),[ ]G  e ( )1, 1i i k+ + + -asocijativen n -grupoid, kade {to i k≤ , 

so neutralen element, toga{ ( ),[ ]G  e i: 

(a) ( )1, 1i k+ + -asocijativen n -grupoid, 

(b) ( )1,n -asocijativen n -grupoid, 

(v) ( )1, 1k + -asocijativen n -grupoid. 

Dokaz. Neka ( ),[ ]G  e ( )1, 1i i k+ + + -asocijativen n -grupoid so edinica e  i 

neka i k≤ . Користејќи ги ravenstvata od Lemata 3.1, дobivame: 

(a)     
1

2 1 2 1
1 1 1 1 1 1[ [ ] ] [ [ [ ] ] ]

i n i
i k n i k n i k n i k n

i k n i k i k n i kx x x e x x x e
− −

+ + + − + + + −
+ + + + + + + + + +=  

1
2 1

1 1 1 1[ [ [ ] ] ]
i k n i k

k i k n i k n
k i k n i ke x x x x e e

− − −
+ + + −
+ + + + + += =  

1 1
2 1

1 1 1 1[ [ [ [ ] ] ] ]
i i k n i k n i

k i k n i k n
k i k n i ke e x x x x e e e

− − − − −
+ + + −
+ + + + + +=

2 1 1
2 1

1 1 1 1 1[ [ [ [ ] ] ] ]
i k n i n i k

k i k i k n i k n
k i k i k n i ke x x x x x e e e

− − − − −
− + + + −

− + + + + + + += =  
2 1 1

2 1
1 1 1 1 1[ [ [ [ ] ] ] ]

i k k n i k n i k
k i k i k n i k n

k i k i k n i ke x e x x x x e e e
− − − − − −

− + + + −
− + + + + + + += =  

2 1 1
2 1

1 1 1 1[ [ [ [ ] ] ] ]
i i k i n i n i k

k i i k n i k n
k i i k n i ke x e e x x x e e

− − − − − −
− + + + −

− + + + + + += =  
2 1

2 1
1 1 1 1[ [ [ ] ] ]

i k i n i k
k i i k n i k n

k i i k n i ke x e x x x e
− − − −

− + + + −
− + + + + + +=

2 1
2 1

1 1 1 1 1[ [ [ ] ] ]
i k i n i k

k i k i k n i k n
k i k i k n i ke x x e x x x e

− − − −
− + + + −

− + + + + + + += =  
2 1

2 1
1 1 1 1[ [ [ ] ] ]

i k i n i k
k i k n i n

k i k n ie x x e x x e
− − − −

− + −
− + + + +=

2 1
2 1

1 1 1 1[ [ [ ] ] ]
i k i n i k

k i k n i n
k i k n ie x x x e x e

− − − −
− + −

− + + + += =  
1

2 1 2 1
1 1 1 2[ [ [ ] ] ]

i i k i n i k
k n i n k n

k n i n ke e x x e x x e
− − − −

+ − − −
+ + + −=

1
2 1 2 1

1 1 1 2[ [ [ ] ] ]
i i k i n i k

n n i n k n
n n i n ke e x x e x x e

− − − −
+ − − −
+ + + −= =  

1 1
2 1 2 1 2 1 2 1

1 1 2 1 1 1 1[ [ [ ] ] ] [ [[ ] ] ] [[ ] ]
i k n i k i k n i k

n n k n n n n n
n n k n ne e x x x e e x x e x x

− − − + − − −
− − − − −

+ − + += = = . 

Spored toa ( ),[ ]G  e ( )1, 1i k+ + -asocijativen n -grupoid. 

(b) Neka 1i ≥ . Od tvrdeweto pod (a) i od Sv.1.1 sleduva deka n -grupoidot 

( ),[ ]G  e ( )1, 1i + -asocijativen. Bidej}i i k≤  i 1 1i k+ + ≤  va`i deka 2 1n i≥ + . 

Neka q  e koli~nikot, a r  ostatokot pri delewe na 1n −  so i . Toga{ 0 r i≤ <  i 

1n si≥ +  za sekoj { }2,...,s q∈ . So primena na Lemata 1.2 1q −  pati dobivame 

deka ( ),[ ]G  e ( )( )1 1, 1s i si− + + -asocijativen n -grupoid za sekoj { }2,...,s q∈ , pa 

spored Sv.1.1 n -grupoidot ( ),[ ]G  e ( )1, 1qi + -asocijativen. Ako 0r = , toga{ 

1qi n+ = , pa ( ),[ ]G  e ( )1,n -asocijativen n -grupoid. Ako 0r > , toga{ 

1qi n r+ = − , t.e. ( ),[ ]G  e ( )1,n r− -asocijativen n -grupoid. Od Lemata 1.1 (a) 
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sleduva deka  ( ),[ ]*G  e ( )1,r n+ -asocijativen, t.e. ( )1, 1 1r r n r+ + − − + -asocija-

tiven n -grupoid. Bidej}i r i<  i 2 1n i≥ +  va`i deka 2 1n r> + , pa 1r n r< − − . 

Sega, od tvrdeweto pod (a) dobivame deka n -grupoidot ( ),[ ]*G  e ( )1,n -

asocijativen. Povtorno koristej}i ja Lemata 1.1 (a) imame deka ( ),[ ]G  e 

( )1,n -asocijativen n -grupoid. 

Ako 0i = , toga{ n -grupoidot ( ),[ ]G  e ( )1,1 k+ -asocijativen, pa gornata 

diskusija, namesto po i , ja sproveduvame po k . 
(v) Za sekoi 1 2 2 1, ,..., nx x x G− ∈  imame 

1 1
2 1 2 1 1 2 1

1 1 1 1 1 1[[ ] ] [ [[ ] ] ] [ [ ] [ ] ]
i n i i k n i k

n n n n n n k n
n n n n kx x e x x e e x x x e e

− − − − −
− − + − −

+ + + += = =  
1 1

1 2 1 2 1
1 1 1 1 1[ [ [ ]] ] [ [[ ] ] ]

i k n i k i k n i k
k n k n k n k n

k n k k n ke x x x e e e x x x e e
− − − − − −

+ − − + −
+ + + + += = =  

1
2 1 2 1

1 1 1 1 1 1[ [ [ ] ] ] [ [ ] ]
i n i

k n k n k n k n
k n k k n ke x x x e x x x

− −
+ − + −
+ + + + + += = .                � 

Lema 3.3. Neka ( ),[ ]G  e ( )1, 1i i k+ + + -asocijativen n -grupoid i neka d  e naj-

golemiot zaedni~ki delitel na i  i k . Ako n -grupoidot ( ),[ ]G  ima 

neutralen element, toga{ toj e ( )1, 1d + -asocijativen. 

Dokaz. Neka i pd=  i k qd= . Broevite p  i q  se zaemno prosti bidej}i d  e 

najgolemiot zaedni~ki delitel na i  i k . 

Ako 0i = , toga{ k d= , pa ( ),[ ]G  e ( )1, 1d + -asocijativen n -grupoid. Zatoa 

neka 1i ≥ . Ako 1q = , toga{ ( ),[ ]G  e ( )( )1, 1 1pd p d+ + + -asocijativen n -grupo-

id. 1 d sd≤ ≤  za sekoj { }1,...,s p∈ , pa so primena na Lemata 1.2 p  pati 

dobivame deka n -grupoidot ( ),[ ]G  e ( )1, 1d + -asocijativen. 

Neka 2q ≥  i 1p = . Toga{ ( ),[ ]G  e ( )( )1, 1 1d d q d+ + − + -asocijativen n -

grupoid i ( )1d q d≤ − , pa od Lemata 3.2 sleduva deka n -grupoidot ( ),[ ]G  e 

( )( )1, 1 1q d− + -asocijativen i ( )1, 1qd + -asocijativen, a od Sv.1.1 deka e 

( )( )1 1, 1q d qd− + + -asocijativen. Sli~no kako i vo prethodniot slu~aj, 

1 d sd≤ ≤  za sekoj { }1,..., 1s q∈ − , pa so primena na Lemata 1.2 1q −  pati 

dobivame deka n -grupoidot ( ),[ ]G  e ( )1, 1d + -asocijativen. 

Neka 2p ≥  i 2q ≥ . Ako i k≥ , neka u  e kol~nikot, a t  ostatokot pri 

delewe na i  so k . Toga{ i uk t= + , 1u ≥ , 0 t k≤ <  i ( ),[ ]G  e 

( )( )1, 1 1uk t u k t+ + + + + -asocijativen n -grupoid. Bidej}i 1 k sk t≤ ≤ +  za sekoj 

{ }1,...,s u∈ , so primena na Lemata 1.2 u  pati imame deka n -grupoidot ( ),[ ]G  e 

( )1, 1t t k+ + + -asocijativen. Spored Evklidoviot algoritam, d  e najgolemiot
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zaedni~ki delitel na k  i t . Ako i k< , stavaj}i i t=  mo`eme dvata slu~ai da 
gi razgleduvame istovremeno. Neka t rd= . Toga{ r  i q  se zaemno prosti 

broevi. Bidej}i t k<  od Lemata 3.2 imame deka n -grupoidot ( ),[ ]G  e ( )1, 1k + -

asocijativen i ( )1, 1t k+ + -asocijativen, pa spored Sv.1.1, ( ),[ ]G  e ( )1, 1t k+ + -

asocijativen n -grupoid. Stavame ( )1 1k k t q r d q d= − = − = , 1q q r= − . Neka 1s  e 

koli~nikot, a 1i  ostatokot pri delewe na t  so 1k . Toga{ va`i deka 

( )1 1 1 1 1 1i t s k r s q d r d= − = − = , 1 1 1r r s q= − . O~igledno 1 1q ≥ , 1 10 i k≤ < , 1 1s ≥  i 

1 0r ≥ . 

Ako 1 0i = , toga{ 1 0r = , pa 1 1r s q=  i ( )1 11q s q= + . Bidej}i r  i q  se zaemno 

prosti, sleduva deka 1 1q = . Toga{ n -grupoidot ( ),[ ]G  e ( )( )1 11, 1 1s d s d+ + + -

asocijativen. So primena na Lemata 1.2 1s  pati dobivame deka ( ),[ ]G  e 

( )1, 1d + -asocijativen n -grupoid. 

Neka 1 0i > . Toga{ ( ),[ ]G  e ( )( )1 1 1 1 1 11, 1 1i s k i s k+ + + + + -asocijativen n -grupo-

id, pa so primena na Lemata 1.2 1s  pati dobivame deka ( ),[ ]G  e ( )1 1 11, 1i i k+ + + -

asocijativen n -grupoid. Jasno e deka 1q q>  i 1d k . Ako 1 1d k , 1d t  i 1d d> , 

toga{ 1d k , pa 1d  e najgolemiot zaedni~ki delitel na k  i t , a toa protivre~i 

na pretpostavkata deka d  e najgolemiot zaedni~ki delitel na k  i t . Spored 
toa, d  e najgolemiot zaedni~ki delitel na 1k  i t , a spored Evklidoviot 

algoritam d  e najgolemiot zaedni~ki delitel na 1k  i 1i . Sega, mo`eme 

povtorno da ja primenime Lemata 3.2 za ( )1 1 11, 1i i k+ + + -asocijativniot n -

grupoid ( ),[ ]G  i celosno da ja povtorime prethodnata postapka. So primena 

na prethodnata postapka, vo kone~en broj ~ekori, se dobiva kone~na niza od 
prirodni broevi 1 2 ... 1jq q q q> > > > = , na koja í soodvetstvuva kone~nata niza 

od prirodni broevi 1 2 ... jk k k k d> > > > = , kade {to f fk q d= , ( ),[ ]G  e 

( )1, 1f f fi i k+ + + -asocijativen n -grupoid i f fi k<  za sekoj { }1,...,f j∈ . Taka 

dobivame deka ( ),[ ]G  e ( )1, 1j ji i d+ + + -asocijativen n -grupoid i 

j j ji k q d d< = = . So primena na Lemata 3.2 se dobiva deka ( ),[ ]G  e ( )1, 1d + -aso-

cijativen n -grupoid.   � 

Lema 3.4. Neka ( ),[ ]G  e 1pd + -grupoid so neutralen element. Ako za sekoi 

0r ≥  i 1s ≥  takvi {to r s p+ ≤  va`i deka ( ),[ ]G  e ( )( )1, 1rd r s d+ + + -asocija-

tiven 1pd + -grupoid, toga{ postoi ( )1, 1d + -asocijativen 1d + -grupoid 

( ),[ ]G ′  takov {to za sekoi 1 2 1, ,..., pdx x x G+ ∈  e ispolneto ravenstvoto
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( )
( )

( )
11 1 2 1 1

1 1 2 2 1 1 1[ ] [[[...[[ ] ] ...] ] ]p dpd d d pd
d p d p dx x x x x−+ + + +
+ − + − +

′ ′ ′ ′ ′= . 

Dokaz. Neka e  e neutralen element vo ( ),[ ]G . Definirame ( 1)d + -arna 

operacija [ ]′  na G  so 
( )1

1 1
1 1[ ] [ ]

p d
d dx x e

−
+ +′ =  za sekoi 1 2 1, ,..., dx x x G+ ∈ . Toga{ za 

sekoi 1 2 1, ,..., pdx x x G+ ∈  dobivame 

( ) ( )1 1
1 1 1 1

1 1 1 2[ ] [ [ ] ] [[ ] ]
p d p dd d

pd pd d pd
dx e x e e x x e

− −
+ + + +

+= = =  
( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 2

1 1 1 2 1 1
1 2 1 2 2 2[ [[ ] ] ] [[ [ ] ] ]

p d p d p d p dd d d
d pd d d pd

d d de x e x e e e x e x x e
− − − −

+ + + + +
+ + += = =  
( ) ( )1 1 2

1 2 1 1
1 2 2 2[[[ ] ] ] ...

p d p d d
d d pd

d dx e x e x e
− −

+ + +
+ += = =  

( ) ( )

( )

( )1 1 2
1 2 1 1

1 2 2 2[[...[[ ] ]...] ]
p d p d p d

d d pd
d p dx e x e x e

− − −
+ + +

+ − += =  

( ) ( ) ( )

( )

( )1 1 1 2
1 2 1 1

1 2 2 2[ [[...[[ ] ]...] ] ]
p d p d p d p d d

d d pd
d p de x e x e x e e

− − − −
+ + +

+ − += =  

( ) ( ) ( )

( )
( )

( )

( )1 1 1 1
1 11 2 1 1

1 2 2 2 1 2[[ [...[[ ] ]...] ] ]
p d p d p d p d

p dd d pd
d p d p de x e x e x x e

− − − −
− ++ + +

+ − + − += =  

( ) ( )

( )
( )

( )

( )

( )1 1 1 1
1 11 2 1 1

1 2 2 2 1 2[[[...[[ ] ]...] ] ]
p d p d p d p d

p dd d pd
d p d p dx e x e x e x e

− − − −
− ++ + +

+ − + − += =  

( )
( )

( )
11 2 1 1

1 2 2 1 1 1[[[...[[ ] ] ...] ] ]p dd d pd
d p d p dx x x x−+ + +
+ − + − +

′ ′ ′ ′ ′= . 

Neka 1 2 2 1, ,..., dx x x G+ ∈  se proizvolni elementi. Toga{ 
( ) ( )1 1

1 2 1 1 2 1
1 2 1 2[[ ] ] [[ ] ]

p d p d
d d d d

d dx x x e x e
− −

+ + + +
+ +′ ′ = =  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
1 2 1 2 1

1 2 1 1[[ ] ] [ [ ]]
p d p d p d p d

d d d d
d de x x e e x x e

− − − −
+ + +

+ += = =  
( ) ( )1 1

2 1 2 1
1 1 1 1[ [ ] ] [ [ ] ]

p d p d
d d d d

d dx x e e x x
− −

+ +
+ + ′ ′= = . 

Zna~i, 1d + -grupoidot ( ),[ ]G ′  e ( )1, 1d + -asocijativen.             � 

So koristewe na prethodnite tvrdewa mo`eme da ja doka`eme slednava 
teorema. 

Teorema 3.1. Neka ( ),[ ]G  e ( )1, 1i i k+ + + -asocijativen n -grupoid so 

neutralen element i neka d  e najgolemiot zaedni~ki delitel na broevite 

i , k  i 1n − . Neka 1n pd− = . Toga{ ( ),[ ]G  e ( )( )1, 1rd r s d+ + + -asocijativen n -

grupoid za sekoi 0r ≥  i 1s ≥  takvi {to r s p+ ≤ . Pokraj toa, postoi 

( )1, 1d + -asocijativen 1d + -grupoid ( ),[ ]G ′  takov {to za sekoi 

1 2, ,..., nx x x G∈  va`i ravenstvoto 

( )
( )

( )
11 2 1

1 1 2 2 1 1 1[ ] [[[...[[ ] ] ...] ] ]p dn d d n
d p d p dx x x x x−+ +
+ − + − +

′ ′ ′ ′ ′= .
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Dokaz. Neka 1d  najgolemiot zaedni~ki delitel na broevite i  i k . Toga{ 

spored Lemata 3.3 ( ),[ ]G  e ( )11, 1d + -asocijativen n -grupoid. Pritoa d  e 

delitel na 1d , t.e. 1 1d k d= . 

a) Ako 1 1k = , toga{ 1d d= , pa ( ),[ ]G  e ( )1, 1d + -asocijativen n -grupoid. 

Ottuka, so pove}ekratna primena na Lemata 1.3 i Sv.1.1 se dobiva deka ( ),[ ]G  

e ( )( )1, 1rd r s d+ + + -asocijativen n -grupoid za sekoi 0r ≥  i 1s ≥  takvi {to 

r s p+ ≤ , kade {to 1n pd− = . 

b) Neka 1 2k ≥  i neka v  e koli~nikot, a 1t  ostatokot pri delewe na 1n −  so 

1d . Jasno, 1 11n vd t− = + , 1d t , 1 1t d<  i 1v ≥ . 

Ako 1v > , toga{ so primena na Lemata 1.3 1v −  pati se dobiva deka ( ),[ ]G  e 

( )( )1 11, 1 1sd s d+ + + -asocijativen n -grupoid za sekoj { }1,..., 1s v∈ − , pa spored 

Sv.1.1 n -grupoidot ( ),[ ]G  e ( )11, 1vd + -asocijativen. Za 1v =  poslednovo va`i 

trivijalno. Od  Lemata 3.2 imame deka n -grupoidot ( ),[ ]G  e ( )1,n -asocijati-

ven, a od Sv.1.1 deka e ( )1 1,vd n+ -asocijativen, t.e. ( )1,n t n− -asocijativen. 

Neka 2d  najgolemiot zaedni~ki delitel na broevite 1 1n t− −  i 1t . Spored 

Lemata 3.3 ( ),[ ]G  e ( )21, 1d + -asocijativen n -grupoid. Brojot d  e delitel na 

1n −  i 1t , pa 2 2d k d=  i 2 1k k< . Ako 2 1k = , toga{ go dobivame slu~ajot pod a), a 

ako 2 1k > , toga{ go dobivame slu~ajot pod b). 

So primena na prethodnata postapka, vo kone~en broj ~ekori, se dobiva 
kone~na niza od prirodni broevi 1 2 ... 1jk k k k> > > > = . Pritoa f fd k d=  i 

( ),[ ]G  e ( )1, 1fd + -asocijativen n -grupoid za sekoj { }1,...,f j∈ . Taka se dobiva 

deka ( ),[ ]G  e ( )1, 1d + -asocijativen n -grupoid, a ottuka, so pove}ekratna 

primena na Lemata 1.3 i Sv.1.1 se dobiva deka ( ),[ ]G  e ( )( )1, 1rd r s d+ + + -

asocijativen n -grupoid za sekoi 0r ≥  i 1s ≥  takvi {to r s p+ ≤ , kade {to 

1n pd− = . Toga{ spored Lemata 3.4 postoi ( )1, 1d + -asocijativen 1d + -grupo-

id ( ),[ ]G ′  takov {to za sekoi 1 2, ,..., nx x x G∈  e ispolneto ravenstvoto 

( )
( )

( )
11 2 1

1 1 2 2 1 1 1[ ] [[[...[[ ] ] ...] ] ]p dn d d n
d p d p dx x x x x−+ +
+ − + − +

′ ′ ′ ′ ′=  . � 

 
 
 

 



      

 

 

               

  Glava III              Algebarski n-grupi 
 

 

 

 

3.1. Aksiomatika na n-grupi  
 

Neka G  e neprazno mno`estvo, a [ ] : nG G→  e n -arna operacija na G . Ako 

za sekoi 0 1, ,..., nx x x G∈  i fiksiran { }1,...,i n∈ , postoi element z G∈ , takov 

{to 1 1
1 0[ ]i n

ix z x x− − = , toga{ velime deka ovaa ravenka e i -re{liva ili re{liva 

na mestoto i . Ako ova re{enie na ravenkata e edinstveno za sekoj 

{ }1,...,i n∈ , toga{ za parot ( ,[ ])G  velime deka e n -kvazigrupa. Asocijativna n -

kvazigrupa se narekuva n -grupa ili poliadi~na grupa. Vo binarniot slu~aj 
(t.e. za 2n = ) poimot n -grupa se sovpa|a so poimot grupa. Kardinalniot broj 
| |G  na mno`estvoto G  se narekuva red na n -grupata ( ,[ ])G  i go ozna~uvame so 

| |G . Ako redot | |G  e kone~en, toga{ ( ,[ ])G  e kone~na n -grupa.  

Primer 1.1. Neka { }( )1,2,3,4 ;⋅  e Klajnovata grupa i neka 
1 2 3 4
1 2 4 3

ϕ
 

=  
 

 e 

permutacija na { }1,2,3,4G = . Definirame ternarna operacija [ ]  na { }1,2,3,4  

so: [ ] ( ) 2xyz x y zϕ= ⋅ ⋅ ⋅ , za sekoi , ,x y z G∈ . Toga{, 2 ,  ϕ ϕ ϕ ε= = ( )2 2ϕ =  i 

[ ]( ),Aut Qϕ∈ . Vo { }( )1,2,3,4 ;⋅  va`at slednive ravenstva: 

a) [ ] ( )( ) ( )2 2xyz uv x y z u vϕ ϕ  = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  =       

                       ( ) ( )( )2 2x y z u vϕ ϕ= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = 

            ( )( )2 2x y z u vϕ ϕ= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  =                       

                       [ ]x yzu v =   ,  

      [ ] ( )( ) ( )2 2xyz uv x y z u vϕ ϕ  = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  =                                         

                       ( ) ( )( )2 2x y z u vϕ ϕ= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = [ ]xy zuv    . 

⋅  1 2 3 4 

1 1 2 3 4 

2 2 1 4 3 

3 3 4 1 2 

4 4 3 2 1 
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b) [ ]x zyu=  e re{enie na ravenkata [ ]xyz u= , bidej}i 

     [ ] [ ] ( )( ) ( ) ( )2 2 2xyz zyu yz z y u yz z y u y zϕ ϕ ϕ  = = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅     

              ( ) ( ) 2 2 1 1 1z z y y u u uϕ ϕ= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ =  

     ( ) ( )y x z uϕ ϕ =    e re{enie na ravenkata [ ]xyz u= , bidej}i 

  
[ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
2

        2 2 2 2

xyz x x z u z x x z u z

x x z u z x x z u z u

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

    = = ⋅ ⋅ ⋅    
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =

 

      [ ]z xyu=  e re{enie na ravenkata [ ]xyz u= , bidej}i 

     [ ] [ ] ( )( ) ( ) ( )2 2 2xyz xy xyu xy x y u x y x y u uϕ ϕ ϕ  = = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =    . 

Edinstvenosta na re{enijata sleduva od faktot deka { }( )1,2,3,4 ;⋅  e grupa. 

           Od a) i b) imame deka { } [ ]( )1,2,3,4 ;  e 3-grupa. � 

 Vakvi i sli~ni n -arni sistemi mo`at da imaat mnogu primeni vo razni 
granki. Na primer, vo teorijata na avtomati se koristat n -polugrupi i n -
grupi; nekoi n -grupoidi se koristat vo teorijata na kvantni grupi; razli~ni 
primeni na ternarni strukturi vo fizikata se opi{ani od R. Kerner, a vo 
fizikata isto taka se koristat i n -arni Lievi grupi.  

Idejata za ispituvawe na vakvite grupi izgleda poteknuva od edno 
predavawe na E. Kasner odr`ano na 53-tata sredba na Amerikanskata asocija-
cija za unapreduvawe na naukata vo 1904 godina. No, prviot trud {to se odne-
suva na teorijata na n -grupite (definirani kako {to e dadeno pogore) bil 
napi{an od W. Dörnte vo 1928 godina (v. [4]). Vo negova ~est n -grupite se 
narekuvaat i Dernteovi n -grupi. Vo ovoj trud toj zabele`al deka koj bilo n -
grupoid ( , [ ])G , kade {to 1 1 2[ ] ...n

nx x x x b=     , pri {to ( , )G   e grupa, a b  e 

fiksen element od G  {to pripa|a na centarot na ( , )G  , e n -grupa. Vakvite 

n -grupi se narekuvaat b -izvedeni od grupata ( , )G   i se ozna~uvaat so 

( , )bder G  . Vo slu~aj koga b  e neutralniot element vo grupata ( , )G  , velime 

deka n -grupata ( , [ ])G  e reducirliva do grupata ( , )G   ili deka e izvedena od 

( , )G  .  Za sekoj 3n ≥  postojat n -grupi {to ne se izvedeni od nitu edna grupa. 

Za niv velime deka se nereducirlivi. 

Post, a podocna i Tvermoes, dale i druga definicija na n -grupa, vo koja go 
oslabele edno od dvete barawa dadeni vo definicijata na Dernte. Imeno, taa 
definicija glasi: 

 Algebrata ( , [ ])G , kade {to G  e neprazno mno`estvo, a [ ] : nG G→  e n -arna 

operacija na G  i 2n ≥ , se narekuva n -grupa ako i samo ako n -arnata 
operacija [ ]  na mno`estvoto G  e asocijativna i za sekoja niza 1

1
n na a G− ∈ , 

sekoja od ravenkite 1
1[ ]nxa a− =  i 1

1[ ]na y a− =  e re{liva vo G . 

Ovaa definicija e poznata kako Postova definicija na n -grupa. 
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Primer 1.2. Neka ( ) ( ) ( ){ }3 12 , 13 , 23B =  e mno`estvoto od neparni permuta-

cii od 3  elementi. Definirame ternarna operacija [ ]  na 3B  so 

1 2 3 1 2 3[ ]x x x x x x=   , kade {to   e operacijata kompozicija na preslikuvawa. 

Operacijata e dobro definirana bidej}i kompozicijata na tri neparni 
permutacii e neparna permutacija. Od asocijativnosta na operacijata 

kompozicija na preslikuvawa, sleduva deka ( )3,[ ]B  e 3 -polugrupa. Neka 

1 2 3, ,a a b B∈  se proizvolni elementi. Za sekoj 3p B∈  va`i deka { }1,2,31p p = , pa 

za 2 1[ ]x a a b=  i 2 1[ ]y ba a=  dobivame deka 1 2 1 2[ ] [ ]b a a x ya a= = . Spored toa, ( )3,[ ]B  

e 3 -grupa.  � 

]e poka`eme deka Postovata definicija e ekvivalentna so onaa na 
Dernte, no prethodno }e poka`eme nekolku svojstva i }e vovedeme u{te 
nekolku poimi. Vo niv poimot n -grupa }e bide spored Postovata definicija.   

Svojstvo 1.1. Ako ( , [ ])G  e n -grupa, toga{ za sekoj priroden broj k  i za sekoja 

niza ( 1) ( 1) 1
1
k n k na a G− − +∈ , sekoja od ravenkite ( 1)

1[ ]k nxa a− =  i ( 1)
1[ ]k na y a− =  e re{liva 

vo G . 

Dokaz. ]e ja poka`eme re{livosta na ravenkata ( 1)
1[ ]k na y a− = . Ako 1k = , toga{ 

ravenstvoto va`i zaradi vtorata aksioma od Postovata definicija. Da 
pretpostavime deka postoi takvo k  za koe ravenkata ( 1)

1[ ]k na y a− =   e nere{liva 

vo G  za najmalku edna niza  ( 1) ( 1) 1
1
k n k na a G− − +∈ . Da go izbereme najmaloto takvo 

k . O~igledno, 1k > .  
Neka ( 1)

1
k na a−   e proizvolna fiksna niza od ( 1) 1k nG − + . Da ja razgledame raven-

kata ( 1)( 1)
1[ ]k na u a− − = . Od izborot na k  sleduva deka ovaa ravenka e re{liva vo 

G , t.e. postoi takov element c G∈ , {to ( 1)( 1)
1[ ]k na c a− − = . Od vtorata aksioma na 

Postovata definicija zaklu~uvame deka vo G  e re{liva i ravenkata 
( 1)

( 1)( 1) 1[ ]k n
k na v c−
− − + = , t.e. postoi takov element b G∈  {to ( 1)

( 1)( 1) 1[ ]k n
k na b c−
− − + = . Od Posl. 

2.1 (a) od Gl. I, od ravenstavata ( 1)
( 1)( 1) 1[ ]k n
k na b c−
− − + =  i ( 1)( 1)

1[ ]k na c a− − =  imame deka 
( 1) ( 1)( 1) ( 1) ( 1)( 1)

1 1 ( 1)( 1) 1 1[ ] [ [ ]] [ ]k n k n k n k n
k na b a a b a c a− − − − − −
− − += = = , 

od kade {to sleduva deka b  e re{enie na ravenkata ( 1)
1[ ]k na y a− = , {to protiv-

re~i na pretpostavkata. � 

Svojstvo 1.2. Neka ( , [ ])G  e n -grupa, ( 1) ( 1)
1
k n k ne G− −∈ , kade {to 1k ≥  i neka a G∈ .  

1) Ako ( 1)
1[ ]k ne a a− = , toga{ ( 1)

1
k ne −  e leva neutralna niza vo G . 

2) Ako ( 1)
1[ ]k nae a− = , toga{ ( 1)

1
k ne −  e desna neutralna niza vo G . 

Dokaz. 1) Neka ( 1)
1[ ]k ne a a− =  i neka u G∈  e proizvolen element. ]e ja 

razgledame ravenkata 
1

[ ]
n
a y u
−

= . Od vtorata aksioma na Postovata definicija, 

imame deka postoi element b G∈ , takov {to 
1

[ ]
n
a b u
−

= .  O~igledno, 
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1 2 2 1
( 1) ( 1) ( 1)

1 1 1[ ] [ ] [[ ] ] [ [ ]] [ ]
n n n n

k n k n k nu a b a a b e a a b e a b e u
− − − −

− − −= = = = = , t.e. ( 1)
1[ ]k ne u u− = , 

pa ( 1)
1
k ne −  e leva neutralna niza za [ ] . 

Osobinata 2) se poka`uva analogno kako 1). � 

Koristej}i gi ovie svojstva, lesno se poka`uva slednovo svojstvo. 

Svojstvo 1.3. Sekoja n -grupa ( , [ ])G  ima najmalku edna leva (desna) neutralna 

niza so dol`ina ( 1)k n − , za sekoj priroden broj k . 

Dokaz. Fiksirame priroden broj k , niza ( 1) ( 1) 1
2
k n k ne G− − −∈  i element a G∈ . ]e ja 

razgledame ravenkata ( 1)
2[ ]k nxe a a− = . Od Sv.1.1. sleduva deka vo G  postoi ele-

ment 1e , takov {to ( 1) ( 1)
1 2 1[ ] [ ]k n k ne e a e a a− −= = . Ottuka i od Sv.1.2 sleduva egzisten-

cijata na leva neutralna niza so dol`ina ( 1)k n − . Sli~no se poka`uva i eg-

zistencijata na desna neutralna niza so dol`ina ( 1)k n − . � 

Svojstvo 1.4. Sekoja leva neutralna niza so dol`ina ( 1)k n −  vo n -grupa ( , [ ])G  

e i desna neutralna niza so dol`ina ( 1)k n −  i obratno. 

Dokaz. 1) Neka ( 1)
1
k ne −  e leva neutralna niza vo n -grupata ( , [ ])G . ]e fiksirame 

element a G∈  i stavame ( 1)
1[ ]k nb ae −= . Bidej}i ( 1)

1 1 1[ ]k ne e e−= , toga{, o~igledno,  
( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

1 1 1 2 1 1[ ] [ [ ] ] [[ ] ]k n k n k n k n k nb ae a e e e ae e− − − − −= = = . 

Ottuka i od ravenstvoto ( 1)
1[ ]k nb ae −=  imame deka ( 1)

1[ ]k nb be −= . Imaj}i go predvid 

Sv.1.2, mo`eme da zaklu~ime deka ( 1)
1
k ne −  e desna neutralna niza vo n -grupata 

( , [ ])G . 

2) Neka ( 1)
1
k nc −  e desna neutralna niza vo n -grupata ( , [ ])G . Da stavime 

( 1)
1[ ]k nd c c−= , kade {to c  e nekoj fiksen element od G . Bidej}i 

( 1)
( 1) ( 1) 1[ ]k n

k n k nc c c −
− −= , jasno e deka  

( 1) ( 1) 1 ( 1) 1 ( 1) ( 1) ( 1)
1 1 ( 1) 1 ( 1) 1 1 1[ ] [ ] [ [ ] ] [ [ ]]k n k n k n k n k n k n

k n k nd c c c c c c c c c c c c− − − − − − − −
− −= = = = . 

Ottuka i od ravenstvoto ( 1)
1[ ]k nd c c−= , dobivame deka  ( 1)

1[ ]k nd c d−= , pa od Sv.1.2 

sleduva deka ( 1)
1
k nc −  e leva neutralna niza so dol`ina ( 1)k n −  vo n -grupata 

( , [ ])G . � 

Posledica 1.1. Sekoja leva (desna) neutralna niza so dol`ina ( 1)k n −  vo n -

grupa ( , [ ])G  e neutralna niza so dol`ina ( 1)k n −  vo ( , [ ])G . � 

Od Sv.1.2 i Posl.1.1 proizleguvaat slednive dovolni uslovi za toa koga 
edna niza so dol`ina ( 1)k n −  vo n -grupa ( , [ ])G  e neutralna niza vo taa n -

grupa. 
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Svojstvo 1.5. Neka ( , [ ])G  e n -grupa, ( 1) ( 1)
1
k n k ne G− −∈ , kade {to 1k ≥  i neka a G∈ . 

Ako e ispolneto barem edno od ravenstvata ( 1)
1[ ]k ne a a− =  ili ( 1)

1[ ]k nae a− = , 

toga{ ( 1)
1
k ne −  e neutralna niza so dol`ina ( 1)k n −  vo ( , [ ])G . 

Svojstvo 1.6. Ako ( 1)
1 1
i k n

ie e −
+  e neutralna niza so dol`ina ( 1)k n −  vo n -grupa 

( , [ ])G , kade {to 1 ( 1)i k n≤ ≤ − , toga{ ( 1)
1 1

k n i
ie e−
+  e isto taka neutralna niza so 

dol`ina ( 1)k n −  vo ( , [ ])G .   

Dokaz. ]e poka`eme deka tvrdeweto e to~no za 1i = . O~igledno e deka va`i 
slednovo ravenstvo: ( 1) ( 1)

1 1 1 2 1 1[ ] [ ]k n k ne e e e e e− −= = . Od Sv.1.5 sleduva deka ( 1)
2 1
k ne e−  e 

neutralna  niza vo ( , [ ])G  so dol`ina ( 1)k n − . Da pretpostavime deka postoi i  

za koe tvrdeweto ne e to~no. Od site takvi i  da go izbereme najmaliot. 
O~igledno 1i > , a jasno e i deka ( 1)i k n< − . Bidej}i ( 1)

2 1 1
i k n

ie e e−
+  e neutralna  niza 

vo ( , [ ])G  so dol`ina ( 1)k n −  (spored gornoto) i bidej}i dol`inata na nizata 

2
ie  e pomala od i , toga{ od izborot na i  zaklu~uvame deka  ( 1)

1 1 2
k n i
ie e e−
+  e 

neutralna niza so dol`ina ( 1)k n −  vo ( , [ ])G , {to e kontradikcija. � 

Ovde }e go vovedeme poimot obratna niza.  

Neka ( , [ ])G  e n -grupa i neka 1
i ia G∈ . Nizata 1

j jb G∈  se narekuva leva 

(desna) obratna niza na nizata 1
ia , ako nizata 1 1

j ib a  ( 1 1
i ja b ) e neutralna niza vo 

( , [ ])G  so dol`ina i j+ . 

Od ovaa definicija sleduva deka 1i ≥ , 1j ≥  i 0 (mod ( 1))i j n+ ≡ − . 

Svojstvo 1.7. Ako ( , [ ])G  e n -grupa, toga{ za sekoja niza 1
i ia G∈  i za sekoj j∈N  

{to ja zadovoluva kongruentnata ravenka 0 (mod ( 1))i j n+ ≡ − , postoi obrat-

na niza so dol`ina j .  

Dokaz. O~igledno, 1j ≥ . Da fiksirame nekoj element a G∈  i da go razgledame 

ravenstvoto 
1

1[ ]
j

iaa a y a
−

= . Od Sv.1.1 sleduva deka ovaa ravenka e re{liva vo G  

na kraevite. Neka c  e re{enie na ravenkata, t.e.  
1

1[ ]
j

iaa a c a
−

= . Odovde i od 

Sv.1.2 sleduva deka 
1

1

j
ia a c

−

 e neutralna niza vo ( , [ ])G  so dol`ina ( )i j+ . Ottuka 

imame deka 
1j

a c
−

 e obratna niza so dol`ina j  za nizata 1
ia . � 

So pomo{ na obratni nizi }e ja poka`eme i slednava teorema.  

Teorema 1.1. Ako ( , [ ])G  e n -grupa, toga{ za sekoj priroden broj k  i za sekoja 

niza 1 ( 1) 1 ( 1) 1
1 1
i k n k n

ia a a G− − + − +
+ ∈  ravenstvoto 1 ( 1) 1

1 1[ ]i k n
i ia x a a− − +

+ =  ima edinstveno 

re{enie vo G ,  za sekoj {1,2,..., ( 1) 1}i k n∈ − + . 

Dokaz.  Slednive slu~ai se mo`ni: 1) 1i = ;  2) ( 1) 1i k n= − + ;  3) 1 ( 1) 1i k n< < − + . 

1) 1i = . Toga{ ravenstvoto 1 ( 1) 1
1 1[ ]i k n

i ia x a a− − +
+ =  dobiva oblik ( 1) 1

1 2[ ]k nx a a− + = . Od  

Sv.1.1. sleduva deka poslednovo ravenstvo ima re{enie vo G . ]e poka`eme
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deka ovaa ravenka ima edinstveno re{enie. Da go pretpostavime 
sprotivnoto, t.e. deka postojat elementi ,c d G∈  koi{to se razli~ni 

re{enija na ravenkata ( 1) 1
1 2[ ]k nx a a− + = . Toga{ ( 1) 1 ( 1) 1

2 2[ ] [ ]k n k nca da− + − += . Ako 

dol`inata na nizata ( 1) 1
2
k na − +   e ednakva na ( 1)k n − , toga{ spored Sv. 1.7 i od 

definicijata za obratna niza, sleduva deka za ovaa niza postoi obratna niza 
so dol`ina 1n − , koja }e ja ozna~ime so 1

1
nb − . Spored toa, ravenstvoto 

( 1) 1 ( 1) 1
2 2[ ] [ ]k n k nca da− + − +=  mo`e da se transformira vo sledniov oblik:  

( 1) 1 1 ( 1) 1 1
2 1 2 1[[ ] ] [[ ] ]k n n k n nca b da b− + − − + −=  ili vo ( 1) 1 1 ( 1) 1 1

2 1 2 1[ ] [ ]k n n k n nca b da b− + − − + −= . 

Odovde i od toa {to ( 1) 1 1
2 1
k n na b− + −  e neutralna niza vo ( , [ ])G  so dol`ina 

( 1)( 1)k n+ − , se dobiva deka c d= , {to e protivre~nost. 

 2) ( 1) 1i k n= − + . Vo ovoj slu~aj ravenkata 1 ( 1) 1
1 1[ ]i k n

i ia x a a− − +
+ =  go dobiva oblikot 

( 1)
1 ( 1) 1[ ]k n

k na x a−
− + = . Postapuvaj}i sli~no kako vo prethodniot slu~aj, 

zaklu~uvame deka ovaa ravenka ima edinstveno re{enie vo G . 

 3) 1 ( 1) 1i k n< < − + . O~igledno e deka 1 1i − ≥  i 1 ( 1) 1i k n+ ≤ − + , pa spored toa 

nizite 1
1
ia −  i ( 1) 1

1
k n
ia − +
+  se neprazni. Zna~i, dol`inata na ovie nizi e pomala od 

( 1)k n − . Neka 1
sc  i 1

td  se obratni nizi na 1
1
ia −  i ( 1) 1

1
k n
ia − +
+ , soodvetno. Toga{, 

mo`eme da sogledame deka ( 1) 1s k n i= − − +  i 1t i= − . ]e poka`eme deka 

elementot *
1 1[ ]s t

ic c ad=  e re{enie na ravenkata 1 ( 1) 1
1 1[ ]i k n

i ia x a a− − +
+ = . Navistina, 

imaj}i predvid deka 1
1 1
i sa c−  i ( 1) 1

1 1
t k n

id a − +
+  se neutralni nizi so dol`ina ( 1)k n −  vo 

( , [ ])G , dobivame deka 

1 * ( 1) 1 1 ( 1) 1 1 ( 1) 1 ( 1) 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1[ ] [ [ ] ] [[ ] ] [ ]i k n i s t k n i s t k n t k n

i i i i ia c a a c ad a a c a d a ad a a− − + − − + − − + − +
+ + + += = = = . 

Ostanuva da poka`eme deka *
ic  e edinstveno re{enie na dadenata ravenka. 

Da pretpostavime deka taa ima u{te edno r{enie *
id G∈  {to e razli~no od 

*
ic . Toga{: 

1 * ( 1) 1 1 * ( 1) 1
1 1 1 1[ ] [ ]i k n i k n

i i i ia c a a d a− − + − − +
+ += , t.e. 1 * ( 1) 1 1 * ( 1) 1

1 1 1 1 1 1 1 1[ [ ] ] [ [ ] ]s i k n t s i k n t
i i i ic a c a d c a d a d− − + − − +

+ += , 

od kade {to sleduva deka * *
i ic d= , {to e protivre~nost. � 

Od ovaa teorema, za 1k =  proizleguva slednava 

Posledica 1.2.  Ako ( , [ ])G  e n -grupa, toga{ za sekoja niza 1
1 1
i n n

ia a a G−
+ ∈ , raven-

stvoto 1
1 1[ ]i n

i ia x a a−
+ =  ima edinstveno re{enie vo G ,  za sekoj {1,2,..., }i n∈ . � 

Lesno e da se sogleda deka definicijata na Dernte i definicijata na 
Post se ekvivalentni. Vtoriot uslov od definicijata na Post e zna~itelno 
oslaben vo odnos na vtoriot uslov od definicijata na Dernte. Na olesnu-
vawe na vtoriot uslov od definicijata na Dernte rabotele pove}emina, kako 
na primer, A. K. Slipeko, V. I. Tjutin i drugi. Od rezultatite na Tjutin se

 
 



Аксиоматика на n-групи  57 
 

dobiva deka vtoriot uslov od definicijata na Dernte mo`e da se zameni so 

sledniov uslov: za sekoi ,a b G∈ , sekoja od ravenkite 
1

[ ]
n

x a b
−
=  i 

1
[ ]

n
a y b
−

=  e 

re{liva vo G  pri 2n ≥  i samo edna ravenka 
1

[ ]
i n i
a x a b
− −

= , za nekoj fiksiran 

{2,3,..., 1}i n∈ − , pri 3n ≥ . 

Podolu }e ja razgledame definicijata na ^upona za n -grupa dadena vo 
[39], a pri voveduvaweto na poimot topolo{ka n -grupa. Definicijata na 
^upona ja formulirame vo slednive nekolku reda.  

Algebrata ( ;[ ], [ ] , [ ] )t rG  od tip ( , , )n n n  kade {to 2n ≥ , se narekuva n -grupa 

ako se ispolneti slednive uslovi: 
1) n -arnata operacija [ ]  na mno`estvoto G  e asocijativna; 

2) Za sekoja niza 1
1
n nx y G− ∈  se ispolneti ravenstvata  

1 1
1 2 1 1 1 1 2 1[[ ... ] ] [ [ ... ] ]n n

n n t n n ryx x x x y x x x x y− −
− − − −= = . 

Ovaa definicija i definicijata na Post se ekvivalentni. Imeno, neka 
( , [ ])G  e n -grupa vo smisla na definicija na Post. Na mno`estvoto G  

definirame dve n -arni operacii [ ] t  i [ ] r na sledniot na~in.  

Neka 1 2 1, , ,..., ny x x x G− ∈  se proizvolno izbrani elementi. Da pretpostavime 

deka 1 2 1[ ... ]n n tyx x x− −  i 1 2 1[ ... ]n n rx x x y− −  se re{enija na ravenkite 1
1[ ]nux y− =  i 

1
1[ ]nx v y− = , soodvetno, t.e. 1

1 2 1 1[[ ... ] ]n
n n tyx x x x y−
− − =  i 1

1 1 2 1[ [ ... ] ]n
n n rx x x x y y−
− − = . Toa zna-

~i deka se ispolneti ravenstvata od vtoriot uslov na definicijata na ^u-
pona. Obratnoto tvrdewe e o~igledno. 

 
Zada~i 

1. Da se poka`e deka ako ( , [ ])G  e n -grupa vo smisla na definicija na Post, 
toga{: 

a) postoi niza 1 1,..., na a G− ∈ , takva {to za sekoj x G∈ , 1 1
1 1[ ] [ ]n nxa a x x− −= = . 

b) za sekoja niza elementi 1,..., nb b G∈  i sekoj broj (1 )i i n≤ ≤ , postoi 
ednozna~no opredelen x G∈  takov {to  1

1 1[ ]i n
i ib xb b−
+ = . 

2.  Poka`i deka sekoja n -grupa e kratliv n -grupoid. 

3*. Poka`i deka edna n -polugrupa ( , [ ])G  e n -grupa ako i samo ako za sekoi 

,a b G∈  i za nekoi fiksni , {1,2,..., 1}i j n∈ − , ravenkite 
1

[ ]
i n i
a b x b

− −
=  i 

1
[ ]

n j j
y b a b

− −

=  se re{livi vo G . 

4. Ternarna polugrupa ( ,[ ])G  e idempotentna grupa ako i samo ako gi 
zadovoluva identitetite [ ] [ ]yxx xxy y= = .                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                    

5*. Poka`i deka edna n -polugrupa ( , [ ])G  e n -grupa ( 3n ≥ )  ako i samo ako 
postoi d G∈ , takov {to za sekoi ,a b G∈  i za nekoi fiksni , {1,2,..., 1}i j n∈ − , 

ravenkite 
1

[ ]
i n i
a b x d

− −
=  i 

1
[ ]

n j j
y b a b

− −

=  se re{livi vo G .    
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6. Poka`i deka edna n -polugrupa ( , [ ])G  e n -grupa ( 3n ≥ ) ako i samo ako 
postoi d G∈ , takov {to za sekoi ,a b G∈ , najmalku eden par od slednive 
ravenki se re{livi vo G : 

(a)  
2

[ ]
n

a b x d
−

= ,  
2

[ ]
n

y b a b
−

=     (b) 
2

[ ]
n

a b x d
−

= ,  
1

[ ]
n

y a b
−
=   

(v)   
1

[ ]
n
a x d
−

=  , 
2

[ ]
n

y b a b
−

=   (g)  
1

[ ]
n
a x d
−

= ,  
1

[ ]
n

y a b
−
=  

7*. Poka`i deka edna n -polugrupa ( , [ ])G  e n -grupa ( 3n ≥ ) ako i samo ako 
postoi d G∈ , takov {to za sekoi ,a b G∈  i za nekoi fiksni , {1,2,..., 1}i j n∈ − , 

ravenkite 
1

[ ]
i n i
a b x b

− −
=  i 

1
[ ]

n j j
y b a d

− −

=  se re{livi vo ( , [ ])G . 

8. Neka ( , [ ])G  e n -polugrupa takva {to za site 1 2, ,..., ,na a a b G∈ , postojat edin-

stveni 1x  i nx  takvi {to 1 2[ ]mx a b=  i 1
1[ ]m

ma x b− = . Toga{ va`at slednite 
tvrdewa: 

 a) Ako 1[ ]m
me e=  (ili 1 1[ ]me e= ), toga{ 1

1[ ]me x x− =  ( 2[ ]mxe x= ), za sekoj x G∈ . 

 b) Ako 1
1
me −  e leva neutralna niza vo ( , [ ])G , toga{ taa e i desno neutralna 

niza. Va`i i obratnoto. 
 v) Ako 1

1
me −  e leva i desna neutralna niza vo ( , [ ])G , toga{ taa e neutralna 

niza vo ( , [ ])G .  

9. Edna n -polugrupa ( , [ ])G  se narekuva n -monoid ako i samo ako postoi 

najmalku edna niza 1
1
ne −  nad G  takva {to za sekoj x G∈  va`at ravenstvata 

1 2
1 1 1[ ] [ ]n n

nxe x e e x− −
−= =  ( 1

1
ne −  e desna neutralna niza, a 2

1 1
n

ne e −
−  e leva neutral-

na niza).  

    Poka`i deka: 

a) Ako ( , [ ])G  e semikomutativna n -polugrupa (t.e. va`i identitetot 

1 1 1[ ] [ ... ]n
n nx x x x−= ) so desna neutralna niza 1

1
ne − , toga{  taa e n -monoid.  

b) Sekoja n -grupa e n -monoid. 

10.  Ako ( , [ ])G  e n -monoid, toga{ va`at i ravenstvata 1 2
1 1 1[ ] [ ]n n

ne x x xe e− −
−= = . 

11. Na mno`estvoto G = ×N N  definirame ternarna operacija 3[ ] : G G→  so: 

1 1 2 2 3 3 1 2 3 1 2 3[( , )( , )( , )] ( , )x y x y x y x y x y x y= . 
Proveri dali ( , [ ])G  e semikomutativen 3-monoid so desna neutralna niza 
(1,1)(1,1) .  

12. Na mno`estvoto G = ×Z Z  definirame ternarna operacija 3[ ] : G G→  so: 

1 1 2 2 3 3 1 2 3 1 2 3[( , )( , )( , )] ( , )x y x y x y x y x y x y= . 
Proveri dali ( , [ ])G  e semikomutativen 3-monoid so dve desni neutralni 
nizi (1,1)(1,1)  i ( 1, 1)( 1, 1)− − − − .  
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3.2. Nekoi svojstva na n-grupi 
 
]e razgledame nekoi svojstva na n -grupite vo vrska so pokrivkite na n -

grupa i  vo vrska so neutralnite elementi vo n -grupa.         

Teorema 2.1. Ako ( , )S ⋅  e pokrivka na n -grupata ( ),[ ]G , toga{ ( , )S ⋅  e grupa. 

Dokaz. Neka Sts ∈, . Toga{ iaas ...1= , jbbt ...1= , kade {to 1 1,..., , ,...,i ja a b b G∈  i 

11 −≤≤≤ nji . Neka 1 1,..., n ic c S− − ∈  se proizvolni elementi. Imaj}i go predvid 

toa {to ( ),[ ]G  e n -grupa, dobivame deka postojat ', "d d G∈  takvi {to 
1

1 1[ ' ]n i i
jd c a b− − = , 1

1 1 1[ "]i n ia c d b− − = . 

Ako stavime 1111 ...'... −−−= inj ccdbby , jin bbdccx ..."... 211 −−= , dobivame tyssx == , 

pa ( , )S ⋅   e asocijativna kvazigrupa, od {to sleduva deka ( , )S ⋅  e grupa. � 

Od Teoremata 3.1 proizleguvaat slednite tvrdewa. 

Posledica 2.1. Sekoja n -grupa e kratliva n -polugrupa. 

Dokaz. Neka ( ),[ ]G  e n -grupa i neka ( , )S ⋅  e pokrivka na ( ),[ ]G . Spored 

Teoremata 2.1 ( , )S ⋅  e grupa, pa zna~i e i kratliva polugrupa. Toga{ od 

Svojstvoto 2.2 od Gl. I, sleduva deka ( ),[ ]G  e kratliva n -polugrupa. �          

Svojstvo 2.1. Sekoja pokrivka od edna komutativna n -grupa e komutativna 
grupa. 

Dokaz. Neka ( ),[ ]G  e komutativna n -grupa, a ( , )S ⋅  pokrivka na ( ),[ ]G . Toga{ 

od Teoremata 2.1 sleduva deka ( , )S ⋅  e grupa. Neka ,a b G∈  se proizvolni 

elementi. Od toa {to ( ),[ ]G  e n -grupa, sleduva deka postojat 1,..., na a G∈  

takvi {to 1[ ... ]na a a= . Bidej}i ( , )S ⋅  e grupa, sleduva deka 1 1[ ... ] ...n na a a a a= = . 

Koristej}i ja komutativnosta na ( ),[ ]G , dobivame deka 

1 1 2 1 2 1 2 1( ... ) ( ... ) ( ... ) ( ... )n n n n nab a a b a a a b a ba a a ba a a−= = = = =  

1 1 1 1( ... ) ( ... )n n n nba a a b a a a ba− −= = = , 

od {to, ako se ima predvid deka G  e generatorno mno`estvo za ( , )S ⋅ , dobivme 

deka ( , )S ⋅  e navistina komutativna grupa.        � 

]e navedeme primer od koj mo`e da se vidi deka edna komutativna n -polu-
grupa mo`e da ima i nekomutativni pokrivki. 

Primer 2.1. Neka { }2 1G k k= + ∈N  e mno`estvoto od neparni broevi 

pogolemi od 1. Definirame 5-arna operacija [ ]  na G  so 
5

5
1

1
[ ] i

i
x x

=

=∑ . Spored 

Posl. 2.1 (b) od Gl. I, sleduva deka ( ),[ ]G  e 5 -polugrupa. Neka ( , )F ⋅  e slobod-
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nata polugrupa generirana od G , a α  e relacijata na F  definirana vo 

Teoremata 2.3 od Gl. I. Bidej}i 5 5
1 15 [ ], 7 [ ]x x≠ ≠ , za sekoi 1 2 3 4 5, , , ,x x x x x G∈ , 

dobivame deka 57 α u  ⇒  57=u , a isto taka u α 57  ⇒  57=u . Ottuka sleduva 
deka vo pokrivkata γFS =  imame 5775 ⋅≠⋅ . (Vo ovoj primer 57  e 

proizvodot na 5  i 7  vo slobodnata polugrupa F , a 75 ⋅  vo ( , )S ⋅ .)    

Svojstvo 2.2. Neka ( ),[ ]G  e n -polugrupa i ( ) 11 +−= nkm , kade {to 1≥k . 

Toga{ ( ),[ ]G  e n -grupa ako i samo ako ( ),[ ]G  e m -grupa. Pritoa, ( ),[ ]G  e 

komutativna n -grupa ako i samo ako taa e komutativna m -grupa. 

Dokaz. Od Posl. 2.1 (a) od Gl. I sleduva deka ( ),[ ]G  e m -polugrupa. Ostanuva 

da se doka`e deka za sekoi 1 1,..., ,ma a b G− ∈ , postojat ,x y G∈  takvi {to 
1 1

1 1[ ] [ ]m mb a x ya− −= = . Za 1=k , imame nm = . Zatoa neka 2≥k . Ako 

1 1,..., ,ma a b G− ∈  se proizvolni elementi i ako stavime 1
1[ ]m

na a−
− = , toga{ 

postojat elementi ,x y G∈  takvi {to 2
1[ ]na ax b− =  i 2

1[ ]nya a b− = , t.e. 
1 1

1 1[ ] [ ]m ma x ya b− −= = . Zna~i, ( ),[ ]G  e i m -grupa. Obratno, neka ( ),[ ]G  e m -grupa 

i neka 1 1,..., ,na a b G− ∈  se proizvolni elementi. Bidej}i ( ),[ ]G  e m -grupa, 

sleduva deka postojat 1,..., mc c G∈  takvi {to 1 1[ ]m
na c− = . Neka 1[ ]nd c= .  Toga{ 

postojat ,x y G∈  takvi {to 
2 2

1 1 1 1[ ] [ ]n m n m
n na dc x ya dc b− −
+ += = , 

t.e. 1 1
1 1[ ] [ ]n na x ya b− −= = . Spored toa, ( ),[ ]G  e n -grupa. 

Natamu, ako ( , )S ⋅  e pokrivka na n -grupata ( ),[ ]G , taa }e bide pokrivka i na 

m -grupata ( ),[ ]G , pa zaklu~okot za komutativnosta }e sleduva od Sv. 3.1.  � 

Vo [33] e doka`an i sledniot rezultat. 

Teorema 2.2. Neka ( ),[ ]G  e n -polugrupa. ( ),[ ]G  e n -grupa ako i samo ako 

postoi pokrivka ( , )S ⋅  na ( ),[ ]G  {to e grupa. 

Dokaz. Neka ( ),[ ]G  e n -grupa. Bidej}i ( ),[ ]G  e n -polugrupa, spored Teorema-

ta 2.3 od Gl. I, sleduva deka postoi polugrupa ( , )S ⋅  {to e pokrivka na ( ),[ ]G , a 

od Teoremata 2.1 sleduva deka ( , )S ⋅  e grupa. 

Obratno, neka ( , )S ⋅  e grupa {to e pokrivka na n -polugrupata ( ),[ ]G  i neka 

1 1,..., ,na a b G− ∈  se prizvolni elementi. Bidej}i ( , )S ⋅  e grupa imame deka 

( ) ( )1 1
1 1 1 1... , ...n nx a a b y b a a S− −

− −= = ∈ . Osven toa, G  e generatorno mno`estvo za 

( , )S ⋅ , pa postojat elementi 1,..., pc c G∈  takvi {to ( ) 1
1 1 1... ...n pa a c c−

− = . Koriste-

j}i go ova, dobivame deka 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 11 2 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1... ... ... ... ...
n nn n

n n n n px a a b a a a a b a a c c b
− −− − − −

− − − −= = = , 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
1 11 2 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1... ... ... ... ...
n nn n

n n n n py b a a b a a a a b a a c c
− −− − − −

− − − −= = = . 

Taka x , odnosno y , e prizvod od r  elementi od G , kade {to 

( )( ) ( ) ( )( )1 2 1 1 2 1 1r n n p n n p n= − − + − + = + − − + , 

pa x  i y  mo`e da se pretstavat kako proizvodi {to se opredeleni vo n -

polugrupata ( ),[ ]G , t.e. ,x y G∈  i 

( ) 11
1 1 1 1 1 1 1[ ] ... ... ...n

n n na x a a x a a a a b b−−
− − −= = = , 

( ) 11
1 1 1 1 1 1 1[ ] ... ... ...n

n n nya ya a b a a a a b−−
− − −= = = . 

Zna~i, za sekoi 1 1,..., ,na a b G− ∈ , postojat elementi ,x y G∈  takvi {to 
1 1

1 1[ ] [ ]n na x ya b− −= = . Spored toa ( ),[ ]G  e n -grupa.          � 

Slednata posledica ja dobivame kako specijalen slu~aj na Teoremata 2.2. 

Posledica 2.3. Neka ( ),[ ]G  e n -polugrupa. Toga{ ( ),[ ]G  e n -grupa ako i samo 

ako slobodnata pokrivka F  na ( ),[ ]G  e grupa.  �                                                                              

Osven toa va`i i slednoto tvrdewe: 

Posledica 2.4. Neka ( ),[ ]G  e n -polugrupa. Ako postoi pokrivka ( , )S ⋅  na 

( ),[ ]G  {to e grupa, toga{ sekoja pokrivka na ( ),[ ]G  e grupa. 

Dokaz. Neka ( ),[ ]G  e n -polugrupa i neka S  e pokrivka na ( ),[ ]G  {to e grupa. 

Toga{ spored Teoremata 2.2 ( ),[ ]G  e n -grupa, a spored Teoremata 2.1 sekoja 

pokrivka na ( ),[ ]G  e grupa.   �                                                                                                    

Teorema 2.3. n -grupoidot ( ),[ ]G  e asocijativna n -kvazigrupa ako i samo ako 

e n -grupa. 

Dokaz. Neka ( ),[ ]G  e asocijativna n -kvazigrupa. Jasno, toga{ ( ),[ ]G  e n -po-

lugrupa. Ako vo definicijata za n -kvazigrupa zememe 1=i  i ni =  dobivame 

deka za sekoi 1,..., na a G∈  postojat ,x y G∈  takvi {to 1 1
1 1[ ] [ ]n n

na x ya a− −= = . Toa 

zna~i deka ( ),[ ]G  e n -grupa. Obratno, neka ( ),[ ]G  e  n -grupa. Jasno, [ ]  e 

asocijativna operacija. Neka ( , )S ⋅  e pokrivka na ( ),[ ]G . Toga{ spored Teore-

mata 2.1 ( , )S ⋅  e grupa. Neka 1,..., na a G∈  i { }ni ,...,2,1∈  se prizvolni elementi. 

Bidej}i ( , )S ⋅  e grupa imame deka ( ) ( ) Saaaaax niii ∈= −
+

−
−

1
1

1
11 ...... . Osven toa, G  e 

generatorno mno`estvo za ( , )S ⋅ , pa postojat elementi 1,..., pc c G∈  takvi {to 

( ) ki ccaa ...... 1
1

11 =−
−  i ( ) pkni ccaa ...... 1

1
1 +

−
+ = , kade {to pk <≤1 . Koristej}i go toa
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se dobiva deka 

 ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )
1 11 1 2 1 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1... ... ... ... ... ...
n nn n

i i i n i i i i n i nx a a a a a a a a a a a a a a
− −− − − − − −

− + − − + += =  

( ) ( )( ) ( )( ) ( )
1 12 1 1 2

1 1 1 1 1 1... ... ... ...
n nn n

i i i i n i na a a a a a a a a
− −− − − −

− − + += =  

( ) ( ) ( ) ( ) 2
1

1
1

1
1

2
11 ............ −

+
−

+
−−

−= n
ni

n
pki

n
k

n
i aaccaccaa . 

Taka, x  e prizvod od r  elementi od G , kade {to 
( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) =−−+−−++−+−−= 211121 ninnkpnknir  

( )( ) ( )( ) ( )( )+−−=+−−++−−+−= 211121 nnnkpknini  

( ) ( )( ) 11211 +−−+=+−+ nnpnp . 

Zna~i, x  mo`e da se pretstavi kako proizvod {to e opredelen vo n -grupata 

( ),[ ]G , t.e. x G∈  i 

( ) ( )1 11
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1[ ] ... ... ... ... ... ...i n

i i i n i i i i n i n ia xa a a xa a a a a a a a a a a a− −−
+ − + − − + += = = . 

Neka y G∈  i 1
1 1[ ]i n

i ia ya a−
+ = . Toga{ inii aayaaa =+− ...... 111 . Bidej}i ( , )S ⋅  e grupa, 

va`i deka ( ) ( ) xaaaaay niii == −
+

−
−

1
1

1
11 ...... . Spored toa, za sekoi 1,..., na a G∈  i 

sekoj { }ni ,...,2,1∈ , postoi edinstven element x G∈  takov {to 1
1 1[ ]i n

i ia xa a−
+ = ,  pa 

( ),[ ]G  e asocijativna n -kvazigrupa.    � 

Doka`avme deka n -polugrupata ( ),[ ]G  e n -grupa ako i samo ako za sekoi 

1 2, ,..., na a a G∈  i za sekoj { }ni ,...,2,1∈  postoi edinstven element x G∈  {to go 

zadovoluva ravenstvoto 1
1 1[ ]i n

i ia xa a−
+ = . U{te pove}e, so koristewe na Posl.2.3 

vo [33] e doka`ano deka va`i i slednata 

Teorema 2.4. n -polugrupata ( ),[ ]G  e n -grupa ( 3n ≥ ) ako i samo ako postoi 

fiksen broj { }2,..., 1k n∈ −  takov {to za sekoi 1 2, ,..., na a a G∈ , postoi x G∈  

{to go zadovoluva ravenstvoto 1
1 1[ ]k n

k ka xa a−
+ = . 

Dokaz. Ako ( ),[ ]G  e n -grupa, toga{ tvrdeweto sleduva od Teoremata 2.3. 

Obratno, neka ( ),[ ]G  e n -polugrupa i neka { }2,..., 1k n∈ −  e fiksen broj takov 

{to za sekoi 1 ,..., nu u G∈ , postoi w G∈  {to go zadovoluva ravenstvoto 
1

1 1[ ]k n
k ku wu u−
+ = . Koristej}i ja Posledicata 2.3 dovolno e da doka`eme deka 

slobodnata pokrivka ( , )S ⋅  na ( ),[ ]G  e grupa.  

Neka ,a b S∈  se proizvolni elementi. Toga{ 1... ia a a= , 1... jb b b= , kade {to 

1 1,..., , ,...,i ja a b b G∈ . Neka 1 2 2,...,i nc c G+ − ∈  se proizvolno izbrani elementi. Od 

pretpostavkata sleduva deka postoi kx G∈  {to ja zadovoluva ravenkata 
2 2 2

1 1 1 1 1[[ ] ]i n n k n
i n k n ka c c x c b+ − −
+ + + − =  

i ky G∈  {to ja zadovoluva ravenkata 
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1 2 2 2
1 1 1[ [ ]]i k n i n i

i k i k n i jc y c c a b+ − + − −
+ + + − = . 

Stavaj}i 1 2 1 2 2 2... ... ...i n k k n k n jx c c x c c b b S+ + − + − −= ∈  dobivame 

1 1 2 1 2 2 2 1 2... ... ... ... ...i i n k k n k n j jax a a c c x c c b b b b b b+ + − + − −= = = , 

a stavaj}i 1 1 1 1 2 2... ... ...j i i k k i k ny b b c c y c c S− + + − + −= ∈  dobivame 

1 1 1 1 2 2 1 1 1... ... ... ... ...j i i k k i k n i j jya b b c c y c c a a b b b b− + + − + − −= = = . 

Zna~i, postojat ,x y S∈  takvi {to ax ya b= = , t.e. ( , )S ⋅  e asocijativna 

kvazigrupa, pa ( , )S ⋅  e grupa. Sega od Posledicata 2.3 sleduva deka ( ),[ ]G  e n -

grupa.  � 

Rezultatite od Sv. 2.2, Posl. 2.3, Sv. 2.1 i Teoremata 2.4 mo`e da se 
preformuliraat vo slednata: 

Teorema 2.5. Neka ( ),[ ]G  e n -polugrupa. Slednite tvrdewa se ekvivalentni: 

(a) ( ),[ ]G  e n -grupa. 

(b) ( ),[ ]G  e ( )1 1k n − + -grupa za sekoj k∈N . 

(v) Slobodnata pokrivka na ( ),[ ]G  e grupa. 

(g) Postoi pokrivka na ( ),[ ]G  {to e grupa. 

Ako 3n ≥ : 

(d) Postoi fiksen broj { }2,..., 1k n∈ −  takov {to za sekoi 1 2, ,..., na a a G∈  

postoi x G∈  {to go zadovoluva ravenstvoto 1
1 1[ ]k n

k ka xa a−
+ = . �                                   

Ovie karakterizacii na poimot n -grupa mo`e da se razgleduvaat kako 
drugi definicii za toj poim, ekvivalentni na def. 2. 

Slednata teorema pretstavuva u{te edna karakterizacija na poimot n -
grupa izlo`ena vo [33]. 

Teorema 2.6. Edna n -polugrupa ( ),[ ]G  e n -grupa ( 3n ≥ ) ako i samo ako postoi 

fiksen broj { }1,2,..., 2k n∈ −  takov {to za sekoi 1,..., kx x G∈ , postojat 

1 1,...,k nx x G+ − ∈ , takvi {to sekoj y G∈  gi zadovoluva ravenstvata 
1 1

1 1 1[ ] [ ]n n k
kx y yx x y− −
+= = . 

Dokaz. Neka  ( ),[ ]G  e n -grupa i neka { }1,2,..., 2k n∈ −  e fiksen. Spored Posle-

dicata 2.3, slobodnata pokrivka ( , )S ⋅  na ( ),[ ]G  e grupa. Neka e  e edinicata 

vo ( , )S ⋅  i neka 1,..., kx x G∈  se proizvolno izbrani elementi. Toga{, 

( ) 1
1 1... ...k kx x x x e− =  vo ( , )S ⋅  i ( ) 1

1...
i

kx x G− ∈ , za nekoj { }1,2,..., 1i n∈ − . Vo dokazot 

na Svojstvoto 2.2 od Gl. I vidovme deka 1ne G −∈ , pa ( ) 1 1
1...

n k
kx x G− − −∈ . Ova zna~i 

deka postojat elementi 1 1,...,k nx x G+ − ∈  takvi {to ( ) 1
1 1 1... ...k k nx x x x−

+ −= . Spored 

toa,
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1 1 1 1 1 1... ... ... ...k k n k n kx x x x x x x x e+ − + −= = . 

O~igledno e deka nizite 1
1
nx −  i 1

1 1
n k
kx x−
+  se 1-neutralni i n -neutralni, pa sekoj 

y G∈  go zadovoluva ravenstvoto  1 1 1
1 1 1[ ] [ ]n n k

kx y yx x y− − −
+= = . 

Obratno, neka ( ),[ ]G  e n -polugrupa i neka { }1,..., 2k n∈ −  e fiksen broj 

takov {to za sekoi 1,..., kx x G∈ , postojat 1 1,...,k nx x G+ − ∈  takvi {to sekoj y G∈  

go zadovoluva ravenstvoto 1 1
1 1 1[ ] [ ]n n k

kx y yx x y− −
+= = . Toga{ 1

1
nx −  e 1-neutralna, a 

1
1 1

n k
kx x−
+  e n -neutralna niza vo ( ),[ ]G . Neka ( , )S ⋅  e slobodnata pokrivka na 

( ),[ ]G . Spored dokazot na Svojstvoto 2.2 od Gl. I, elementot 1 1 1... ne x x −=  e leva 

edinica vo ( , )S ⋅ , a 2 1 1 1... ...k n ke x x x x+ −=  e desna edinica vo ( , )S ⋅ , pa 1 2e e e= =  e 

edinicata vo S . 
Neka 1... ia a a S= ∈  e proizvolen element. Ako i k= , toga{ od 

pretpostavkata sleduva deka postojat 1 1,...,k na a G+ − ∈  takvi {to 

1 1 1 1 1 1... ... ... ...k k n k n ka a a a a a a a e+ − + −= = , pa 1 1...k na a a S+ −′ = ∈  e inverzen element na a . 

Ako i k< , toga{ izbirame elementi 1,...,i kc c G+ ∈ , pa od pretpostavkata 

sleduva deka postojat 1 1 1 1,..., , ,...,k n k na a a a G+ − + −′ ′ ∈  takvi {to 

1 1 1 1 1 1 1 1... ... ... ... ... ...i i k k n i k k n ia a c c a a c c a a a a e+ + − + + −′ ′= = . 

Zna~i 1 1 1... ...i k k na c c a a S+ + −′ = ∈  e inverzen element na a . Ako i k> , toga{ 

izbirame elementi 1,..., n ic c G− ∈  i stavame 1 1[ ]n i ic c a−= . Od prethodnite dva 

slu~ai imame deka postoi inverzen element 1 2... na a −′ ′  na c , pa 

1 2 1... ...n n ia a a c c S− −′ ′ ′= ∈  e inverzen element na a . 

Spored toa, slobodnata pokrivka ( , )S ⋅  na ( ),[ ]G  e grupa, pa od Posl. 2.3 

sleduva deka ( ),[ ]G  e n -grupa.  � 

 
 

3.3. Neutralni i kosi elementi vo n-grupi.  

       Postova teorema  
 

Sekoja grupa ima neutralen element (edinica) i toa edinstven. Toa ne e 
slu~aj kaj n-arnite grupi za 2n > . Za sekoj 3n ≥ , postojat n -grupi {to nemaat 
edinica ili {to imaat pove}e od edna edinica. Mo{ne interesno e toa {to 
n-grupite koi{to imaat neutralen element se reducirlivi. Nereducirlivi-
te n-grupi nemaat neutralen element. Mno`estvoto od site neutralni ele-
menti od dadena n-grupa (ako ne e prazno) formira n-arna podgrupa od da-
denata n-grupa.  

Vo ovoj razdel }e navedeme i nekolku svojstva vo vrska so neutralnite 
elementi vo n -grupa, no i }e go vovedeme poimot kos element vo n -grupa i }e 
razgledame nekoi svojstva {to se odnesuvaat na kosite elementi vo n -grupa. 
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Pokraj toa, }e ja poka`eme i teoremata na Post za postoewe na pokriva~ka 
grupa za dadena n -grupa. 

Svojstvo 3.1. Za 3n ≥  postoi n -grupa [ ]( );G  vo koja sekoj a G∈  e neutralen 

element. 
Dokaz. Neka ( );G ⋅  e Klajnovata grupa i neka [ ]  e ternarna operacija na G   

definirana so  [ ]xyz x y z= ⋅ ⋅ , za sekoi { }, , 1, 2,3, 4x y z∈ . Toga{ za sekoi ,a x G∈  

va`i  [ ] [ ] [ ]xaa axa aax x= = = .  

]e dademe primer na n -grupa vo koja sekoj element e neutralen element. 

 Neka { }0,1,..., 2G n= − . Definirame n -arna operacija [ ]  na G  so 

( )1
1

[ ] mod( 1)
n

n
ix x n= −∑ , (ostatokot pri deleweto na zbirot na nxxx ,...,, 21  so 

1−n ). Jasno e deka ( ),[ ]G  e n -grupoid. Neka 1 2 2 1, ,..., nx x x G− ∈  i { }nji ,...,2,1, ∈  se 

proizvolni elementi. Koristej}i ja asocijativnosta na ( ),+Z  imame: 

∑∑∑∑∑∑
−

+=

−+

=

−

=

−

+=

−+

=

−

=

++=++
1211

1

1211

1

n

njk
k

nj

jk
k

j

k
k

n

nik
k

ni

ik
k

i

k
k xxxxxx . 

Bidej}i ( )modu v m≡ ⇔ ( )moda u b a v b m+ + ≡ + + , dobivame deka 

( ) ( )
1 1 2 1

1 1 2 1
1

1
[ [ ] ] mod( 1) mod( 1)

i i n n
i i n n

i i n k k k
k k i k i n

x x x x x n x n
− + − −

− + − −
+

= = = +

  
= + − + − =  

  
∑ ∑ ∑  

( ) ( )
1 11 1 2 1 2 1

1 1
mod( 1) mod( 1)

j j ni i n n n

k k k k k k
k k i k i n k k j k j n

x x x n x x x n
− + −− + − − −

= = = + = = = +

  
= + + − = + + − =       
∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑  

( ) ( )
1 1 2 1

1 1 2 1
1

1
mod( 1) mod( 1) [ [ ] ]

j j n n
j j n n

k k k j j n
k k j k j n

x x n x n x x x
− + − −

− + − −
+

= = = +

  
= + − + − =      
∑ ∑ ∑ . 

Spored toa, ( ),[ ]G  e n -polugrupa. 

Neka ( )
1

1
mod( 1)

n

n i
i

x y x x n
−

=

 
= = − − 

 
∑  e ostatokot pri deleweto na brojot 

∑
−

=

−
1

1

n

i
in xx  so 1−n . Toga{ imame deka ,x y G∈  i 1 1

1 1[ ] [ ]n n
nx x yx x− −= = , pa ( ),[ ]G  e 

n -grupa. Isto taka, ( )( )( ) ( )
1

1 2 1 2 1 2 2[ ] 1 mod( 1) mod( 1)
i n i
x x x x n x n x n x
− −

= + − − = − = . Spored 

toa, ( ),[ ]G  e n -grupa vo koja sekoj element e neutralen.  �                                                                                                 

Svojstvo 3.2. Za 3n ≥  postou n -grupa koja nema neutralen element. 
Dokaz. Neka { }( )1,2,3,4 ;⋅  e 3-grupata od primerot 1.1. Toga{ za sekoi ,a x G∈  

va`i 
[ ] ( ) 2axa a x aϕ= ⋅ ⋅ ⋅ ( ) 2a a xϕ= ⋅ ⋅ ⋅ ( )1 2xϕ= ⋅ ⋅ ( ) 2xϕ= ⋅ , 

odnosno, za sekoi ,a x G∈ , va`i ravenstvoto [ ] ( ) 2axa xϕ= ⋅ . Ottuka, za 1x =  i
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za sekoj a G∈ , dobivame deka [ ] ( )1 2 1a a = ≠ . � 

Eve u{te eden primer na n -grupa {to nema neutralen element. 

 Primer 3.1. Neka ( ),+Z  e aditivnata grupa na celite broevi i neka t  e 

pozitiven cel broj {to ne e deliv so 1−n . Definirame n -arna operacija [ ]  

na Z  so 1
1

[ ]
n

n
ix x t= +∑ . Jasno e deka ( ),[ ]Z  e n -grupoid. Neka 1 2 2 1, ,..., nx x x − ∈Z  i 

{ }nji ,...,2,1, ∈  se proizvolni elementi. Toga{, od asocijativnosta i komuta-

tivnosta na Z  imame deka 

1 1 2 1
1 1 2 1

1
1

[ [ ] ]
i i n n

i i n n
i i n k k k

k k i k i n
x x x x x t x t

− + − −
− + − −

+
= = = +

= + + + + =∑ ∑ ∑  

1 1 2 1
1 1 2 1

1[ [ ] ]
j j n n

j j n n
k k k j j n

k j k j k j n
x x t x t x x x

− + − −
− + − −

+
= = = +

= + + + + =∑ ∑ ∑ . 

Zna~i, ( ),[ ]Z  e n -polugrupa. Potoa, za txxyx
n

i
in −−== ∑

−

=

1

1
, imame deka 

1 1
1 1[ ] [ ]n n

nx x yx x− −= = , pa, spored toa, ( ),[ ]Z  e n -grupa. Da pretpostavime deka 

( ),[ ]Z  ima edinica e . Toga{ 
1

[ ]
n

x e x
−

=  ⇔  ( ) xtenx =+−+ 1  ⇔  ( )ent 1−−= , no 

toga{ brojot t  e deliv so 1−n , {to protivre~i na pretpostavkata deka t  ne e 

deliv so 1−n . Spored toa ( ),[ ]Z  e n -grupa {to nema edinica.                                                               

Zabele{ka. Pra{aweto za pridru`uvawe na edinica na n -grupa bez edinica 
ima smisla. Toa pra{awe e razgledano vo [10]. Odgovorot na ova pra{awe }e 
go razgledame vo sledniot paragraf. Imeno, na n -grupa bez edinica ne mo`e 
da í se pridru`i edinica.  

            Neka ( ,[ ])G  e n -kvazigrupa (koja ne mora da e n -grupa). Re{enieto na 

ravenkata 
1

[ ]
− −

=
i n i
a x a a  se narekuva i -ti kos element za a  i se ozna~uva so 

( )i
a . 

Zna~i, 
1 ( )

[ ]
− −

=
i n ii
a a a a . Ako ova ravenstvo va`i za sekoj 1,2,...,=i n , toga{ 

( )i
a  se 

narekuva kos element za a  i se ozna~uva so a  .  

Sekoj i -ti kos element vo n -grupa e kos, t.e. 
( )
=

i
a a  za sekoj 1,2,...,=i n . 

Imeno, }e poka`eme deka 
( ) ( )
=

i n
a a  za sekoj 1,2,...,=i n . Od definicijata na i -

ti kos element imame deka 
1 ( )

[ ]
−

=
n n
a a a , pa 

1 1 1( )
[[ ] ] [ ] [ ]

− − −
= =

n n n nn
a a a a a a , od kade 

{to, zaradi asocojativniot zakon, imame deka 
1 1( )

[ [ ] ] [ ]
− − − −

=
n i i n i i nn
a a a a a a  ili 

1 1 1( )
[ [ ] ] [ ]

− − − − − −
=

n i i n i i n i in
a a a a a a a a . Spored toa, 

1 ( )
[ ]
− −

=
i n in
a a a a , od {to sleduva deka 

( ) ( )
=

i n
a a . 

Lema 3.1. Neka ( ,[ ])G  e n -kvazigrupa. Ako a  e kos element za a , toga{
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2 2
[ ] [ ]

− − − −
= =

i n i n i i
x a a a a a a x x , 

za sekoj ∈x G  i 1,2,...,=i n . 

Dokaz. Da pretpostavime deka 
2

[ ] '
− −

=
i n i

x a a a x . Toga{ 
2 1 1

[[ ] ] [ ' ]
− − − −

=
i n i n n

x a a a a x a . 
Primenuvaj}i go asocijativniot zakon dobivame:  

2 1 2 1
[ [ ] ] [ ' ]

− − + − −
=

i n i n n
x a a a a x a , t.e. 

2 1
[ ] [ ' ]

− −
=

n n
xa a x a , 

od kade {to imame deka 
1 1

[ ] [ ' ]
n n

x a x a
− −
= , t.e. 'x x= . Analogno se poka`uva i 

vtoroto ravenstvo. � 

So pomo{ na poimot kos element mo`e da se vovede u{te edna definicija 
na n -grupa. 

Edna n -polugrupa ( ,[ ])G , 3n ≥ , se narekuva n -grupa ako za sekoi ,x y G∈ , 
postoi element 'x G∈  za koj va`at ravenstvata  

 

2 2

3 3

[ ' ] [ ']

[ ' ] [ ' ]

n n

n n

x x y y x x

xx x y y x x x

− −

− −

=

=
 (1.1) 

Svojstvo 3.2. Gornata definicija na n -grupa i definicijata na Dernte na 
n -grupa, se ekvivalntni.  

Dokaz. Ako ( ,[ ])G  e n -grupa vo smisla na Dernteovata definicija, toga{ 'x  
od ravenkite (1.1)  e kos element za x , za{to ako stavime y x= , }e dobieme 

1
[ ' ]

n
x x x

−
= . Ravenstvata (1.1) sleduvaat od Lemata 3.1, za , 1i n n= − . 

]e poka`eme deka od poslednata definicija na n -grupa, sleduva Dernteo-
vata definicijata na n -grupa. Dovolno e da poka`eme deka ravenkata 

1
1 1[ ]i n

ia xa b−
+ =  ima edinstveno re{enie za sekoi 1 ,n na G b G∈ ∈  i za sekoj 

1,2,...,=i n . ]e gi razgledame nizite 
3 3 3 3

1 1 2 2 2 2 1 1...
n n n n

i i i iC a a a a a a a a
− − − −

− − − −= , 
3 3 3 3

1 1 2 2 1 1...
n n n n

n n n n i i i iD a a a a a a a a
− − − −

− − + + + += . 
Da zabele`ime deka nizata C  ima dol`ina ( 1)( 2)i n− − , a nizata D  ima 
dol`ina ( )( 2)n i n− − . Ako pretpostavime deka postoi re{enie na ravenkata 

1
1 1[ ]i n

ia xa b−
+ = , toga{ dobivame  

 1
1 1[ [ ] ] [ ].i n

iC a xa D CbD−
+ =  (1.2) 

Dvete strani na poslednava ravenka imaat smisla, za{to, na primer, nizata 
CbD  ima dol`ina ( 1)( 2) 1 ( )( 2) ( 2)( 1) 1,i n n i n n n− − + + − − = − − + t.e. [ ]CbD  e 
prodol`en proizvod. ]e ja transformirame levata strana na ravenstvoto 
(1.2) so pomo{ na ravenstvata (1.1): 

       

3 3 3 3
1 1 1

1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 1 1 1 2 1

'
2 3 3 3

1 1
1 1 2 3 1 1 1 2 2 2 2 2 3 1

''

[ [ ] ] [ ] [ ... ]

[ '[ ] ] [ ... ]

n n n n
i n i n i n

i i i i i i i

C
n n n n

i n i n
i i i i i i

C

w C a xa D C a xa D a a a a a a a a a a xa D

C a a a a xa D a a a a a a a a xa D

− − − −
− − −

+ + − − − − +

− − − −
− −

+ − − − − +

= = = =

= = =




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2
1 1

2 2 3 4 1 3 4 1
3 2

1 1 1 1 1 1 1

[ ''[ ] ] [ '' ] ...

[ ] [[ ] ]

n
i n i n

i i
n n

n n
i i i i i i i

C a a a a xa D C a a xa D

a a a xa D a a x a D

−
− −

+ +

− −

− − − + − − +

= = = =

= =
 

Postapuvaj}i za D  sli~no kako za C , po nekolku ~ekori dobivame deka 
3 2

1 1 1 1 1[ ] [ ]
n n

i i i i iw xa a a x a a x
− −

+ + + + += = = . 
Spored toa, [ ]x CbD= . 

]e proverime dali elementot x , opredelen so ravenstvoto [ ]x CbD= , ja 

zadovoluva ravenkata 1
1 1[ ]i n

ia xa b−
+ = .  Od ravenkite (1.1) imame deka 

  

3
1 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
3 3

2 2
1 1 1 1 2 2 1 1 1 1 1 2 2 1

[ ] [ [ ] ] [ [ ] ]

[ [ ] ] [ [ ] ].

n
i n i n i n

i i i i i i
n n

i n i n
i i i i i i i i i i

a xa a CbD a a a a a C bD a

a a a a a C bD a a a a a a C bD a

−
− − −

+ + − − − +

− −
− −

− − − − + − − − − +

= = =

= =
 

Primenuvaj}i gi ravenkite (1.1) se dobiva deka  
1 2

1 1 1 2 2 1[ ] [ ]i n i n
i i ia xa a a C bDa− −
+ − += , 

a prodol`uvaj}i na ist na~in, se doa|a do 
1

1 1 1[ ] [ ]i n n
i ia xa bDa−
+ += . 

No, 
3 3

1
1 1 1 2 1 1 1 2 1 2 1 1 1 2 1 2 2[ ] [ ] [ [ ] ] [ ]

n n
i n n n n

i i i i i i i i i i i i ia xa bD a a a a a bD a a a a a bD a a
− −

−
+ + + + + + + + + + + + += = = . 

Prolol`uvaj}i natamu, na krajot dobivame deka  
3

1
1 1[ ] [ ]

n
i n

i n n na xa b a a a b
−

−
+ = = . 

Spored toa, ravenkata 1
1 1[ ]i n

ia xa b−
+ =  ima re{enie i toa re{enie e edinstveno.  

Teorema 3.1. Klasata V  od site n -grupi e mnoguobrazie, t.e. taa e zatvo-
rena vo odnos na podalgebri, homomorfni sliki i direktni proizvodi. 

Dokaz. Ova e jasno ako edna n -grupa ja definirame kako n -polugrupa 

[ ]( , , )G  taka {to  
2 2 2 2n n n n

x x y yx x x xy y x x
− − − −       = = =              

, 

za sekoi ,x y G∈ . Da zabele`ime deka na mno`estvoto G  se definirani edna 

n -arna i edna unarna operacija. � 

Kako {to porano be{e spomnato, ako ( , )G ⋅  e binarna grupa, toga{ ( , [ ])G , 

kade {to n -arnata operacija [ ]  e definirana so 1 1 2[ ] ...n
nx x x x= , e n-grupa. 

Podolu }e gi navedeme potrebnite i dovolnite uslovi za edna n-grupa da bide 
izvedena od binarna.  

Vo vrska so izlo`enoto pogore, se postavuva slednoto pra{awe. Mo`no 
li e n-grupata ( , [ ])G  da se smesti (t.e. da se vlo`i) vo po{iroka n-grupa 
( ', [ ])G  takva {to ( ', [ ])G  da bide izvedena od nekoja binarna grupa? Toa 
pra{awe e ekvivalentno so slednoto. Za binarnata grupa ( ', )G ⋅  velime deka e 
pokrivka (t.e. pokriva~ka grupa) za n-grupata ( , [ ])G  ako: 1) G  e mno`estvo 

generatori za ( ', )G ⋅ ;  2)  1 1 2[ ] ...n
nx x x x=  za koi bilo 1

n nx G∈ .  
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Spored toa, postavenoto pra{awe mo`e da se preformulira: Dali postoi 
pokriva~ka grupa za (koja bilo) dadena n-grupa? Pozitiven odgovor dava 
teoremata na Post.  

 

Teorema 3.2. (E. Post)  Za sekoja n -grupa postoi pokriva~ka grupa.  

Prethodno }e poka`eme nekolku svojstva na prodol`enite proizvodi. Za 
poednostavuvawe na zapisite na nizite od elementi od G  }e gi ozna~uvame so 
golemite bukvi od latinicata: 1

mA a= , 1
pB b= , itn. Pod AB  se podrazbira 

nizata 1 1
pma b . Da go ozna~ime so 0G  mno`estvoto od site nizi {to sodr`at  

( 1) 1 ( 1)k n k− + ≥  elementi. Ako 0A G∈ , toga{ [ ]A  e soodvetniot prodol`en 
proizvod na nizata A . Da napomeneme deka so A  se ozna~uva dol`inata na 
nizata A .  

Va`at slednite svojstva na prodol`enite proizvodi.  

1) Neka a G∈ . Ravenkite 
                                                  [ ] , [ ]Ax a yA a= =                                                   (3.1)  

imaat edinstveni re{enija. O~igledno, ovde  |A| ( 1)k n= −  za nekoj k , 1k ≥ .  
To~nosta na tvrdeweto sleduva od toa {to ravenkite (3.1) imaat re{enija vo 
izvedenata m -grupa ( , [ ]')G  od n -grupata ( , [ ])G , kade {to 1 1[ ]' [ ]m mx x=  i  

( 1)m k n= − +1.  

2) Ako ,a b G∈ , toga{ postojat nizi C  i D , takvi {to [ ]Ca b= , [ ]aD b= . 

Navistina, re{avaj}i ja ravenkata 1
2[ ]mxa a b− =  vo nekoja m -grupa kade {to 

( 1) 1m k n= − + , }e najdeme deka  x c= . Sledstveno, 1
2
mC ca −= .  

3) Neka nizata A  go zadovoluva ravenstvoto [ ]Aa a=   ili  [ ]  aA a= , za 

nekoj a. Toga{:  
                                                ( )x Q∀ ∈  [ ] [ ]xA Ax x= = .                                           (3.2)  

Nizata A , koja{to go zadovoluva ravenstvoto (3.2) za koj bilo x G∈ , 
vsu{nost e levo i desno neutralna niza. Nea }e ja nare~eme edini~na, a mno-
`estvoto od site takvi nizi }e go ozna~ime so GE . O~igledno, praznata niza 
0 e isto taka edini~na. Da zabele`ime deka, ako GA E∈ , toga{  |A| ( 1)k n= −  za 
nekoj priroden broj k .  

]e poka`eme deka za sekoj x G∈  va`at ravenstvata (3.2). Neka e daden 
element a G∈ . Spored svojstvoto 2), postoi najmalku edna niza A , takva {to 
[ ]Aa a= . Neka x  e koj bilo element od G . Pak spored 2), postoi niza F , takva 
{to [ ]x aF= . Sledstveno, [ ] [ [ ]]Ax A aF= = [[ ] ]Aa F = [ ] .aF x=  

Neka [ ] 'xA x= . Da go pretstavime A  vo vid 'yA . Toga{:  
[ ' ] [[ ] ] [[ ][ ']] [ [ ] '] [ '] [ '] [ ].x A xA A xA yA x Ay A xyA xyA xA= = = = = =   

No, od ravenstvoto [ ' ] [ ]x A xA= , sleduva deka 'x x= , t.e. [ ]xA x= .  

4) Neka R, S se dve nizi, takvi {to 0RS G∈ . Ako GA E∈ , toga{, o~igledno, 
i 0RAS G∈ . Vo toj slu~aj  

                                                    [ ] [ ].RAS RS=                                                           (3.3)
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Za da go doka`eme (3.3), da pretpostavime prvo deka 0S ≠ . Neka 'S aS= . 
Toga{ [ ] [ '] [ [ ] '] [ '] [ ].RAS RAaS R Aa S RaS RS= = = =    

Neka 0S = . Da go pretstavime R  vo vid 'R a . Toga{  

                                          [ ] [ ' ] '[ ]] [ ' ] [ ].RA R aA R aA R a R= = = =                                 (3.4) 
So toa, ravenstvoto (3.3) e poka`ano.  

Posledica 3.1.  Ako 0P G∈  i GA E∈ , toga{  
                                               [ ] [ ] [ ].PA AP P= =                                                             (3.5) 

Navistina, dovolno e vo (3.3) da se stavi 0, .R S P= =  Drugoto ravenstvo od 
(3.5) ne e ni{to drugo tuku (3.4).  

5) Neka R  e nekoja niza. Toga{ postojat nizi 'R  i "R  takvi {to 
', '' .GRR R R E∈  Navistina, neka a  e proizvolen element od G  i neka 1R  e koja 

bilo niza, takva {to 1 ( 1)aRR k n= − , za nekoj k . Ravenkata 1[ ]aRR x a=  ima 
edinstveno re{enie. Neka 1 'R x R=  i ' .RR A=  Toga{ [ ]aA a= , od kade {to 
spored svojstvoto 3), sleduva deka ' .GA RR E= ∈   

 
6) Neka A  i 'A  se nekoi nizi i neka za nekoi R  i S   

                                               [ ] [ ' ].RAS RA S=                                                          (3.6)  
Toga{ (3.6) va`i samo ako 0, ' .RAS RA S G∈   
 Navistina, neka (3.6) e ispolneto za nekoi R  i S . Spored 5), postojat 
nizi 'R  i 'S , takvi {to ' , ' .GR R SS E∈  Neka 0UAV G∈ . Toga{ 0'UA V G∈ , za{to 
od 0, 'RAS RA S G∈  sleduva deka 

1 (mod ( 1)) R A S n+ + ≡ −   i 

' 1 (mod ( 1)) R A S n+ + ≡ − . 

Ottuka ' (mod ( 1))A A n≡ − . Bidej}i 0UAV G∈ , sleduva deka   

1 (mod ( 1)) U A V n+ + ≡ − , od kade {to 

' 1 (mod ( 1)) U A V n+ + ≡ − , t.e. 

0UAV G∈ . Koristej}i go svojstvoto 4), dobivame  

[ ] [ ' ' ] [ '[ ] ' ]UAV UR RASS V UR RAS S V= = [ '[ ' ] ' ] [ ' ' ' ]UR RA S S V URR A SS V= = [ ' ].UA V=   

 Sega mo`eme da pristapime kon dokazot na teoremata. Neka Γ  e 
mno`estvoto od site nizi na elementite od G , vklu~uvaj}i ja i praznata niza 
0. Mno`estvoto Γ   e polugrupa vo odnos na operacijata konkatenacija na 
nizi: 1 1

pmAB a b= , kade {to 1 1, pmA a B b= = . O~igledno, praznata niza e edinica 
na taa polugrupa.  

 Da definirame binarna relacija θ  na Γ  na sledniov na~in:  

'A Aθ   ako i samo ako e ispolneto (3.6) za nekoi nizi R  i .S  

Lesno se sogleduva deka θ  e ekvivalentnost. Simetri~nosta i refleksivnos-
ta se o~igledni. Neka 'A Aθ  i ' "A Aθ . Spored definicijata na θ , ispolneti 
se ravenstvata 
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                                          [ ] [ ' ], [ ' ] [ " ]RAS RA S UA V UA V= =                                    (3.7)  

za nekoi , , ,R S U V ∈Γ . No, od vtoroto ravenstvo na (3.7), spored svojstvoto 6), 
sleduva deka [ ' ] [ " ]RA S RA S= , za{to 0[ ' ] .RA S G∈ Sledstveno, [ ] [ ' ]RAS RA S= , t.e. 

"A Aθ . U{te pove}e, θ  e kongruencija. Navistina, neka ', 'A A B Bθ θ  i neka 

0RABS G∈ . Toga{, spored svojstvoto 6), dobivame deka va`at ravenstvata 
[ ] [ ' ] [ ' ' ]RABS RA BS RA B S= = , od kade {to, pak, ' '.AB A Bθ   

 Da ja razgledame sega faktor-polugrupata /Γ θ . Elementi na ovaa 
polugrupa se klasite kongruencii ( )K A , kade {to ( )K A  go ozna~uva mno`es-
tvoto od site nizi B , takvi {to B Aθ . O~igledno, ( ) ( ) ( ).K A K B K AB=  Edna 
od klasite kongruencii e (0)K , koja{to, spored svojstvoto 4), se sovpa|a so 

.GE  Klasata (0)K , o~igledno e edinica na polugrupata /Γ θ . Spored 
svojstvoto 5), sekoj element od  /Γ θ  ima inverzen: ako zememe klasa ( )K R , 
toga{ postoi niza ',R  takva {to ' GRR E∈ , t.e. ( ') (0)K RR K=  i, sledstveno, 

( ) ( ') (0).K R K R K=  Spored toa, /Γ θ  e grupa.  

 Neka a e proizvolen element od G . ]e poka`eme deka od b aθ , kade 
{to b G∈ , sleduva deka .a b=  Navistina, [ ]b bA=  za nekoja niza GA E∈ . No, od  
b aθ  sleduva deka [ ] [ ]bA aA= , pa [ ] .b aA a= =  Zna~i, klasata ( )K a , kade {to 
a G∈ , sodr`i samo eden element od G  (imeno elementot a). Zatoa klasata 

( )K a  }e ja ozna~ime so a, t.e. ( ) .K a a=   

 Neka 1[ ]nb a=  i neka C  e niza, takva {to 0.bC G∈  Toga{: 

1 1[ ] [[ ] ] [ ].n na C a C bC= =  

Sledstveno, 1 ,nb aθ  t.e. 1( ) ( ),nK b K a=  od kade {to dobivame  

1 2 1 2( ) ( ... ) ( ) ( )... ( )n nK b K a a a K a K a K a= = ,    t.e. 

  1 1 2[ ] ...n
nb a a a a= =  . 

So toa teoremata e doka`ana. � 

Zada~i 

1. Vo ternarna grupa ( ,[ ])G  za sekoi , ,x y z G∈  va`at slednive identiteti: 

    a) [ ] [ ] [ ]xxx xxx xxx x= = =    b) [ ] [ ] [ ] [ ]yxx yxx xxy xxy y= = = =    

    v) [ ] [ ]xyz z yx=                     g) x x= . 

2. Ternarna polugrupa ( ,[ ])G  so unarna operacija : x x→  e ternarna grupa 

ako i samo ako se zadovoleni identitetite [ ] [ ]yxx xxy y= = . 

3. Ternarna polugrupa ( ,[ ])G  e idempotentna ternarna grupa ako i samo ako 
se zadovoleni identitetite [ ] [ ]yxx xxy y= = .    

4*. Ternarna grupa {to zadovoluva eden od identitetite [ ]xyx y=  ili 
[ ]xyx y= , e komutativna. 

5*. Za koja bilo ternarna grupa ( ,[ ])G  postoi binarna grupa ( *, )G ∗  i  nejzina 
normalna podgrupa 0 *G G  , takva {to 0 2* /G G ≅ Z  i [ ]xyz x y z= ∗ ∗  za 
sekoi , ,x y z G∈ . 
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3.4. Izvodni n-grupi 
 

]e gi razgledame takanare~enite izvodni n -grupi, prvpat vovedeni od 
Dernte vo [9].  

Neka [ ]( ),G  e n -grupa. Ako na mno`estvoto G  postoi r -grupa [ ]( ), rG  

taka {to ( ) 11 +−= rkn  i 1 1
n n

r
x x   =    , za sekoj element 1

n nx G∈ , toga{ [ ]( ),G  

se narekuva izvodna n -grupa od r -grupata [ ]( ), rG .  

Ako edna n -grupa [ ]( ),G  ne e izvodna od proizvolna r -grupa [ ]( ), rG , za 

sekoj nr <≤2 , toga{ [ ]( ),G  se narekuva primitivna n -grupa.  Potrebnite i 

dovolnite uslovi koga nekoja n -grupa e izvodna na r - grupa gi dal Post. 
Prethodno }e go vovedeme poimot ekvivalentni nizi. 

Neka [ ]( ),G  e n -grupa, k  e priroden broj i neka 1
i ia G∈ , 1

i ib G∈ , kade {to 

1 ( 1)i k n≤ ≤ − . Za nizite 1
ia  i 1

ib  velime deka se ekvivalentni ako za nekoja 

niza ( 1) 1 ( 1) 1
1 1
j k n i j k n ic d G− + − − − + −∈  va`i ravenstvoto 

( 1) 1 ( 1) 1
1 11 1 1 1

j i k n i j j i k n i jc a d c b d− + − − − + − −   =    . 

Teorema 4.1. Neka [ ]( ),G  e n -grupa i r  e priroden broj razli~en od 1, takov 

{to ( ) 11 +−= rkn . Toga{ [ ]( ),G  e izvodna od r -arnata grupa [ ]( ), rG  ako i 

samo ako 

 1) postoi niza 1
1
−re  na elementi od [ ]( ),G , taka {to za sekoj element 

x  od [ ]( ),G   nizite 1
1
−rxe  i xer 1

1
−  se ekvivalentni; 

 2) nizata 1 1 1
1 1 1...r r re e e− − −  so dol`ina 1−n  e neutralna niza vo [ ]( ),G .  

Dokaz. Neka n -grupata [ ]( ),G  e izvodna od r -arnata grupa [ ]( ), rG . Neka 1
1
−re  

e neutralna niza na r -grupata [ ]( ), rG . Toga{, za sekoj element x  od [ ]( ), rG  

va`at ravenstvata 1 1
1 1
r r

r r
xe e x x− −   = =    . Neka 1

n r n ra G− −∈ . Toga{: 

1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1
n r r n r r n r r n r r

r r
a xe a xe a e x a e x− − − − − − − −       = = =        . 

Ottuka i od definicijata za ekvivalentni nizi zaklu~uvame deka 1
1
−rxe  i 

xer 1
1
−  se ekvivalentni nizi, za sekoj x  od [ ]( ),G , pa zna~i va`i 1). 

Neka a  e element od [ ]( ),G . Toga{ jasno e deka i a  e element od 

[ ]( ), rG . Imame: 
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 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1

[ ... ] [ ... ] [[ ] ... ] [ ... ]r r r r r r r r r r r
r r r r

k k k k

a e e e a e e e ae e e a e e− − − − − − − − − − −

− −

= = =
   

 

                                      aaeeeaeeae r
r

r

k

rr
r

k

rr
r

r ===== −

−

−−

−

−−− ][...]...[]...][[ 1
1

2

1
1

1
1

2

1
1

1
1

1
1



, 

i zatoa 1 1 1
1 1 1...r r re e e− − −  so dol`ina 1−n  e neutralna niza vo [ ]( ),G , odnosno 

va`i 2). 

Obratno, neka va`at uslovite 1) i 2). Na mno`estvoto G  definirame r -

arna operacija [ ] r  so  1 1 1
1 1 1 1 1

1

[ ] [ ... ]r r r r r
r

k

x x e e e− − −

−

=


, za sekoj rr Xx ∈1 . ]e poka`eme 

deka [ ]( ), rG  e r -grupa. Neka 1212
1

−− ∈ rr Xx . Toga{: 

]......[]...]...[[]][[
1

1
1

1
1

1
1

12
1

1

1
1

1
1

1
11

1

1
1

1
1

1
1

12
1

1

1
1

1
1

1
11

12
11



−

−−−−
+

−

−−−

−

−−−−
+

−

−−−−
+ ==

k

rrrr
r

k

rrrr

k

rrrr
r

k

rrrr
r

r
rr

r eeexeeexeeexeeexxx  

2 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1

1 1 1 1

[ ... ... ] [ ... ... ]r r r r r r r j j r r r r r r r r
j rj

k k k k

x e e e e e e x x x e e e e e e− − − − − − − + − − − − − − −
+ ++

− − − −

= = =
 

 

1 1 1 2 1 1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 1

1 1 1 1

[ ... ... ] [ [ ... ] ... ]j j r r r r r r r r j j r r r r r r r r
j r j rj j

k k k k

x x e e e x e e e x x e e e x e e e+ − − − − − − − + − − − − − − −
+ + + ++ +

− − − −

= = =
   

 

r
r

rjr
rj

j
j xxx ]][[ 12

111
−
++

+
+= , 

kade {to 1...,,2,1 −= rj . Zna~i, r -arnata operacija [ ] r  na G  e asocijativna. 

Neka 1 1
1 ,r ra G a G− −∈ ∈ . Bidej}i [ ]( ),G  e n -grupa, sleduva deka za 

1 1 1 ( 1)
1 1 1...r r r k ra e e G− − − −∈  i a G∈  postojat ,x y G∈  taka {to aeeexa

k

rrrr =
−

−−−− ]...[
1

1
1

1
1

1
1

1
1



 i 

1 1 1 1
1 1 1 1

1

[ ... ]r r r r

k

a e e e y a− − − −

−

=


. Ottuka 1
1[ ]r

rxa a− = , a od 1) sleduva deka 

 r
r

k

rrrrr

k

rrrr

k

rrrr yaeeeyayeeeeayeeeaa ][]...[...]...[]...[ 1
1

1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

2

1
1

1
1

1
1

1
1

1

1
1

1
1

1
1

1
1

−

−

−−−−−

−

−−−−

−

−−−− =====


.  

Zna~i, [ ]( ), rG  e r -grupa. Ostanuva u{te da doka`eme deka [ ]( ),G  e 

izvodna od [ ]( ), rG . Neka 1
n nx G∈ . Imame: 

        r
rk

rk
rk
rk

r
r

r
r

r
r

n xxxxxx ]...[][ 1)1(
2)1)(1(

1)1)(1(
2)1)(2(

23
2

12
111

+−
+−−

+−−
+−−

−−
+=  

                 ]...]...]......]...[[...[[
1

1
1

1
1

1)1(
2)1)(1(

1

1
1

1
1

1)1)(1(
2)1)(2(

1

1
1

1
1

23
2

12
1

1

1
1

1
11



−

−−+−
+−−

−

−−+−−
+−−

−

−−−−
+

−

−−=
k

rrrk
rk

k

rrrk
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k

rrr
r

r
r

k

rrr eexeexeexxeex  

                 ][]............[]...[ 1

1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
11

)1(

1
1

1
11

n

k

k

rr

k

rr

k

rrn

kk

rrn xeeeeeexeex ===

−

−−−−−−

−

−−

  



. � 
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Od Teoremata 4.1 sleduva deka n -grupata [ ]( ),G  e izvodna od binarnata 

grupa ( ),G ⋅  akko  n
n xxxx ⋅⋅⋅= ...][ 211 , za sekoj 1

n nx G∈ . 

Kako posledici od Teoremata 4.1  proizleguvaat slednite dve svojstva: 

Posledica 4.1. Edna n -grupa [ ]( ),G  e izvodna od binarnata grupa ( ),G ⋅  ako i 

samo ako [ ]( ),G  ima edinica.  

Dokaz. O~igledno, binarnata operacija ⋅  se definira so ravenstvoto 

][
2

2121

−

=⋅
n
exxxx ,  kade {to 1 2,x x G∈ . � 

Posledica 4.2. Neka [ ]( ),G  e kone~na n -grupa so red g  i NZD 1)1,( =−ng . Ako 

[ ]( ),G  ima edinica, toga{ taa e edinstven idempotenten element vo 

[ ]( ),G . 

Dokaz. Neka e  e edinicata vo [ ]( ),G . Toga{ od xeeexxexeex
nn

⋅====⋅
−−

][][
22

, 

za sekoj x G∈ , sleduva deka e  e edinica vo binarnata grupa ( ),G ⋅ . Neka ε  e 

drug idempotenten element vo [ ]( ),G . Toga{, εεε == ][
n

n  i ottuka en =−1ε . 

Bidej}i 11≥−n  i NZD 1)1,( =−ng , sleduva deka e=ε . �  

 

3.5. Pretstavuvawe na n-grupa preku binarna grupa 

 
Opisot na n-grupa, vo op{t slu~aj, bara pro{iruvawe na nositelot na n-

grupata za da se dobie nositelot na grupata vo koja se smestuva dadenata n-
grupa. Ima i drug opis na n -grupa, vo koj ne se pro{iruva osnovnoto mno`es-
tvo, no zatoa pak, n -arnata operacija ne e obi~no pro{iruvawe na binarnata 
operacija od grupata. Toj opis e nare~en teorema na Hossu-Gluskin (M. 
Hosszu: On the explicit form of n-group operations, Publ. Math., 10 No 1−4 (1963), 
88−92 i L. M. Gluskin: Pozicionnìe operativì, Matem. sb. 68 (1965), 
444−482).  
 Doka`anata teorema na Post poka`uva deka sekoja n-grupa ( , [ ])G  e 
izvedena od binarna, me|utoa zadadena na pogolemo mno`estvo 'G G⊇ . Se 
postavuva pra{awe: ne mo`e li na nekoj na~in da se pretstavi n-grupata  
( , [ ])G  so pomo{ na binarna grupa opredelena na istoto toa mno`estvo G ? 
Podolu e doka`ano deka toa e vozmo`no. Prethodno }e doka`eme dve lemi.  

Lema 5.1. Neka  ( , [ ])G   e n-grupa. Toga{ postoi binarna grupa ( , )G  , takva 

{to 1[ ]nx   ima vid 1 1 2[ ] ( ... )n
nx x x xϕ=    , kade {to ϕ  e nekoja permutacija na 

mno`estvoto G   i 1 2 1 2 3... (...(( ) ) ... ).n nx x x x x x x=        

Dokaz. Neka e a nekoj fiksiran element od G . Da gi vovedeme oznakite:  
1 2

1[ ] ( ), [ ( ) ].
n n
a x x x y a x yϕ ϕ
− −

−= =
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O~igledno, ϕ  e permutacija na mno`estvoto G , a ( , )G   e kvazigrupa.  

Da go transformirame 1[ ]nx , imaj}i gi predvid poslednite dve 
ravenstva:  

1 2
1 1

1 1 2 1 2 3[ ] [[ ( )] ] [ [ ( ) ] ]
n n

n n nx a x x a a x x xϕ ϕ
− −

− −= = =
1

1
1 2 3[ [ ( )] ]

n
na a x x xϕ

−
− =             

2 2 2
1

1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 1[ [ ( ) ] ] [ , , ] ... [ , ... , ]
n n

n n
n naa a x x x x a x x x x a x x x xϕ

− −
−

−= = = = =       
2 1 1 2

1
1 2 1 1 2 1 1 2[ [ ( ... )] ] [ [ ( ... )] ] ( ... ).

n n n n

n n n n na a x x x x a a x x x x x x xϕ ϕ ϕ
− − − −

−
− −= = =          � 

Lema 5.2. Neka vo grupata ( , )G ⋅  e ispolneto ravenstvoto  

                              1 1 2 2( ) ( ) ... ( )n nx x x aα α α⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = 1 1 2 2( ) ( ) ... ( ) ,n nx x x bβ β β⋅ ⋅ ⋅ ⋅                 (5.1)      

za site ix G∈ , kade {to  ,i iα β   se avtomorfizmi na grupata ( , )G ⋅   (i = 1,2, ..., 
n),  ,a b  se nekoi elementi od  G .  Toga{  a b= ,  i iα β=   (i = 1, 2, …, n).  

Dokaz. Ako stavime prvo  1ix =  (1 e edinicata na grupata  ( , )G ⋅  ) za site  i = 1, 
2,…, n,  }e dobieme  a b= . Kratej}i go ravenstvoto (5.1) so a b=  i stavaj}i  

1ix =  za site  i k≠  (1 )k n≤ ≤ , }e dobieme  ,k k k kx xα β=   od kade {to sleduva deka  
.k kα β=  � 

 Pretstavuvawe na n-grupa ( , [ ])G  preku nekoja binarna grupa, define-
rana isto taka na mno`estvoto G , dava slednata teorema, poznata pod imeto 
Teorema na Hossu-Gluskin. Za da mo`eme da go sledime dokazot na ovaa 
teorema }e gi definirame poimite izotop na kvazigrupa i kvaziavtomorfi-
zam. 

Edna kvazigrupa ( ,[ ]')G  e izotop na kvazigrupa ( ,[ ])G ([ ]  i [ ]'  imaat ista 

arnost n  i se definirani na isto mno`estvo G ) ako postoi niza 1
1( )nT α +=  

od permutacii na mno`estvoto G  takvi {to  
1

1 1 1[ ]' ([ ( ) ])n n
n i ix xα α−
+=  

za site 1
n nx G∈ . Oznaka: [ ]' [ ]T= . Nizata T  za koja va`i gornoto ravenstvo se 

narekuva izotopija. Permutacijata iα  se narekuva i -ta komponenta na 
izotopijata T . 

Edna izotopija T  se narekuva avtotopija na kvazigrupa ( ,[ ])G , ako 

[ ] [ ]T=  . Edna permutacija ϕ  se narekuva kvaziavtomorfizam ako postoi 

avtotopija od oblik 1
1( , )nT α ϕ+= . 

Teorema 5.1. (M. Hossu, L. M. Gluskin)  Neka ( , [ ])G  e n-grupa. Postoi 
binarna grupa ( , )G ⋅  i avtomorfizam θ  na taa grupa, taka {to va`i 
ravenstvoto  

2 2 1
1 1 2 3 1[ ] ( ) ( ) ... ( ) ( )n n n

n nx x x x x x cθ θ θ θ− −
−= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ , 

kade {to c  e nekoj element od G , pri {to se ispolnuvaat uslovite  

                                                  1 1( ) , ( )n x cxc c cθ θ− −= = ,                                         (5.2) 

za sekoj x G∈ .    
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Dokaz. Spored lemata 5.1, n-grupata ( , [ ])G  ima pretstavuvawe   

                                                       1 1 2[ ] ( ... )n
nx x x xϕ=    ,                                          (5.3)        

kade {to ( , )G   e nekoja binarna kvazigrupa, ϕ   e nekoja permutacija na mno-
`estvoto G , a 1 2 ... nx x x    ozna~uva 1 2 3(...(( ) ) ... ).nx x x x     
Vo ( , [ ])G  e ispolneta (1,2)-asocijativnosta:  

                                               2 1 1 2 1
1 1 1 2 2[[ ] ] [ [ ] ].n n n n

n nx x x x x− + −
+ +=                                      (5.4)          

Da go transformirame (5.4), koristej}i go (5.3):  

1 2 1 2 1 1 2 1 2 2 1( ( ... ) ... ) ( ( ... )   ... )n n n n n nx x x x x x x x x xϕ ϕ ϕ ϕ+ − + + −=            . 

Po skratuvaweto dobivame  

                                        1 1 1 2 1( ... ) ( ... )n n nx x x x x xϕ ϕ+ +=      .                               (5.5)            

Da ja vovedeme permutacijata λ :   
( ) .x x bλ =   

Vo (5.5), da gi zamenime 3 4, ,..., nx x x  so b :  

                              2 2
1 2 1 1 2 1( ( )) ( ( ) ).n n

n nx x x x x xϕ λ ϕ λ− −
+ +=                                (4.6)                   

Neka so 

2 2( , ) ( ( )) , ( , ) , ( , ) ( ), ( , ) ( )n nA x y x y B x y x y C x y x y D x y x yϕ λ ϕ λ− −= = = =     

se definirani ~etiri novi binarni operacii. Toga{ (5.6) go dobiva oblikot 

1 2 1 1 2 1( ( , ), ) ( , ( , ))n nA B x x x C x D x x+ += . 

Spored teoremata za ~etiri kvazigrupi koja glasi: Ako ~etiri 
kvazigrupi ( ,[ ] )iG , 1,2,3,4i =  se svrzani so op{tiot asocijativen zakon 

1 2 3 4( ( , ), ) ( ( , ))A A x y z A xA y z= , 

toga{ site ( , )iG A  se izotopni so edna ista grupa, (i koja ovde ja 
naveduvame bez dokaz), kvazigrupite ( , )G A , ( , )G B , ( , )G C  i ( , )G D  se izotopni 
so edna ista grupa ~ija operacija }e ja ozna~uvame so ( ⋅ )1. Specijalno, ne 
gubej}i od op{tosta, ovde smetame deka kvazigrupata so operacija ( )  e 
glavno izotopna na kvazigrupata so operacija ( ⋅ ), pa B = ( )  e glavno izotop-
na na grupata so operacija ( ⋅ ) , t.e.  

( ) ( ).x y x yα β= ⋅  

Da premineme vo (5.6) kon operacijata ( ⋅ ):  

               2 2 1
1 2 1 1 2 1( ( ( ( ) ( )))) ( ) ( ( ( ( ( ) )))).n n

n nx x x x x xα ϕ λ α β β β ϕ α λ β− − −
+ +⋅ ⋅ = ⋅ ⋅      (5.7)                

Primenuvaj}i ja lemata 5.1, zaklu~uvame deka βϕ  e kvaziavtomorfizam na 
grupata ( , )G ⋅ .  

1 Da se re{i edna funkcionalna ravenka 1 2 3 4( ( , ), ) ( ( , ))A A x y z A xA y z= , zna~i da se 

opredelat ~etiri (binarni) kvazigrupi ( , ), 1, 2,3, 4iG A i =  koi{to se povrzani preku 
ravenkata. (Podatalno mo`e da se pro~ita vo ~etvrtata glava na [1].)     
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Sega vo (5.5) da stavime 4 5 1... :nx x x b+= = = =  

2 2
1 2 3 1 2 3( ( ( ))) ( ( )).n nx x x x x xλ ϕ λ ϕ λ− −=     

Da premineme na ( ⋅ ) :  

3 2
1 2 3 1 2 3( ( ( ( ( ) ( ))))) ( ) ( ) ( ( ( ( ) ( )))),n nx x x x x xλ ϕ λ α α β β α β ϕ λ α β− −⋅ ⋅ = ⋅ ⋅  t.e.  

                                        3 2 1
1 2 3 1 2 3( ( ) ) ( )n nx x x x x xλϕλ α βϕλ αβ− − −= .                       (5.8)                         

Primenuvaj}i ja lemata 5.1 na (5.8) zaklu~uvame deka  1,α αβ γ− =  se kva-

ziavtomorfizmi na grupata ( , )G ⋅ . Ottuka sleduva deka i 1β γ α−=  se kvaziav-
tomorfizmi na grupata ( , )G ⋅ . Bidej}i βϕ  e isto taka kvaziavtomorfizam, 
sleduva deka i ϕ  e kvaziavtomorfizam na grupata ( , )G ⋅ . Kvaziavtomor-
fizmite  ,α β  i ϕ   mo`e da se pretstavat vo vid 

                      0 0 0( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( )x x a x x b x x fα α β β ϕ ϕ= ⋅ = ⋅ = ⋅ ,                           (5.9)                    

kade {to 0 0 0, ,α β ϕ  se avtomorfizmi na grupata ( , )G ⋅ , a  , ,a b f  se nekoi 

elementi od G . Imaj}i gi predvid ravnstvata (5.3) i (5.4), 1[ ]nx  }e go dovedeme 
do vidot  
                                              1 1 1 1 2 2 2[ ] ( ) ( ) ... ( )n

n n nx x a x a x aα α α=                              (5.10)                           

kade {to iα  se avtomorfizmi na grupata ( , )G ⋅ , a ia  ( 1,2, ,i n= … )  se elementi 
od G .  Go transformirame (5.10) vo  

1 1 1
1 1 1 1 2 2 1 1 2 3 3 2 1

1 1 1
1 2 1 1 2 1 1 2 1

[ ] ( ) ( ( ) )( ( ) )...

         ... ( ... ( ) ... )( ... ).

n

n n n n n n

x x a x a a a x a a

a a a x a a a a a a a

α α α

α

− − −

− − −
− − −

=
 

Sledstveno, 1[ ]nx  mo`e da se pretstavi vo oblikot  

                                              1 1 1 2 2[ ] ( ) ( )... ( )n
n nx x x x cγ γ γ= ,                                      (5.11) 

kade {to iγ   ( 1,2, ,i n= … ) se avtomorfizmi na grupata ( , )G ⋅ , a  c   e nekoj ele-
ment od G .  
 Koristej}i go ravenstvoto (5.11), vo (5.4) mo`e da se premine kon ope-
racijata ( ⋅ ):  

  1 1 1 2 2 2 1 2 1

1 1 2 1 2 2 3 1 3 2 2 1

( ( ) ( )... ( ) ) ( )... ( )
( ) ( ( ) ( )... ( ) ) ( )... ( ) .

n n n n n

n n n n n

x x x c x x c
x x x x c x x c

γ γ γ γ γ γ
γ γ γ γ γ γ γ

+ −

+ + −

=

=
 

Sreduvaj}i go ovoj izraz, dobivame: 
2
1 1 1 2 2 1 1 2 1

1 1 2 1 2 2 1 2

( ) ( ( ))... ( ( )) ( ) ( )
( ) ( ( ))... ( ( )) ( ),

n n n

n n

x x x c x
x x x c

γ γ γ γ γ γ γ
γ γ γ γ γ γ

+

+

=

= ⋅
 

t.e.  

                                 
2
1 1 1 2 2 1 1 1

1 1 2 1 2 2 1 2

( ) ( ( ))... ( ( )) '( ) ( )
( ) ( ( ))... ( ( )) ( ),

n n n

n n

x x x x c
x x x c

γ γ γ γ γ γ γ
γ γ γ γ γ γ

+

+

⋅ ⋅ =

= ⋅
                   (5.12)              

kade {to 1
1 1'( ) ( ) ( ( )) .x c x cγ γ γ −= ⋅ ⋅   

Da ja primenime Lemata 5.1  na (5.12): 
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   2 2
1 1 1 2 2 1 1 3 2 1 2 1 1 2 1 2 2, , , ... , , , ' ;i i n n nγ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ γ− −= = = = = =      (5.13) 

                                                 1 2( ) ( ).c cγ γ=                                                                (5.14)                              

Od ravenstvata (5.13) dobivame deka 1γ ε= , a i rekurentnoto ravenstvo  

                                                   1 2 1 ( )i i i nγ γ γ γ −= ≤                                                   (5.15)                                              
i ravenstvoto  
                                                          1

2 2' .nγ γ γ γ −=                                                       (5.16)                  

Od (5.15) nao|ame deka  1
2
i

iγ γ −=   ( 1,2, ,i n= … ).  Od (5.14) dobivame deka  

                                                            2 ( )c cγ = ,                                                         (5.17)       
a na krajot, od (5.16) nao|ame  

1 1 1
2 2 2 2'( ) ( ) ( ),n nx x xγ γ γ γ γ− − −= =  

              1 1
2 1 1( ) '( ) ( ) ( ( )) ,n x x c x cγ γ γ γ− −= = ⋅ ⋅      ili 

                                                            1 1
2 ( ) .n x cxcγ − −=                                              (5.18) 

So toa e dobieno slednoto pretstavuvawe za 1[ ]nx : 

2 1
1 1 2 2 2 3 2[ ] ( ) ( ) ... ( )n n

nx x x x x cγ γ γ −= , 

pri {to uslovite (5.2), spored (5.17) i (5.18), isto taka se ispolneti 2( ).θ γ=  

So toa, teoremata e doka`ana. � 

Posledica 5.1. Ako n-grupata ( , [ ] )G  ima edinica, toga{ taa mo`e da se 

pretstavi vo vidot 1 1 2[ ] ...n
nx x x x=    , kade {to ( , )G   e nekoja binarna 

grupa.  
So drugi zborovi, ako n-grupata ima edinica, toga{ taa e izvedena od 

binarna grupa.  

Dokaz. Neka e e edinica na n-grupata ( , [ ])G . Toga{ va`i ravenstvoto 
1

[ ]
n

ex e x
−

= , za site x G∈ . Sledstveno, 2 1( ) ( )... ( ) .ne x e e c xθ θ θ − ⋅ =  Specijalno, za 

1x =  (1 e edinicata na grupata ( , )G ⋅ ) dobivame 2 1( ) ( )... ( )ne e e e c cθ θ θ − ⋅ = , od 
kade {to  
                                                   2 3 1 1( ) ( )... ( ) .ne e e eθ θ θ − −=                                       (5.19)                

Spored toa, 1 1( ) , ( ) .e x e x x e xeθ θ− −= =  Specijalno, ( )x eθ = , pa ravenstvoto 

(5.19) dobiva vid 2 1,ne c e− −=  od kade {to 1 .nc e −=  Sega, lesno e da se doka`e 
na{eto tvrdewe:  
     2 2 1

1 1 2 3 1[ ] ( ) ( )... ( ) ( )n n n
n nx x x x x x cθ θ θ θ− −
−= =  

            1 2 2 ( 2) 2 ( 1) 1 1 1 1 1 1
1 2 3 1 2 3( )( )...( )( ) ... .n n n n n

nx e x e e x e e xe e xe e x e x e x e e x− − − − − − − − − − − − −= =                

Neka 1 .xe y x y− =   O~igledno, ( , )G   e grupa (binarna). Sledstveno, 

1 1 2[ ] ...n
nx x x x=    , {to i treba{e da se doka`e.  �  

Zabele{ka. Vo [3] avtorite poso~uvaat deka vo formulacijata na teoremata 
na Hossu-Gluskin se zboruva za n-grupa ( , [ ])A  i za nekoja binarna grupa 
( , )A  . Ovie grupi imaat zaedni~ki nositel A . Avtorite zabele`ale deka E.
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Post ja formuliral i ja doka`al ovaa teorema zemaj}i izomorfna slika na 
podmno`estvo 0 1 2 1 1 2 1{ ... | , ,..., }n nA x x x x x x A G− −= ∈ ⊆  (kade {to G  e grupa gene-
rirana od mno`estvoto A  i n -arnata operacija [ ]  so binarnata operacija 

na G  se svrzani so ravenstvoto [ ]1 2 1 2... ...n nx x x x x x= ⋅ ⋅ ⋅ , za sekoi 1,..., nx x A∈ ), 

namesto grupa ( , )A  . Mno`estvoto 0A  e normalna podgrupa od grupata G  i se 
narekuva asocirana grupa na n-grupata ( , [ ])A . Pokraj toa, avtorite na [3] 
komentiraat deka kratok i ubav dokaz na ovaa teorema dal E. I. Sokolov vo 
trudot О теореме Глускина-Хоссу для n-групп Дёрнте, Мат. исследования.– 
Вып.39.– С.187–189, koristej}i go poimot kos element.         

Misleweto na avtorite na [3]  e deka otsustvoto na imeto na E. Post vo 
imeto na teoremata e gre{ka {to mora da bide popravena vo interes na 
istoriskata vistina. Izgleda deka Hossu ne znael za rezultatite na Post, a 
va`no e da se zabele`i deka Gluskin ne gi izu~uval n-arnite grupi, tuku 
ispituval golema klasa na algebarski sistemi, nare~eni pozicioni operati-
vi, kade {to dobil golem broj rezultati. Teoremata na Post-Hossu-Gluskin e 
me|u brojnite posledici na rezultatite na Gluskin.  

]e ja razgledame primenata na teoremata na Hossu-Gluskin vo slednovo 
svojstvo. 

Svojstvo 5.1.  Za sekoj 2n >  postoi najmalku edna n -polugrupa ( n -grupa) na 
koja ne mo`e da í se pridru`i n -arna edinica. 

Dokaz. Dovolno e da poka`eme deka za sekoj 2n >  postoi najmalku edna n -
grupa {to nema neutralni elementi.  

Prvo }e ja razgledame multiplikativnata grupa (3, )G T K=  od triagolni 

matrici od oblik 

1
0 1
0 0 1

x y
z

 
 
 
  

, kade {to K  e pole so karakteristika 0p ≠ . 

Toga{, preslikuvaweto : G Gθ →  definirano so 

1 1
0 1 0 1
0 0 1 0 0 1

x y x y
z z

α
θ β
   
   =   
      

, 

kade {to α  e primitiven koren na edinicata so stepen 1n −  i 1αβ = , e 

avtomorfizam na G . Ne e te{ko da se proveri deka mno`estvoto G  so 

operacijata [ ] : nG G→  definirana so  

2 1
1 2 1 2 3[ , ,..., ] ( ) ( ) ... ( )n

n nA A A A A A A Bθ θ θ −= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ,  

kade {to 

1 0 1
0 1 0
0 0 1

B
 
 =  
  

, e n -grupa.  

Ovaa grupa ne sodr`i nitu eden n -aren neutralen element. 
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Imeno, koga A  bi bil nejzin neutralen element, toga{ bi imale 
[ , , ,..., ] [ , , ,... ]X A A A A X A A= , za sekoj X G∈ . Od definicijata na operacijata 
[ ] , mo`eme da zaklu~ime deka ( ) ( ) ( )X A A X X Aθ θ θ⋅ = ⋅ = ⋅ , od {to sleduva deka 

( )X Xθ = , za sekoj X G∈ , {to ne e to~no. Zna~i, ( ,[ ])G  e n -grupa bez 
neutralni elementi. � 

                                        
Zada~i 
 
1. Proveri deka mno`estvoto (3, )G T K=  od Svojstvoto 4.1, zaedno so opera-

cijata [ ] : nG G→  definirana so  
2 1

1 2 1 2 3[ , ,..., ] ( ) ( ) ... ( )n
n nA A A A A A A Bθ θ θ −= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ,  

kade {to 

1 0 1
0 1 0
0 0 1

B
 
 =  
  

, e n -grupa, a θ  e avtomorfizam na G  definiran kako 

vo Svojstvoto 2.3. 

2. Neka C  e mno`estvoto od kompleksnite broevi i neka ε  e 1n − -viot pri-
mitiven koren na edinicata. Toga{ 3G =C  so operacijata 

•x y 1 2 3 1 2 3 1 1 2 2 1 3 3 3( , , ) ( , , ) ( , , )x x x y y y x y x y x y x y= • = + + + +  

e grupa i 2
1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , )x x x x x xθ ε ε ε=  e avtomorfizam na G . Proveri deka 

( ,[ ])G , kade {to operacijata [ ]  e definirana so 

2 1
1 2 1 2 3[ , ,..., ] ( ) ( ) ... ( )θ θ θ −= • • • • n

n nx x x x x x x  

e n -grupa bez n -arni neutralni elementi. 

 
 



 
 

 
    

Glava IV          Cikli~ni  n-polugrupi 
                                 i cikli~ni  n-grupi 

    
 

4.1. Cikli~ni i homogeni n-polugrupi 
 
Vo ovoj razdel }e definirame cikli~ni i homogeni n -polugrupi, no pret-

hodno }e go vovedeme poimot n -aren stepen na element od n -polugrupa 

( ),[ ]G .  

Neka k  e nenegativen cel broj i neka a  e element na n -polugrupa ( ),[ ]G . 

Elementot od G , ozna~en so simbolot ka , se narekuva k -ti n -aren stepen 

na a  ako 0a a=  i 
( 1) 1k n

ka a
− + =   

 . 

Zna~i, dopu{teni k -ti n -arni stepeni na a  se:  

0a a= , 1 n
a a =   

, 
2 12 n

a a
− =   

, 
3 23 n

a a
− =   

, ... 

Da zabele`ime deka 
11

k nka a a
−

+  =   
. Mno`estvoto od site k -ti n -arni ste-

peni na a  e generirano od elementot a G∈ . Nego }e go ozna~uvame so a .  

Svojstvo 1.1. Ako 1 2, ,..., in n n  se nenegativni celi broevi i a  e koj bilo ele-

ment od n -polugrupa, toga{: 

 a) 1 2 1 2 1 2( 1)( )n n n n n n na a − + += ;      b) 1 21 2 ... 1... i in n n nn na a a a + + + +  =  . 

Dokaz.  a) 
2

( 1) 1
( 1) 1 ( 1) 1 ( ( 1) 1)( ( 1) 1) ( 1) ( )( 1) 1

( )
s n

s n r n r n s n rs n r s n
r s ra a a a a

− +
− + − + − + − + − + + − +         = = = = =              

 

                                 
( ( 1) ( ))( 1) 1

( 1)
rs n r s n

rs n r sa a
− + + − +

− + + = =  
 . 

 
b) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 21 2 1 1 1 1 1 1 ( ... ) 1 ( ... 1) 1 1... ...n n n nr r n r n r n r r r n n r r r nr ra a a a a a a a− + − + − + + + + − + + + + + − += = = =             

 81  
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           1 2 ... 1nr r ra + + + += .  � 

Razgleduvaj}i gi stepenite na a , mo`eme da sogledame dva slu~aja: 
 I) Koi bilo dva dopu{teni k -ti n -arni stepeni na a  ne se me|usebe 
ednakvi, pa mno`estvoto  

                0a a= , 1
n

a a =   
, 

2 1
2

n
a a

− =   
, 

3 2
3

n
a a

− =   
,..., 

( 1) 1k n
ka a

− + =   
, ... 

e beskone~no prebrojlivo mno`estvo. 
II) Postojat dva nenegativni celi broevi r  i s  takvi {to r s<  i 

r sa a= . Bez da izgubime od op{tosta, mo`eme da pretpostavime deka s  e 
najmaliot mo`en takov nenegativen cel broj. Neka p s r= − , pri {to 

r r pa a += . Toga{, so indukcija po k  ( 0k ≥ ), se poka`uva deka r r kpa a += . Od 
druga strana, za sekoj nenegativen cel broj m , imame deka m kp i= + , kade {to 

0k ≥ , 0 i p≤ < . Zna~i, ( )r m r kp i r ia a a+ + + += = . Ova zna~i deka sekoj dopu{ten 

stepen na a  po ( 1)s − -viot, e element na mno`estvoto  
1 1{ , ,..., }r r s

aG a a a+ −= . 

Da zabele`ime deka x ya a=  ako i samo ako (mod ( 1))x y p n≡ − . Spored 

toa, redot na a  e s r p= + , kade {to p  e redot na aG  (period na a ), a r  e 

indeks na a .  

Za edna n -polugrupa ( ),[ ]G  se veli deka e cikli~na (ili monogenerirana) 

ako G a= , za nekoj a G∈ . 

Mno`estvoto aG  e zatvoreno vo odnos na istata n -arna operacija vo 

( ),[ ]G , pa spored toa e n -potpolugrupa od ( ),[ ]G .  

Edno podmno`estvo I  od n -polugrupa ( ),[ ]G  se narekuva i -ideal vo G  

ako 1[ ]i n iG IG I− − ⊆ , za nekoj 1,2,...,i n= . Po dogovor, 0 1 1[ ] [ ]n nG IG IG− −= , 
1 0 1[ ] [ ]n nG IG G I− −=  i 0 0[ ]G IG I= . Ako I  e i -ideal vo G  za sekoj 1,2,...,i n= , 

toga{ I  se narekuva ideal  vo G . 
Imaj}i ja predvid gornata definicija, se poka`uva deka aG  e ideal vo 

a . Vsu{nost, aG  e minimalen ideal vo a , za{to ako ax G∈  i ix  pripa|a na 

koj bilo ideal aI G⊆ , toga{ od svojstvo na  n -grupi, postojat 1n −  elementi 

1 2 1 1, ,..., , ,...,i i n ax x x x x G− + ∈  takvi {to 1 2 1 1[ ... ... ]i i i nx x x x x x x− + = . Zna~i, x I∈ , pa spo-

red toa aG I= . Maksimalnosta na aG  kako n -podgrupa e o~igledna. 

]e poka`eme deka aG  e n -grupa vo smisla na Postovata definicija za n -

grupa. Zaradi nejzinata o~igledna komutativnost, dovolno e da se poka`e 
deka ravenkata  

11 2[ ... ]nr kr k r k r ka a a x a−++ + += ,
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ima re{enie za koe bilo mno`estvo od nenegativni celi broevi 

1 10 , ,..., nk k k p−≤ < . No, r yx a +=  e re{enie na gornata ravenka ako i samo ako  
1

1
(mod ( 1))

n

i
i

r k r y r k p n
−

=

+ + + = + −∑ . 

Ova zna~i deka  
1

1
( 1)( ) 0 (mod ( 1))

n

i
i

n r k k y p n
−

=

− + − + ≡ −∑ , t.e. 

1

1
0 (mod )

n

i
i

r k k y p
−

=

+ − + ≡∑ . 

Bidej}i poslednava kongruentna ravenka sekoga{ ima edinstveno re{enie 
po y , 0 y p≤ < , sleduva deka po~etnata ravenka isto taka ima edistveno 

re{enie. Spored toa, aG  e n -grupa. 

Sega, za da poka`eme deka aG  e cikli~na, dovolno e da poka`eme deka za 

sekoj nenegativen cel broj 0m ≥ , va`i 

( )r m p r ma a+ += , 

i deka postoi cel broj N  takov {to nitu eden pomal ne- 0  dozvolen stepen 

na r Na +  od p -tiot e ednakov sam na sebe, t.e. deka 

{ }1 1, ( ) ,..., ( )r N r N r N p
aG a a a+ + + −= . 

 Za sekoj i , ( )r m i r ma a+ +=  ako i samo ako  

( ) ( 1) ( ) (mod ( 1))r m i n r m i r m p n+ − + + + ≡ + − . 

Zna~i,        ( 1)(( ) ( 1) ) 0 (mod ( 1))n r m i n i p n− + − + ≡ − , 

pa spored toa,    (( )( 1) 1) 0 (mod )r m n i p+ − + ≡ . 

 Ako stavime i p= , toga{ sme go dobile prviot rezultat {to e spomnat 

pogore. Deka navistina postoi cel broj N  sleduva od postoeweto na 
beskone~no mnogu prosti broevi od oblikot ( 1) 1k n − + . Ako ( )( 1) 1r N n+ − +  go 

ozna~uva koj bilo od ovie prosti broevi {to e razli~en od prostite 
mno`iteli na p , toga{  

(( )( 1) 1) 0 (mod )r N n i p+ − + ≡ ako i samo ako 0 (mod )i p≡ . 

Sledstveno, { }1 1, ( ) ,..., ( )r N r N r N p
aG a a a+ + + −= . 

 Seto pogore iska`ano go sublimirame vo slednava 

Teorema 1.1. Neka ( ),[ ]G  e n -polugrupa i neka a G∈ .  Ako n -polugrupata a  

generirana od a  e beskone~na, toga{ site dozvoleni stepeni na a  se me|use-

be razli~ni. Ako a  e kone~na, toga{ postoi cel broj r  (nare~en indeks na 

a )  i postoi cel broj p  (nare~en period na a ), takov {to r r pa a +=  i  
0 1 1{ , ,..., }r pa a a a + −= ,
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kade {to r p+  e redot na a . Pokraj toa, { }1 1, ,...,r r r p
aG a a a+ + −=  e 

maksimalna cikli~na n -potpolugrupa i mininimalen ideal vo a . � 

 Slednive tvrdewa se o~igledni posledici: 

Posledica 1.1. Postoi cikli~na n -polugrupa so indeks r  i period p , za 

sekoj par od nenegativni celi broevi r  i s . � 

Posledica 1.2. Dve kone~ni cikli~ni n -polugrupi se izomorfni ako i samo 
ako imaat ist indeks i ist period. � 

Posledica 1.3. Koi bilo dve beskone~ni cikli~ni n -polugrupi se izomor-
fni. � 

Posledica 1.4. Ako edna n -polugrupa e i -kratliva za koj bilo fiksen 

1,2,...,i n= , toga{ sekoj element so kone~en red ima indeks 0. � 

 Sporedeno so obi~nite polugrupi, edna kone~na cikli~na n -polugru-

pa a  ne sekoga{ sodr`i idempotententen element, t.e. element e , takov 

{to 1e e= .  

Da ja razgledame, na primer, 3-polugrupata  
3 5 7 9 11 13

{ ,[ ],[ ],[ ],[ ],[ ],[ ]}G a a a a a a a=  

generirana od element a  takov {to 
7 15

[ ] [ ]a a= . Toga{ 
3

[ ] [ ]aaa a= , 
3 3 3 9

[[ ][ ][ ]] [ ]a a a a= , 
5 5 5 7

[[ ][ ][ ]] [ ]a a a a= , 
7 7 7 13

[[ ][ ][ ]] [ ]a a a a= , 
9 9 9 11

[[ ][ ][ ]] [ ]a a a a= , 
11 11 11 9

[[ ][ ][ ]] [ ]a a a a=  i 
13 13 13 7

[[ ][ ][ ]] [ ]a a a a= . 

Vo taa smisla, go dobivame slednov zna~aen rezultat. 

Teorema 1.2. Za sekoj element a  so kone~en indeks r  i period p  od edna n -

polugrupa ( ),[ ]G , a  sodr`i edinstven idempotent ako i samo ako kongru-

entnata ravenka 

( 1) 0 (mod )n x r p− + ≡  

ima re{enie vo mno`estvoto na nenegativni celi broevi. Ako toa postoi, 

toga{ idempotentot vo a  e istovremeno neutralen element vo aG . 

Dokaz.  Elementot r xa +  e idempotenten ako i samo ako  

(mod ( 1))n r x r x p n+ ≡ + −  

ili                                     ( 1) 0 (mod ( 1))n r x p n− + ≡ − ,  

pa zna~i, ako i samo ako  ( 1) 0 (mod )n x r p− + ≡ . 

 Potseti se (od teorija na broevi) deka vakva linearna kongruentna 

ravenka ima re{enie ako i samo ako NZD ( 1, )n p−  e delitel na ( 1) 1r r n= − + . 

Jasno, ova e mo`no samo toga{ koga NZD ( 1, ) 1n p− = , pa spored toa mo`e da 

ima samo eden idempotent vo a . 
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Sega, za da poka`eme deka elementot r xa +  takov {to 

( 1) 0 (mod )n x r p− + ≡ , t.e. idempotentniot element vo a , e neutralen 

element vo aG , }e zememe proizvolen element r ya +  od aG . Bidej}i 

( ( 1) 1)( 1) 1 ([( )( 1) 1] ( ))( 1) 1
( )( 1) 1 (mod ),

nr n x y n r x n r y n
r y n p

+ − + + − + = + − + + + − + ≡
≡ + − +

 

toga{ ( 1) 1[ ... ... ] ,r x r x r x r y r x r x nr n x y r ya a a a a a a a+ + + + + + + − + + += =  za sekoj nenegati-

ven cel broj y . �  

Posledica 1.5. Vo obi~na polugrupa (t.e. vo 2-polugrupa), polugrupata 
generirana od eden element, ako e od kone~en red, ima edinstven idempoten-
ten element. � 
 Ova e jasno, za{to vo ovoj slu~aj 1 1n − = . 

Posledica 1.6. (Post) Edna cikli~na n -grupa ( ),[ ]G  ima edinstven idempo-

tent ako i samo ako nejziniot red e zaemno prost so 1n − . � 

 Edna n -polugrupa ( ),[ ]G  e  periodi~na ako i samo ako sekoj element od 

( ),[ ]G  ima kone~en red, t.e. e kone~na n -polugrupa. Taa se narekuva homogena 

ako i samo ako za sekoj element a G∈ , a  sodr`i idempotent.  

 Eden n -aren algebarski sistem ( ),[ ]G  se narekuva entropi~en ako i 

samo ako 

11 12 1 21 22 2 1 2 11 21 1 12 22 2 1 2[[ ... ][ ... ]...[ ... ]] [[ ... ][ ... ]...[ ... ]]n n n n nn n n n n nna a a a a a a a a a a a a a a a a a=  

za sekoja n n×  matrica [ ]ija  so elementi od G . 

 O~igledno, komutativnosta povlekuva entropija, pa ako postoi neut-
ralen element, toga{ entropijata ja povlekuva i komutativnosta i asocija-
tivnosta. 

 Pred da prodol`ime natamu, zgodno e da gi pogledneme slednive dve 
lemi. 

Lema 1.1. Mno`estvoto od site nenegativni celi broevi formira komuta-
tivna polugrupa so operacija *  definirana so: 

1 2 1 2( )s s s sa a∗ =  ili 1 2 1 2 1 2( 1)s s s s n s s∗ = − + + . � 

 Proverkata na ova tvrdewe e direktna. Pokraj toa, mo`e da se proveri 

deka 1
1 2 1 2

1
... ( , ,..., )( 1)

n
i

n i n
i

s s s s s s nσ −

=

∗ ∗ ∗ = −∑ , kade {to iσ  ja ozna~uva i -tata 

elementarna simetri~na funkcija na s -ovcite. 

 So indukcija po m  se poka`uva slednava 
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Lema 1.2. Za sekoj cel broj 0m ≥  i koe bilo mno`estvo elementi 1 2, ,..., nx x x  

{to pripa|aat na eden entropi~en n -aren sistem, va`i slednovo 

ravenstvo  1 2 1 2[ ... ] [ ... ]m m m
n nx x x x x x= . � 

Teorema 1.3. Entropi~na i homogena n -polugrupa ( ),[ ]G  e disjunktna unija 

od n -potpolugrupi ( ),[ ]eG , nare~eni maksimalni unipotentni n -potpolu-

grupi od ( ),[ ]G , sekoja od koja sodr`i samo eden idempotent e G∈  takov 

{to 
1 2 1 2[ ... ][ ... ]

n ne e e e e eG G G G⊆ , za koe bilo mno`estvo 1 2, ,..., ne e e  od idempotenti 

vo G . 

Dokaz.  Neka E  e mno`estvoto od site idempotentni elementi vo G . Bidej}i 

( ),[ ]G  e entropi~na n -polugrupa, sleduva deka E  e n -potpolugrupa od ( ),[ ]G .  

 Za sekoj e E∈ , neka { : 0}za nekoj cel broj  m
eG x x e m= = ≥ . Ako 'e e≠ , 

kade {to , 'e e E∈ , toga{ 'e eG G∩ =∅ . Za{to, koga ne bi bilo taka, rx e=  i 
sx e=  za nekoj x G∈ . No, toga{ 

( ) ( ) ' 's r s r s s r s r re e x x x x e e∗ ∗= = = = = = = , 

{to e kontradikcija.  

 Mno`estvoto eG , za sekoj e E∈ , e isto taka n -polugrupa nad istata n -

arna operacija definirana vo G . Za{to, ako 1 2, ,..., n ex x x G∈ , taka {to 

1 2
1 2 ... nmm m

nx x x e= = = = , 

za nekoi nenegativni celi broevi 1 2, ,...., nm m m , toga{ 

11 2 1 2 2 1 1... ... ... ...
1 2 1 2[ ... ] (( ) ) (( ) ) ...(( ) ) [ ... ]n n n n nm m m m mm m m m m m m

n nx x x x x x ee e e−∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= = = . 

Od homogenosta na ( ),[ ]G  sleduva deka e
e E

G G
∈

=


. 

 Kone~no, neka 
11 ex G∈ , 

22 ex G∈ , . . ., 
nn ex G∈ , kade {to 1 2, ,..., ne e e E∈  se 

takvi {to 1
1 1

mx e= , 2
2 2

mx e= , . . ., nm
n nx e=  za nekoi nenegativni celi broevi 

1 2, ,...., nm m m . Toga{  

 11 2 1 2 2 1 1... ... ... ...
1 2 1 2 1 2[ ... ] (( ) ) (( ) ) ...(( ) ) [ ... ]n n n n nm m m m mm m m m m m m

n n nx x x x x x e e e−∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗= = . 

Ottuka sleduva i rezultatot deka 
1 2 1 2[ ... ][ ... ]

n ne e e e e eG G G G⊆ . � 

 Edna n -polugrupa ( ),[ ]G  e silno reverzibilna  ako i samo ako za sekoi 

1 2, ,..., nx x x G∈  postojat nenegativni celi broevi 1 2, , ,..., nm m m m  takvi {to  

(1) ( 2) ( )

1 2 (1) (2) ( )[ ... ] [ ... ]nm m mm
n nx x x x x xϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ=  

za sekoja permutacija ϕ  na broevite 1,2,..., n . 
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 Zabele`i deka sekoja komutativna n -polugrupa e silno reverzibilna. 

Teorema 1.4. Silno reverzibilna i homogena n -polugrupa ( ),[ ]G  e disjunk-

tna unija od maksimalni unipotentni n -potpolugrupi ( ),[ ]eG . Pritoa, 

sekoja od niv sodr`i samo eden idempotent e  takov {to 

1 2 1 2[ ... ][ ... ]
n ne e e e e eG G G G⊆ , za koe bilo mno`estvo 1 2, ,..., ne e e  od idempotenti vo 

G . 

Dokaz. Jasno e deka silnata reverzibilnost povlekuva deka idempotentite vo 
G  formiraat n -potpolugrupa E . 

 Neka { : 0}za nekoj cel broj  m
eG x x e m= = ≥  e definirano kako vo 

Teoremata 1.3 i neka 1 2, ,..., n ex x x G∈  taka {to 1 2
1 2 ... nss s

nx x x e= = = =  za nekoi 

nenegativni celi broevi 1 2, ,...., ns s s . Silnata reverzibilnost povlekuva deka 

postojat nenegativni celi broevi 1 2, , ,..., nm m m m  takvi {to  

(1) ( 2) ( )

1 2 (1) (2) ( )[ ... ] [ ... ]nm m mm
n nx x x x x xϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ=  

za sekoja permutacija ϕ  na broevite 1,2,...,n . Imaj}i predvid deka elementi-

te na desnata strana komutiraat dobivame deka  

(1) ( 2) ( )1 2 1 2

1 1 2 1 1

... ...
1 2 (1) (2) ( )

... ... ...
1 2

[ ... ] [ ... ]

... [ ... ] .

nn n

n n n n

m m ms sm s s s s
n n

s s m sm s m s s
n

x x x x x x

x x x ee e e

ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗ ∗

= =

= = =
 

Dokazot na ostatokot od teoremata e ist kako vo Teoremata 1.3 osven {to se 
koristi komutativnosta na odredeni stepeni na elementi od G . � 

 
Zada~i 
 

1. Poka`i (so indukcija po 0k ≥ ) deka r r kpa a += , kade {to p s r= −  i  s  e 

najmaliot mo`en nenegativen cel broj za koj va`i r sa a= . 

2. Poka`i deka x ya a=  ako i samo ako (mod ( 1))x y p n≡ − , kade {to p s r= −  

i  s  e najmaliot mo`en nenegativen cel broj za koj va`i r sa a= .  

3. Poka`i deka aG  e ideal vo a . 

4. Poka`i deka aG  e maksimalna n -podgrupa od G . 

5. Ako edna n -polugrupa e i -kratliva za koj bilo fiksen 1,2,...,i n= , toga{ 

sekoj element so kone~en red ima indeks 0. 
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4.2. Generatorni mno`estva i cikli~ni n -grupi 
 
 

Sli~no kako vo prethodniot paragraf, }e zapo~neme so poimot za n -
aren stepen na element od n -arna grupa. 

Neka s  e cel broj i a  e element od n - grupa ( ,[ ])G . Toga{ s -ti n -
aren stepen na elementot a  go narekuvame onoj element od G , {to }e go 
ozna~uvame so ][sa , za koj: 

1) ako 0=s , toga{ aa s =][ ; 

2) ako 0>s , toga{ 
( 1) 1

[ ]
s n

sa a
− + =   

; 

3) ako 0<s , toga{ ][sa  e re{enie na ravenkata 
( 1)s n

x a a
− −  =  

 odnosno 

( 1)
[ ]

s n
sa a a
− −  =  

                                                 (2.1) 

Lema 2.1. Za sekoj cel broj k  i sekoj element Ga∈ , nizite aa k ][  i ][kaa  se 
ekvivalentni. 

Dokaz. Gi razgleduvame slednive slu~ai: 
1) 0=k . Toga{ aaa k == ]0[][  i zatoa aa k ][  i ][kaa  se ekvivalentni. 

2) 0>k . Go razgleduvame proizvodot 
2

[ ]
n

ka a a
− 

  
, koj spored (2.1) mo`eme 

da go zapi{eme kako: 
( 1) 1 ( 1) 12 2 2 2

[ ] [ ]
k n k nn n n n

k ka a a a a a a a a aa a
− + − +− − − −         = = =                  

. 

Ottuka, sleduva deka aa k ][  i ][kaa  se ekvivalentni.   

3) 0<k . Spored (3.1), 
( 1)

[ ]
k n

ka a a
− −  =  

 ili 
( 1) 1

[ ]
k n

ka a a a
− − −  =  

. Zatoa, sog-

lasno so Sv. 1.5 od Gl.3,  sleduva deka  
1)1(

][
−−− nk

k aa  e neutralna )1( −− nk -niza. 

Toa zna~i deka  
( 1) 1 ( 1) 1

[ ] [ ]
k n k n

k kaa a a a a a
− − − − − −   = =      

. Ottuka sleduva deka aa k ][  i 

][kaa  se ekvivalentni. � 
 
Svojstvo 2.1. Za proizvolni celi broevi 1k  i 2k  i sekoj element a  od n - 

grupa ( ,[ ])G , nizite ][][ 21 kk aa  i ][][ 12 kk aa  se ekvivalentni. 

Dokaz. Ako 02 =k , toga{, spored Lema 2.1, tvrdeweto e to~no. Zatoa, neka 
02 ≠k . Neka 02 >k . Toga{, so ogled na (3.2), dobivame:  

2 2
1 2 1 1 2 1

( 1) 1 ( 1)2 2 2 2
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]...

k n k nn n n n
k k k k k ka a a a a a aa a a a a a

− + −− − − −      = = = =            
 

i zatoa ][][ 21 kk aa  i ][][ 12 kk aa  se ekvivalentni. 
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Neka 02 <k . Toga{, od definicijata na n -aren stepen vo n -grupa, 
2

2
( 1)

[ ]
k n

ka a a
− −  =  

. Ottuka i od Sv.1.5 od Gl. 3, zaklu~uvame deka 
1)1(

][
2

2
−−− nk

k aa  e 

neutralna )1(2 −− nk -niza. Spored toa,  
2 2

1 2 2 1 1
( 1) 1 ( 1) 1

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
k n k n

k k k k ka a a a a a a
− − − − − −   = =      

. 

Ottuka i od Lema 2.1, imame: 
2 2 2

1 2 2 1 2 1
( 1) 1 ( 1) 2 ( 1) 1

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]...
k n k n k n

k k k k k ka a a a a a a a a a
− − − − − − − − −     = = =          

, 

od kade {to sleduva deka nizite ][][ 21 kk aa  i ][][ 12 kk aa  se ekvivalentni. � 
 
Svojstvo 2.2. Za proizvolni celi broevi nkkk ,...,, 21  i sekoj element a  od n -
arnata grupa ( ,[ ])G  va`i ravenstvoto 

1 2 1 2[ ] [ ] [ ] [ ... 1]... n nk k k k k ka a a a + + + +  =  .                                     

Dokaz. Od Sv.2.1 proizleguva deka mo`eme da smetame deka nizata nk1  e 
neopa|a~ka. Neka brojot na site negativni (nuli, pozitivni) ~lenovi na 
nizata nk1  e i  (soodvetno j , t ). Toga{ ntji =++ , kade {to ni ≤≤0 , nj ≤≤0 , 

nt ≤≤0  i nizata nk1  mo`eme da ja pretstavime vaka: n
ji

ji
i

i kkk 111 ++
+
+  – niza na 

negativni, nuli i pozitivni ~lenovi na nizata nk1 , soodvetno. Jasno, ik1 ( ji
ik +
+1 , 

n
jik 1++ ) e prazna koga 0=i (soodvetno 0=j , 0=t ).  
Da gi ozna~ime so x  i y , soodvetno, levata i desnata strana na 

ravenstvoto 1 2 1 2[ ] [ ] [ ] [ ... 1]... n nk k k k k ka a a a + + + +  =  . 

Ako 0=i , toga{ ntj =+ . Ako 0=j  ili 0=t , toga{ neposredno od 
definicijata na n -aren stepen vo n -grupa, sleduva deka yx = . Jasno e, isto 
taka, deka yx =  i pri 0>j , 0>t . Navistina, vo ovoj slu~aj imame: 

1 1 1( 1) 1 ( 1) 1 ( .. )( 1) ( ) ( .. )( 1)
...

j j t j j t j j tj k n k n k k n j t k k n n
x a a a a a

+ + + + + +− + − + + + − + + + + − +     = = = =          
  

               
1

1
( .. 1)( 1) 1

[ ... 1]j j t
j j t

k k n
k ka a

+ +
+ +

+ + + − +
+ + + = =  

. 

Bidej}i 0...21 ==== jkkk , imame deka ]1...[]1...)...[( 1121 ++++++++++ ++++ == tjjtjjj kkkkkkk aay . 

Sledstveno, yx = .  

Natamu }e smetame deka 0>i . Go razgleduvame ravenstvoto: 
1 2( 1) ( 1) ( 1)

...
ik n k n k n

z x a a a
− − − − − − =   

. 

So zamena na x  vo ova ravenstvo, a imaj}i ja predvid definicijata na n -aren 
stepen vo n -grupa, dobivame deka 
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1
1

1
1 1

( 1) ( 1)
[ ] [ ]

( 1) ( 1)
[ ] [ ] [ ] [ ]

... , 0, 0

... ... , 0, 0

i
i

i
i i j i j t

k n k n j
k k

k n k n j
k k k k

a a a a a j t
z

a a a a a a a j t+ + + +

− − − −

− − − −

     ≥ =        =      ≥ >        

 

 
Ottuka i od definicijata na n -aren stepen vo n -grupa, sleduva deka 

1( 1) 1 ( 1) 1

, 0, 0

... , 0, 0
i j i j t

i j

i j k n k n

a j t
z

a a a j t
+ + + +

+

+ − + − +

  ≥ =  =   ≥ >  

 . 

Bidej}i ntji =++ , dobivame deka 

                                         




>≥
=≥

= +++++ 0,0,
0,0,

]1...[

]1[

1 tja
tja

z
nji kk .                                       

Neka 
1 2( 1) ( 1) ( 1)

...
ik n k n k n

u y a a a
− − − − − − =   

. Da stavime 1...21 ++++= nkkkm . Toga{: 

                          { 1 2

1 2 1

... 1 , 0, 0
( ... ) ( ... 1) , 0, 0

i

i i j n

k k k j tm k k k k k j t+ +

+ + + + ≥ ==
+ + + + + + + ≥ >

                (2.2) 

Gi razgleduvame slednive mo`nosti: 

1) 0=m . Toga{ aay == ]0[  i  
1 2( ... )( 1) 1ik k k n

u a
− + + + − + =   

. Od (2.2) sleduva deka: 

{1 2
1

1 , 0, 0... ( ... 1) , 0, 0i
i j n

j tk k k k k j t+ +

− ≥ =+ + + =
− + + + ≥ >

. 

Zatoa, spored definicija na n -aren stepen vo n -grupa dobivame: 





>≥
=≥

= +++++ 0,0,
0,0,

]1...[

]1[

1 tja
tja

u
nji kk . 

Ottuka i od prethodnite ravenstva zaklu~uvame deka uz =  i sledstveno 
yx = .  

2) 0>m . Toga{ 
( 1) 1

[ ]
m n

my a a
− + = =   

 i od (2.2) imame deka 

1

1

[1]( ... )( 1) 1

[ ... 1]
, 0, 0
, 0, 0

i

i j n

m k k n

k k
a j tu a
a j t+ +

− − − − +

+ + +
 ≥ = = =   ≥ >  

. 

Zatoa, uz =  i sledstveno yx = . 
3) 0<m . Vrz osnova na ravenstvoto (2.1) i toa {to ][may = , imame deka 

( 1)m n
y a a
− −  =  

. Zatoa, o~igledno 

1

1 1 1

( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

( 1) ( ... )( 1) ( ... )( 1) ( ... )( 1) 1

...

.

i

i i i

m n k n k n m n

m n k k n k k n k k n

u a y a a a

y a a a a a

− − − − − − − −

− − − + + − − + + − − + + − +

    = =        
      = = =            
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Ottuka i od (2.2) sleduva deka 

1

(1 )( 1) 1

( 1)

(( ... 1) )( 1) 1

, 0, 0

, 0, 0
i j n

m n

m n

k k m n

a j t
u a

a j t
+ +

− − +

− −

+ + + − − +

  ≥ =    =       ≥ >  

 

od kade {to dobivame 

1

( 1)
[1]

( 1)

( 1)
[ ... 1]

, 0, 0

, 0, 0.i j n

m n

m n

m n
k k

a a j t
u a

a a j t+ +

− −

− −

− −
+ + +

  ≥ =    =       ≥ >  

 

Spored toa, 
( 1) ( 1)m n m n

u a z a
− − − −   =      

 i ottuka uz = , odnosno yx = .  � 

So indukcija po m  se poka`uva slednava posledica.                                                                                      

Posledica 2.1. Za proizvolni celi broevi 1)1(21 ,...,, +−nmkkk  i za sekoj element a  

od n -grupa [ ]( , )G  va`i ravenstvoto: 

1 2 ( 1) 1 1 2 ( 1) 1[ ] [ ] [ ] [ ... ]... m n m nk k k k k k ma a a a− + − ++ + + +  =  . 

Svojstvo 2.3. Za proizvolni celi broevi 1k  i 2k  i sekoj element a  od n -
arnata grupa G  va`i ravenstvoto:  

                                                   ])1([][][ 212121 )( kknkkkk aa ++−= .                                          (2.3) 

Dokaz. Neka x  i y  se soodvetno levata i desnata strana na ravenstvoto (2.3). 
Za 02 =k , ravenstvoto (2.3) e o~igledno, pa zatoa neka 02 ≠k .  
1) 02 >k . Od Posl. 2.1 imame:  

])1([
])...[(

1)1(

][][][][ 2121

2

1)1(2

11

2

1121 )...()( kknkk
kkk

nk

kkkk aaaaa nk ++−
+++

+−

=== +−




 

2) 02 <k . Od (2.1) imame: 

                                                     1 2 1 1 1

2

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

( 1)

( ) ...k k k k k

k n

a a a a
− −

 
= 

  


.                                       

Od gornovo ravenstvo dobivame deka va`i ravenstvoto 

                                                            1 1 1

2

[ ] [ ] [ ]

( 1)

...k k k

k n

x a a a
− −

 
= 

  


.                                           (2.4) 

Da go razgledame sega izrazot 1 1

2

[ ] [ ]

( 1)

...k k

k n

y a a
− −

 
 
  


. So zamena na y  i primenata na 

Posl. 2.1 dobivame deka 

                  1 2 1 2 1 1 1 2 1 2 1 2 2 1

2

[ ( 1) ] [ ] [ ] [ ( 1) ( 1) ] [ ]

( 1)

...k k n k k k k k k n k k k k n k k

k n

a a a a a− + + − + + − − −

− −

 
= = 

  


.
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Ottuka i od (2.4) zaklu~uvame deka 1 1 1 1

2 2

[ ] [ ] [ ] [ ]

( 1) ( 1)

... ...k k k k

k n k n

x a a y a a
− − − −

   
=   

      
 

, t.e. yx = . � 

              
Posledica 2.2. Neka a  e element od n -grupa [ ]( , )G  i neka s  e proizvolen 
cel broj. Toga{ nizata     
                                                   



2)1(

][][])1([ ...
−−

−+−−

nk

ssksnsk aaa ,                                                  

kade {to k  e proizvolen priroden broj razli~en od 1, e obratna niza za 
elementot ][sa . Specijalno, obratna za ][sa  e nizata   



42

][][]2)23([ ...
−

−−

n

ssns aaa . 

   Vsu{nost, od (2.1) imame deka [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

( 1)

( ) ...s k s s s

k n

a a a a−

−

 
= 

  


, od kade {to zaklu-

~uvame deka ][

1)1(

][][][][ ...)( s

nk

ssks aaaa =
−−

−


  e neutralna )1( −nk -niza. Imaj}i go predvid 

ravenstvoto (2.3), zaklu~uvame deka nizata 


2)1(

][][])1([ ...
−−

−+−−

nk

ssksnsk aaa  e obratna niza 

za elementot ][sa .  � 

Sega }e go razgledame pra{aweto za generirani podgrupi od n -grupi.  

Neka [ ]( , )G  e n -grupa i neka H  e neprazno podmno`estvo od mno`estvo-

to G  na koe e definirana n -arnata operacija [ ] . Algebrata [ ]( , )H  se nare-

kuva n -podgrupa od n -grupata [ ]( , )G  ako i samo ako [ ]( , )H  e n -grupa.  
Za pokratko iska`uvawe, natamu namesto da velime n -podgrupa od n -gru-

pa, prosto }e velime podgrupa od n -grupa. 

O~igledno va`i slednovo tvrdewe: 

Svojstvo 2.4. Neka [ ]( , )G  e n -grupa i neka H  e neprazno podmno`estvo od 
mno`estvoto G . Toga{: 

1) ako [ ]( , )H  e algebra za koja e ispolnet uslovot: za sekoja niza 
1

1
n na a H− ∈ , sekoja od ravenkite 1

1[ ]nxa a− =  i 1
1[ ]na y a− =  e re{liva vo H , toga{ 

[ ]( , )H  e podgrupa od [ ]( , )G . 

     2) Ako H < ∞  i [ ]( , )H  e algebra, toga{ [ ]( , )H  e podgupa od [ ]( , )G . � 

So pomo{ na ova svojstvo lesno se doka`uva slednoto 

Svojstvo 2.5. Neka { | }H Iα α∈  e dadena familija podgrupi na n -grupa [ ]( , )G  

i neka 
I

D Hα
α∈

=


. Ako D ≠ ∅ , toga{ D  e podgrupa od n -grupata [ ]( , )G . � 

Neka M  e neprazno podmno`estvo od n -grupa [ ]( , )G . Presekot na si-

te podgrupi na n -grupa [ ]( , )G , {to go sodr`at mno`estvoto M  e podgrupa 

koja ja narekuvame podgrupa generirana od mno`estvoto M , a M  go nareku-

   



Генераторни множества и циклични n-групи 93 
 

vame generatorno mno`estvo na taa podgrupa. Podgrupata generirana od 
mno`estvoto M  }e ja ozna~uvame so M . 

Teorema 2.1. Ako M  e neprazno podmno`estvo od n -arnata grupa [ ]( , )G , 
toga{ 
                                 ( 1) 11 2 [ ][ ] [ ]

1 2 ( 1) 1{ ... , 0, }Nm nkk k
j jm nM a a a a M k m− +

− + = ∈ ≠ ∈  .                        

Dokaz. Neka H  e desnata strana na gornoto ravenstvo. ]e doka`eme deka H  e 
podgrupa na n -grupata [ ]( , )G . Neka nn Hh ∈1 . Toga{: 

( ( 1) 1)1 2 [ ][ ] [ ]
1 2 ( ( 1) 1)... i m ni i i

i

kk k
i i i i m nh a a a − +

− +
 =   , Maij ∈ , ni ,...,2,1= . 

Spored toa,  
( ( 1) 1)1( ( 1) 1)11 12 1 21

1

[ ][ ][ ] [ ] [ ] [ ]
1 11 12 1 21( ( 1) 1) ( ( 1) 1)... ... ... n m nm n n n n

n

kkn k k k k
n nm n n m nh a a a a a a − +− +

− + − +
     =        

   ( ( 1) 1)1( ( 1) 1)11 12 1 21
1

1 2

[ ][ ][ ] [ ] [ ] [ ]
11 12 1 21( ( 1) 1) ( ( 1) 1)

( ... 1)( 1) 1

... ... ... n m nm n n n n
n

n

kkk k k k
n nm n n m n

m m m n

a a a a a a − +− +
− + − +

+ + + + − +

 =  


, 

od kade {to se dobiva deka 1
nh H ∈  . Natamu }e ja razgleduvame ravenkata                                                               

1
1
nxh h−  =  ,  kade {to nn Hhh ∈−1

1 . Toga{, o~igledno e deka  

                                  ( ( 1) 1)1 2 [ ][ ] [ ]
1 2 ( ( 1) 1)... i m ni i i

i

kk k
i i i i m nh a a a − +

− +
 =   , Maij ∈ , 1,...,2,1 −= ni ;  

                                               ( 1) 11 2 [ ][ ] [ ]
1 2 ( 1) 1... m nkk k

m nh a a a − +
− + =   , Ma j ∈ .                                 

Ravenkata 1
1
nxh h−  =   vo G  ima edinstveno re{enie i nego da go ozna~ime so 

c . Imaj}i gi predvid prethodnite ravenstva, dobivame: 

        ( 1)( ( 1) 1)1( ( 1) 1) ( 1)1 ( 1)2 ( 1) 111 12 1 211
1 1

[ ][ ] [ ] [ ] [ ][ ] [ ] [ ] [ ]
11 12 1 2( 1)1 ( 1)2 ( 1) 11( ( 1) 1) ( 1)( ( 1) 1)... ... ... ...n m nm n n n m nn

n

kk k k kk k k k
n n m nm n n m nca a a a a a a a a− − +− + − − − +−

−− − − +− + − − +
   =    .   

Ako nizata 


42

][][]2)23([ ...
−

−−

n

ssns aaa  e obratna za elementot ][sa  od n -arnata grupa 

[ ]( , )G , toga{ elementot c  od gornoto ravenstvo, mo`eme da go opredelime 
na sledniov na~in: 

( 1)( ( 1) 1) ( 1)( ( 1) 1) ( 1)( ( 1) 1)( 1) 11 1 1 1
1 1 1

[ (3 2 ) 2] [ ] [ ][ ][ ]
1 ( 1) 1 ( 1)( ( 1) 1) ( 1)( ( 1) 1) ( 1)( ( 1) 1)

2 3

... ... ...n m n n m n n m nm n n n n
n n n

k n k kkk
m n n m n n m n n m n

n

c a a a a a− − + − − + − − +− + − − −
− − −

− −
− + − − + − − + − − +

−


=





 

( 1)1 ( 1)1 ( 1)1[ (3 2 ) 2] [ ] [ ]
( 1)1 ( 1)1 ( 1)1

2 3

... ... ...n n nk n k k
n n n

n

a a a− − −− −
− − −

−


......
32

][
)1)1((1

][
)1)1((1

]2)23([
)1)1((1

)1)1(1(1

1

)1)1(1(1

1

)1)1(1(1

1
  

−

+−+−
−−

+−
+−+−+−

n

k
nm

k
nm

nk
nm

nmnmnm aaa

11 11 11[ (3 2 ) 2] [ ] [ ]
11 1111

2 3

... ...k n k k

n

a a a− −

−







. 

 
Brojot na site elementi koi se na desnata strana na ova ravenstvo e ednakov 
na 

1 1( 1) 1 ( ( 1) 1)(2 3) ... ( ( 1) 1)(2 3)nm n m n n m n n−− + + − + − + + − + − =  
1)1))(1...)(32(( 11 +−+++−+= − nmmnm n .
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Sledstveno, Hc∈ . Sli~no se doka`uva re{livosta na ravenkata 1
1
nh y h−  =   

vo H . Deka H  e podgrupa na n -arnata grupata [ ]( , )G  zaklu~uvame od Sv.2.4.  

Ostanuva da se doka`e deka HM = . Bidej}i sekoj element Ma∈ , 

soglasno Sv.2.2, mo`eme da go pretstavime vo oblik )...( ]1[

1

]0[]0[]0[ −

−

== aaaaa
n


, 

toga{ Ha∈ , pa spored toa, M  se sodr`i vo H . Toa zna~i deka                                                                  
HM ⊆ . Bidej}i M  e podgrupa, sleduva deka M  gi sodr`i site elementi 

od oblik ( 1) 11 2 [ ][ ] [ ]
1 2 ( 1) 1... m nkk k

m na a a − +
− + 

  , kade {to Ma j ∈ . Zatoa, MH ⊆ .  �                                                                          

Neka a  e element od n -grupa [ ]( , )G . Podgrupata generirana od ednole-

mentnoto mno`estvo { }a  ja narekuvame cikli~na podgrupa na n -grupata 

[ ]( , )G  generirana od elementot a  i }e ja ozna~uvame so a ; elementot a  go 

narekuvame generatoren element na taa podgrupa. Ako aG = , toga{ G  se 

narekuva cikli~na n -grupa generirana so elementot a . 

Od Sv.2.2 i Teoremata 2.1 sleduva: 
 

Posledica 2.3. Ako a  e element od n -grupa [ ]( , )G , toga{ 

                                                     [ ]{ }sa a s= ∈Z .   �                                                 
 

]e go vovedeme poimot n -aren red na element od n -arna grupa. Prethodno 
}e poka`eme nekolku tvrdewa za n -arnite stepeni na element od n - grupa. 
 
Svojstvo 2.6. Neka a  e element od n -grupa. Toga{: 

1) Ako ][][ 21 ss aa = , toga{ aa ss =− ][ 21 ,  aa ss =− ][ 12 ;                        

2) Ako e ispolneto najmalku edno od ravenstvata aa ss =− ][ 21  ili  
aa ss =− ][ 12 , toga{ e ispolneto i ravenstvoto ][][ 21 ss aa = .  

Dokaz. 1) Od  ][][ 21 ss aa =  dobivame deka 1 2 2 2[ ] [ 1] [0] [0] [ ] [ 1] [0] [0]... ...s s s s

n n

a a a a a a a a− − − −   
=   

   
 

, 

a koristej}i go Sv.2.2 go dobivame ravenstvoto aa ss =− ][ 21 . Na sli~en na~in 
doka`uvame deka va`i i aa ss =− ][ 12 .  

2) Neka e ispolneto najmalku edno od ravenstvata aa ss =− ][ 21  ili 
aa ss =− ][ 12 . Neka e toa na primer aa ss =− ][ 21 .  

      Toga{ 1 2 2 2[ ] [ 1] [0] [0] [ 1] [0] [0]... ...s s s s

n n

a a a a aa a a− − −   
=   

   
 

. Od Sv.2.2 proizleguva ra-

venstvoto ][][ 21 ss aa = . Sli~no se doka`uva deka ako e ispolneto aa ss =− ][ 12 , 
toga{ va`i ][][ 21 ss aa = .  � 
 
Posledica 2.4. Neka a  e element od n -grupa [ ]( , )G . Ako ][][ 21 ss aa =  pri 

21 ss ≠ , toga{ postoi priroden broj r , takov {to aa r =][ . � 
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Posledica 2.5. Neka a  e element od n -grupa [ ]( , )G . Ako aa l =][  toga{ i 

aa l =− ][ . 
Dokaz. Ako aa l =][ , toga{ ]0[][ aa l = , pa od aa ss =− ][ 12 , imame deka aa l =− ][ . �          
 

Neka a  e element od n -grupa [ ]( , )G . Da pretpostavime deka e isolneto 

ravenstvoto ][][ 21 ss aa =  pri 21 ss ≠  (o~igledno, ova sekoga{ va`i koga [ ]( , )G  e 
kone~na n -grupa). Toga{, soglasno so Posl.2.4, postoi priroden broj r  za koj 
va`i aa r =][ . Najmaliot priroden broj m , za koj e ispolneto ravenstvoto 

aa m =][ , go narekuvame kone~en n -aren red na elementot a . Ako site n -arni 
stepeni na elementot a  se razli~ni, odnosno pri proizvolni dva razli~ni 1s  

i 2s  ][][ 21 ss aa ≠ , toga{ a  go narekuvame element so beskone~en n -aren red. n -

arniot red na element a  }e go ozna~uvame so a . Element od n -grupa ~ij{to 

n -aren red e 1, se narekuva idempotenten element. 
 
Svojstvo 2.7. Ako element a  od n -arna grupa [ ]( , )G  ima kone~en n -aren red 

m , toga{ aa s =][  ako i samo ako m  e delitel na s . 

Dokaz. :⇐  ]e doka`eme deka ako m  e delitel na s , odnosno ako mts = , 

toga{ va`i aa s =][ . ]e gi razgledame slednive slu~ai: 

1.1) Neka 0>s . Jasno, ako 1=t , toga{ va`i aa s =][ . Da pretpostavime 
deka postoi takvo t , za koe ravenstvoto aa s =][  ne e ispolneto. Go izbirame 
najmaloto od site takvi t . Jasno e deka 1>t . Spored Posl. 3.1, dobivame 

( 1) 1
[ ] [ ] [ ( 1)] [0] [0] [ ]

( 1) 1

...
m n

s mt m t m

m n

a a a a a a a a
− +

−

− +

   = = = = =      


, 

{to e protivre~nost.  

1.2) Neka 0<s . Toga{ 0>− s , pri {to m  e delitel na s− . Od slu~ajot 
1.1) zaklu~uvame deka aa s =− ][ . Od Posl.2.5, sleduva deka va`i ravenstvoto 

aa s =][ . 
:⇒  Neka e ispolneto ravenstvoto aa s =][ . ]e poka`eme deka m  e delitel 

na s .  Od rmts += , kade {to mr <≤0  i od Posl.2.1 dobivame deka 
( 1) 1

[ ] [ ] [ ] [0] [0] [ ]

( 1) 1

...
r n

s mt r mt r

r n

a a a a a a a a
− +

+

− +

   = = = = =      


. 

Bidej}i mr <≤0  i m  e red na elementot a , sleduva deka 0=r , pa mts = . �           
 

Od Sv. 2.6 i Sv. 2.7 proizleguva: 

Posledica 2.7. Ako eden element a  od n -grupa [ ]( , )G  ima kone~en n -aren 

red m , toga{ ][][ ls aa =  ako i samo ako m  e delitel na ls − . � 

Svojstvo 2.8. Ako a  e element so kone~en n -aren red m  od n -arna grupa G  i 
s  e proizvolen cel broj, toga{ postoi cel broj mr <≤0  takov {to 

rmqs +=  i ][][ rs aa = . � 
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Svojstvo 2.9. Ako a  e element so kone~en n -aren red m  od n -arna grupa G , 
toga{ ma =  i { }]1[]1[]0[ ,...,, −== maaaaa .                                 

Dokaz. Neka { }]1[]1[]0[ ,...,, −== maaaaZ . Ne e te{ko da se poka`e deka site ele-

menti od Z se me|usebe razli~ni, pa [ ]{ }sZ a a s⊆ = ∈Z . Neka ][][ ji aa = , kade 
{to mi <≤0  i mj <≤0 . Da pretpostavime deka ji > . Toga{, od Posl. 2.7 
zaklu~uvame deka m  e delitel na ji − , {to ne e mo`no bidej}i mji <−<0 . 
 Od Posl. 2.3 sleduva deka a  se sostoi od site n -arni stepeni na 

elementot a . No, spored Sv. 2.8, sekoj takov stepen se sovpa|a so nekoj ele-
ment od Z  i zatoa Za ⊆ . Zna~i, aZ = . �                 

Teorema 2.2. Site beskone~ni cikli~ni n -grupi se izomorfni me|u sebe. 
Izomorfni me|u sebe se i site kone~ni cikli~ni n -arni grupi od ist red.   

Dokaz. 1) Neka [ ]( ),G a=  e beskone~na cikli~na n -arna grupa. Neka  
' { ( 1) 1 }ZG s n s= − + ∈ . 

Na mno`estvoto 'G  definirame n -arna operacija [ ] '  so: 

                                                      1 1 2' ...n
nx x x x  = + + +  .                                        

Lesno se doka`uva deka [ ]( )', 'G  e n -grupa. 
G  i 'G  se izomorfni n -grupi. Imeno, od Posl. 2.3 sleduva deka 

[ ]{ }ZsG a s= ∈ . Definirame preslikuvawe : 'G G→ϕ  na sledniov na~in: 

                                                       1)1()( ][ +−= nsa sϕ .                                             

Jasno, ϕ  e biekcija od G  vo 'G . Ostanuva da poka`eme deka ϕ  e 

homomorfizam od [ ]( , )G  vo [ ]( ', ')G . Neka, ][ 1sa , ][ 2sa , ..., ][ nsa  se proizvolni 
elementi od G . Od Sv. 2.2 i gornite dve ravenstva imame deka 

1 2 1 2[ ] [ ] [ ] [ ... 1]
1 2( ... ) ( ) ( ... 1)( 1) 1n ns s s s s s

na a a a s s s nϕ ϕ + + + += = + + + + − + =  
1 2( ( 1) 1) ( ( 1) 1) ... ( ( 1) 1)ns n s n s n= − + + − + + + − + =  

[ ]1 2( ( 1) 1)( ( 1) 1)...( ( 1) 1) 'ns n s n s n= − + − + − +  
1 2[ ] [ ] [ ]( ) ( )... ( ) 'ns s sa a a =  ϕ ϕ ϕ ,  

a ottuka zaklu~uvame deka ϕ  e izomorfizam od G  vo 'G . 

2) Neka [ ]( ),G a=  i [ ]( )', 'G b=  se kone~ni cikli~ni n -grupi, takvi {to 

mba == . Jasno, a  i b  se elementi so kone~en n -aren red. Od Sv. 2.9 

imame deka a a m= = , b b m= =  i deka 

{ }[0] [1] [ 1], ,..., mG a a a a −= =    i  { }[0] [1] [ 1]' , ,..., mG b b b b −= = . 

]e poka`eme deka [ ]( , )G  i [ ]( ', ')G  se izomorfni n -grupi. Definira-

me preslikuvawe ψ  od [ ]( , )G  vo [ ]( ', ')G  so: 
                                                               ][][ )( ss ba =ψ .                                          
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Ako ][][ 21 ss aa = , toga{ od Posl. 2.7 imame deka tmss += 21 , pa zatoa ][][ 21 ss bb = . 
Zna~i, ψ  e dobro definirano preslikuvawe. U{te pove}e, ψ  e biekcija. 
 Neka ][ 1sa , ][ 2sa , ..., ][ nsa  se proizvolni elementi od G . Od Sv. 2.2 imame: 

]1...[][][][ 2121 )...( ++++= nn ssssss aaaa . 

Ako rmqsss n +=++++ 1...21 , kade {to mr <≤0 , toga{ spored Posl. 2.7, 
definicijata na ψ  i Sv. 2.2 dobivame: 

1 2 1 2[ ] [ ] [ ] [ ... 1] [ ] [ ] [ ] [ ]( ... ) ( ) ( ) ( )n ns s s s s s mq r r r mq ra a a a a a b b+ + + + + += = = = = =ψ ψ ψ ψ      
                            1 2 1 2 1 2[ ... 1] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]... ' ( ) ( )... ( ) 'n n ns s s s s s s s sb b b b a a aψ ψ ψ+ + + +    = = =    . 

Zna~i, ψ  e izomorfizam od [ ]( , )G  vo [ ]( ', ')G .  � 
 
Zada~i 
 
1. Neka [ ]( , )G  e n -grupa i neka H  e neprazno podmno`estvo od mno`estvoto 

G . Ako [ ]( , )H  e algebra za koja e ispolnet uslovot: za sekoja niza 
1

1
n na a H− ∈ , sekoja od ravenkite 1

1[ ]nxa a− =  i 1
1[ ]na y a− =  e re{liva vo H , toga{ 

[ ]( , )H  e podgrupa od [ ]( , )G . Doka`i! 

2. Neka [ ]( , )G  e n -grupa i neka H  e neprazno podmno`estvo od mno`estvoto 

G . Ako H < ∞  i [ ]( , )H  e algebra, toga{ [ ]( , )H  e podgupa od [ ]( , )G . 
Doka`i! 

3. Doka`i deka ako { | }H Iα α∈  e dadena familija podgrupi na n -grupa [ ]( , )G  

i 
I

D Hα
α∈

=


 takov {to D ≠ ∅ , toga{ D  e podgrupa od n -grupata [ ]( , )G .  

4. Doka`i deka [ ]( ),G  e n -grupa, kade {to { ( 1) 1 }G s n s= − + ∈Z , a operacija-

ta [ ]   e definirana so 1 1 2 ...n
nx x x x  = + + +  . 

 
 
 

 

 

 
 



 
 

 
    

 Glava V          Prilog 
 
    

5.1. Ideali vo surjektivni n -polugrupi 

 
Sekoe podmno`estvo S  od n -polugrupa ( ), [ ]G  koe{to formira n -polu-

grupa vo odnos na istata n -arna operacija definirana na G , go vikame n -
potpolugrupa.  

Za edno podmno`estvo I  od nositelot na n -polugrupa ( ), [ ]G  velime deka 

e i -ideal, pri {to { }ni ,...,2,1∈ , ako 
1i n i

G I G I
− −  ⊆  

. Da napomeneme deka 
i

G  ja oz-

na~uva nizata ...
i

GG G


 (analogna oznaka na oznakata 
i
x ). Isto taka, po dogovor, 

0
[ ] [ ]

m m
G I G I G= , 

0
[ ] [ ]

m m
G I G G I=  kako i 

0 0
[ ]G I G I= . Za mno`estvoto I  velime deka 

e ideal vo ( ), [ ]G  ako toa e i -ideal za sekoj { }ni ,...,2,1∈ .  

Najmaliot i -ideal na n -polugrupa {to go sodr`i elementot a G∈  go vi-
kame glaven i -ideal generiran od a  i }e go ozna~uvame so ia)( . Konstruktiv-

no, ova e dadeno so: 

     
0

( )i k
k

a X
∞

=
=


                           (1.1) 

kade {to { }
1

0 1,
i n i

k kX a X G X G
− −

−
 = =   

. ]e poka`eme deka vaka definiraniot gla-

ven i -ideal e navistina i -ideal i deka e podmno`estvo od sekoj drug i -ideal 
koj go sodr`i elementot a G∈ . 

{ }aX =0 , 
1

1

i n i
X G a G

− − =   
, 

1 1

2

i i n i n i
X G G a G G

− − − −  =     
, ..., 

1 1
... ...

i i n i n i

k

k k

X G G a G G
− − − −   =       
 

.  

Neka 
1
( )

i n i

ix G a G
− − ∈   

. Toga{ x  e od oblik [ ]ini yaax −−= 1
1

1 ' , kade {to 

ini aaaa −− ',...,',,..., 111  se proizvolni elementi od G , a iay )(∈ , t.e. postoi 0n ∈N

 98  
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 taka {to 
0

0 0

1 1
... ...

i i n i n i

n

n n

y X G G a G G
− − − −   ∈ =       
 

. Ottuka, [ ][ ]in
n

ini
n

i aaaaay −−−− ′′=
111

1

1

1
11 00

...... , 

kade {to 
1

1
1

i
i

ja G
−

− ∈ , 1
1'

n i
n
ja G

−
− ∈ , 0,...,2,1 nj = . Toga{, jasno e deka in aXx )(10

⊆∈ +  

t.e. i

in

i

i
aAaA )()(

1
⊆



 −−

, pa navistina ia)(  e i -ideal.  

Sega, neka I G⊆  e i -ideal takov {to Ia∈ . Neka iax )(∈ . Zna~i, postoi 

0 Nn ∈  taka {to 
0

0 0

1 1
... ...

i i n i n i

n

n n

x X G G a G G
− − − −   ∈ =       
 

, t.e. [ ][ ]in
n

ini
n

i aaaaax −−−− ′′=
111

1

1

1
11 00

...... , 

kade {to 
1

1
1

i
i

ja G
−

− ∈ , 1

n i
n i

ja G
−

−′ ∈ , 0,...,2,1 nj = . Bidej}i Ia∈  i I  e i -ideal sleduva 

deka [ ] Iaaa ini
n ∈′ −−

11
1

10
. Od toa (i od faktot deka I  e i -ideal) sleduva deka 

( ) 00
1 1

1 1 11 211 'i i n i n i
nna a aa a I− − − −

−   ′ ∈    . So prodol`uvawe na ovaa postapka se dobiva 

deka i Ix∈ , t.e. deka Ia i ⊆)( , so {to poka`avme deka ia)(  e navistina 

najmaliot i -ideal {to go sodr`i elementot a .  

Za edna n -polugrupa ( ), [ ]G  velime deka e surjektivna ako 1G G< > = , pri 

{to 1
n

G G< >  =   
. 

O~igledno e deka potreben i dovolen uslov za edna n -polugrupa da e 
surjektivna e operacijata ][  da e surjektivna.  

Ako ( ), [ ]G  e surjektivna n -polugrupa, toga{ glavnite i -ideali imaat 

malku poinakov oblik.  Imeno, 
( 1) ( )1 1

... ...
k i k n ii i n i n i

k

k k

X G G a G G G a G
− −− − − −     = =          

 

, kade 

{to )1( −ik  i )( ink −  se ostatoci pri deleweto na broevite )1( −ik  i )( ink −  

so 1−n , soodvetno. Zatoa, 

    
( 1) ( ) 1 1

0
( )

k i k n i n n
i

k
a G a G G a G

− − − −∞

=

    = ∪       


 .         (1.2) 

^lenot 
1 1n n

G a G
− −  

    
 se pojavuva za{to ako 1−= nk , toga{ soodvetniot element 

vo unijata od (1.2) }e bide { }
0 0
G aG a  =  

, dodeka soodvetniot element vo 

unijata od (1.1) }e bide 
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1 1
... ...

i i n i n i

k

k k

X G G a G G
− − − −   =       
 

,  t.e.  
( 1)( 1) ( 1)( ) 1 1n i n n i n n

G a G G a G
− − − − − −      =           

. 

Da zabele`ime deka deka formulata (1.2) ne va`i vo slu~ajot koga 3=n . 

           { }
2

1( )a a aG = ∪   
, { } [ ] [ ]2( )a a GaG G GaG G = ∪ ∪   , { }

2

3( )a a G a = ∪   
. 

Ako S G⊆  toga{ i -idealot generiran od S  e daden so ( ) ( )i i
x S

S x
∈

=  .  

Sli~ni zabele{ki mo`e da se ka`at i za ideal )(a  generiran od elementot 

a G∈ .  

Narednata teorema ni ka`uva deka ovie razli~ni ideali generirani 
od eden element ne se nezavisni. 

 

Teorema 3.1. Neka ( ), [ ]G  e surjektivna n -polugrupa. Ako NZD )1,1( −− ni  e 

delitel na NZD )1,1( −− mj , toga{ ij aa )()( ⊆  za sekoj a G∈  i ia)(  e j -ideal.  

Dokaz. Da pretpostavime deka NZD )1,1( −− ni  e delitel na NZD )1,1( −− mj . Za 

da doka`ime deka ij aa )()( ⊆ , dovolno e da doka`eme deka za sekoj priroden 

broj m , postoi priroden broj k , takov {to ))1((mod)1()1( −−≡− nikjm , za{to 

od ova }e sleduva deka
( 1) ( 1)m j k i
G G
− −

= . Da ja razgledame ravenkata 

                                       ))1((mod1)1( −−≡− njxi . 

Od teorija na broevi poznato e deka ovaa kongruenciska ravenka ima re{e-
nie, za{to NZD )1,1( −− ni  e delitel na 1−j . Neka edno od re{enijata e 0xx = . 

Toga{ 
                                     ))1((mod)1)(()1( 0 −−≡− nimxjm . 

Zna~i, ij aa )()( ⊆ . Ostana u{te da se doka`e deka ia)(  e j -ideal, t.e. treba da 

se proveri inkluzijata 
1
( ) ( )

j n j

i iG a G a
− −  ⊆  

. Neka 
1
( )

j n j

ix G a G
− − ∈   

. Toga{ x  e od 

oblik [ ]jnj bybx −− ′= 1
1

1 , kade {to 
jn

jn
j

j AbAb
−

−
−

− ∈′∈ 1

1
1

1 , . Od iay )(∈  sleduva deka 

postoi 0 Nn ∈  taka {to  

0

0 0

1 1
... ...

i i n i n i

n

n n

y X G G a G G
− − − −   ∈ =       
 

,    t.e.  
0 0

1 1 '
11 1 1 1... ...i i n i n i

n ny a a aa a− − − −   ′=      

kade {to 
1

1
1

i
i

ja G
−

− ∈ , 1

n i
n i

ja G
−

−′ ∈ , 0,...,2,1 nj = . Ottuka dobivame deka 

[ ][ ] 







′′′= −−−−−− jnin

n
ini

n
ij baaaaabx 1111

1

1

1
11

1
1 00

...... . Bidej}i stanuva zbor za n -polugrupa, so
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pregrupirawe i preimenuvawe na elementite vo zagradite,  x  mo`e da se 
zapi{e vo sledniot oblik: 

                             
0 0

1 1 1
11 1 11 1 1

( )

... ... ( ) ( )

j

j i j n j n i n i
n n j i

a

x b a a aa a b a a− − − − − −

∈

 
  
   ′ ′ ′= ∈ ⊆   
   

 



, 

{to zna~i deka ia)(  e j -ideal. □ 

 
Od ovaa teorema ima pove}e interesni posledici.  

Posledica 3.1. Vo surjektivna n -polugrupa ( ), [ ]G , ij aa )()( =  za sekoe a G∈  

akko NZD =−− )1,1( ni  NZD )1,1( −− nj . 

Dokaz. Ako NZD =−− )1,1( ni  NZD )1,1( −− nj , toga{ znaeme deka NZD )1,1( −− ni  

go deli NZD )1,1( −− nj , no i obratno, pa zatoa ij aa )()( ⊆  i ij aa )()( ⊇ , t.e. 

ij aa )()( = . � 

Posledica 3.2. Sekoj i -ideal vo surjektivna n -polugrupa ( ), [ ]G  e j -ideal 

akko NZD =−− )1,1( ni  NZD )1,1( −− nj . 

Dokaz. Ako sekoj i -ideal e j -ideal vo surjektivnata n -polugrupa ( ), [ ]G , 

toga{ i ja)(  e i -ideal, a i ia)(  e j -ideal. Bidej}i ia)(  e najmaliot i -ideal 

{to go sodr`i elementot a G∈ , a ja)(  e drug takov i -ideal, toga{ ij aa )()( ⊇ . 

Sli~no dobivame deka ij aa )()( ⊆ , pa zna~i ij aa )()( =  za proizvolen element 

a G∈ . Od toa i od prethodnata posledica imame deka NZD =−− )1,1( ni  

NZD )1,1( −− nj . 

Obratno, neka NZD =−− )1,1( ni NZD )1,1( −− nj . Toga{ od prethodnata pos-

ledica sleduva deka za sekoj element a G∈  va`i ij aa )()( = .  

Sega, neka I  e proizvolen i -ideal. Od toa {to ( ) ( )i j
x I x I

I x x
∈ ∈

= =
 

, dobivme 

deka proizvolen i -ideal e unija na j -ideali, pa i samiot toj e j -ideal. 

Obratnoto se poka`uva sli~no. Zna~i, sekoj i -ideal e j -ideal. � 

Posledica 3.3. Ako 1−n  e prost broj, toga{ sekoj i -ideal na surjektivnata 

n -polugrupa ( ), [ ]G  e isto taka i j -ideal za sekoi { }1,...,3,2, −∈ nji . 

Dokaz. Ova sleduva od faktot {to, ako { }1,...,3,2, −∈ nji  i 1−n  e prost 

broj, toga{ NZD =−− )1,1( ni  NZD 1)1,1( =−− nj . � 

Posledica 3.4. Sekoj i -ideal vo surjektivna n -polugrupa ( ), [ ]G  e )1( +− in -

ideal za sekoe { }1,...,3,2 −∈ ni  i obratno. 
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Dokaz. Ova sleduva od faktot deka NZD =−− )1,1( ni  NZD )1,1)1(( −−+− nin  i od 

Posl.3.2. Ova e to~no, za{to va`i svojstvoto: Ako x y< , toga{ NZD =),( yx  

NZD ),( yxy − . � 

Posledica 3.5. Sekoj i -ideal vo surjektivna n -polugrupa ( ), [ ]G  e podmno-

`estvo od nekoj 2-ideal (pa i od nekoj )1( −n -ideal) za { }1,...,3,2 −∈ ni . Isto 

taka, sekoj 2-ideal e i -ideal za { }1,...,3,2 −∈ ni . 

Dokaz. Deka sekoj i -ideal e podmno`estvo od nekoj 2-ideal (a i deka sekoj 2-
ideal e i -ideal), sleduva od faktot {to NZD 1)1,1( =−n  e delitel na 

NZD )1,1( −− ni , od Teorema 3.1 i Posl. 3.1. � 

 Eden element z  od n -polugrupa ( ), [ ]G  go vikame i -nula ako 

1i n i
G z G z
− −  =  

,  a  nula ako toj e i -nula za sekoj { }ni ,...,2,1∈ . 

Za i -idealot I  velime deka e minimalen ako ne postoi i -ideal koj e 
vistinsko podmno`estvo od I . 

Edna n -polugrupa ( ), [ ]G  koja{to ne sodr`i drugi ideali osven samata 

sebe i mo`ebi mno`estvoto koe se sostoi od nulti elementi, ja vikame 
prosta n -polugrupa. 

      Ako prosta n -polugrupa ( ), [ ]G  ne e izomorfna so n -polugrupa so red 2 

so nulti element (t.e. dvoelementna nula n -polugrupa), toga{ taa polugrupa 
ja vikame nula-prosta. 

Teorema 3.2. Sekoj minimalen i -ideal M  od surjektivna n -polugrupa 

( ), [ ]G  bez nulti element mo`e da se zapi{e vo oblik 

                                 
( 1) ( ) 1 1

0

k i k n i n n

k
M G x G G x G

− − − −

≥

    = ∪       


 

kade {to Mx∈ , a unijata se bara po site nenegativni celi broevi k  
takvi {to 0)1( ≠−ik  i ))1(mod(0)( −≠− nink . Od druga strana, sekoj mini-

malen 1-ideal ( n -ideal) na proizvolna n -polugrupa (ne mora da bide surjek-

tivna) e od oblik 
1n

x G
− 

  
, odnosno 

1n
G x
− 

  
, kade {to x  e koj bilo element od 

idealot. 
Dokaz. Neka M  e proizvolen minimalen i -ideal za { }2,...,2,1 −∈ ni  i neka 

Mx∈ . Toga{ za site nenegativni celi broevi k  takvi {to 0)1( ≠−ik  i 

))1(mod(0)( −≠− nink  unijata 

                                 
( 1) ( ) 1 1k i k n i n n

I G x G G x G
− − − −    = ∪       


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e i -ideal. Isto taka, MxI i ⊆⊆ )( , pa zaradi minimalnosta na M  sleduva 

deka MI = .  
Vtoriot del od teoremata e o~igleden (samo se proveruva deka tie mno-

`estva se minimalni ideali). � 
 
Posledica 3.6. Sekoj minimalen 2-ideal ( )1( −n -ideal) od surjektivna n -po-

lugrupa ( ), [ ]G  bez nuli e minimalen ideal. 

Dokaz. Od Posl. 3.5 imame deka sekoj 2-ideal e i -ideal za { }1,...,3,2 −∈ ni . 

Zna~i, treba da se poka`e deka minimalen 2-ideal e 1-ideal i n -ideal.  
Od Teorema 3.2 imame deka sekoj minimalen 2-ideal M  e od oblik 

                            
( 1) ( ) 1 11

1

k i k n i n nn

i
M G x G G x G

− − − −−

=

    = ∪       


.  

Lesno se proveruva deka
1n

M G M
−  ⊆  

 i 
1n

G M M
−  ⊆  

. � 

 
5.2. { , }i j -neutralni operacii vo n -grupoidi 

 
Vo ovoj razdel }e go vovedeme poimot za },{ ji -neutralna operacija vo n -

grupoid ( { }\ 1n∈N , ji ≠ , { }nji ,,2,1, ∈ ) kako obop{tuvawe na poimot 

neutralen element na grupoid. 

Neka 2≥n , [ ]( );G  e n -grupoid, a ( )jie , , ( )ije ,  i { }jie ,  se preslikuvawa od mno-

`estvoto 2nG −  vo mno`estvoto G , kade {to { }nji ,,2,1, ∈  i ji < . Toga{ 

definirame: 
1) ( )jie ,  e leva },{ ji -neutralna operacija na n -grupoidot [ ]( );G  ako i 

samo ako va`i ravenstvoto 

       ( ) ( )2 2
1
n na G x G− −∀ ∈ ∀ ∈   ( ) ( )1 2 2 2

1 1 1,
i n j n

i ji ja e a a xa x− − − −
−  =                

     2) ( )ije ,  e desna },{ ji -neutralna operacija na n -grupoidot [ ]( );G  ako i 

samo ako va`i ravenstvoto 

        ( ) ( )2 2
1
n na G x G− −∀ ∈ ∀ ∈   ( ) ( )1 2 2 2

1 1 1,
i j n n

i jj ia xa e a a x− − − −
−  =             

     3) { }jie ,  e },{ ji -neutralna operacija na n -grupoidot [ ]( );G  ako i samo ako 

za sekoja niza 2 2
1
n na G− −∈  i za sekoj x G∈  va`at ravenstvata  

                 { }( )[ ] xxaaaea n
j

j
i

n
ji

i =−
−

−−− 2
1

22
1,

1
1     i     { } ( )1 2 2 2

1 1 1,
i j n n

i ji ja xa e a a x− − − −
−  =  . 
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     Zabele{ka. Za 2=n , { }( ) ( )∅=− eae n
ji

2
1,  e neutralen (lev, desen) element na 2 -

grupoidot [ ]( );G .    

Svojstvo 2.1. Neka [ ]( );G  e n -grupoid, 2≥n , { }nji ,,2,1, ∈  i ji < . Toga{ 

postoi najmnogu edna },{ ji -neutralna operacija na n -grupoidot [ ]( );G . 

Dokaz. Neka { }jie ,  i { }jie ,  se dve },{ ji -neutralni operacii na n -grupoidot 

[ ]( );Q . Toga{ za sekoj 2 2
1
n na G− −∈  va`at ravenstvata: 

                              { }( ) { }( )[ ] { }( )2
1,

2
1

2
1,

22
1,

1
1

−−
−

−−−− = n
ji

n
j

n
ji

j
i

n
ji

i aeaaeaaea  i 

                              { }( ) { }( )[ ] { }( )2
1,

2
1

2
1,

22
1,

1
1

−−
−

−−−− = n
ji

n
j

n
ji

j
i

n
ji

i aeaaeaaea . 

Ottuka sleduva deka { } { }jiji ee ,, = . �                                                                                 

 
Svojstvo 2.2. Neka [ ]( );G  e n -grupoid, 2≥n , { }nji ,,2,1, ∈ , ji <  i neka ( )jie ,  e 

leva },{ ji -neutralna operacija, a ( )ije ,  e desna },{ ji -neutralna operacija  na 

n -grupoidot [ ]( );G . Toga{ ( ) ( ) { }jiijji eee ,,, ==  e },{ ji -neutralna operacija  na 

n -grupoidot [ ]( );G . 

Dokaz. Od definicijata sleduva deka za sekoja niza 2 2
1
n na G− −∈  va`at 

ravenstvata: 

                          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1, , ,
i n j n n n

i ji j j i j ia e a a e a a e a− − − − − −
−  =      i 

                          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 2 2 2
1 1 1 1 1, , ,
i n j n n n

i ji j j i i ja e a a e a a e a− − − − − −
−  =  . 

Ottuka sleduva deka ( ) ( )ijji ee ,, = , odnosno ( ) ( ) { }jiijji eee ,,, == .  �                                   

 
Teorema 2.1. Neka [ ]( );G  e n -grupoid, 2≥n  i neka va`at slednive iskazi: 

( i ) vo [ ]( );G  va`i (1, )n -asocijativniot zakon; 

( )ii za sekoja niza 2 2
1
n na G− −∈  i za sekoi ,a b G∈ , postoi barem eden x G∈ , 

takov {to [ ] bxaan =−2
1 ; 

( iii ) za sekoja niza 2 2
1
n na G− −∈  i za sekoi ,a b G∈ , postoi barem eden y G∈ , 

takov {to 2
1
nya a b−  =  . 

Toga{ [ ]( );G  ima },1{ n -neutralna operacija. 

Dokaz. Prvo }e poka`eme deka [ ]( );G  ima leva },1{ n -neutralna operacija, a 

potoa, sli~no, deka [ ]( );G  ima desna },1{ n -neutralna operacija. 

Od ( iii ) imame deka za sekoja niza 2 2
1
n na G− −∈  i za sekoj a G∈  postoi barem 

eden ( )
( ) ( )2

11,
a n

ne a G− ∈  za koj va`i ( )
( ) ( )2 2

1 11,
a n n

ne a a a a− −  =  . Od ( )ii  imame deka za
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sekoj b G∈  i za sekoj 2 2
1
n nk G− −∈ , postoi barem eden k G∈  za koj va`i deka 

2
1
nb ak k− =   . Od poslednite dve ravenstva i ( i ) ja dobivame slednava niza 

ravenstva:   

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 11, 1, 1,

i
a a an n n n n n n n

n n ne a a b e a a ak k e a a a k k− − − − − − − −       = = =                       

2
1
nak k b− = =  , 

od {to zaklu~uvame deka ( )
( )a

ne ,1  e leva },1{ n -neutralna operacija vo n -grupoi-

dot [ ]( );G . 

Ako go iskoristime uslovot ( ii ), imame deka za sekoj 2 2
1
n na G− −∈  i sekoj 

a G∈  postoi barem eden ( )
( ) ( )2

1,1
a n
ne a G− ∈  za koj va`i ( )

( ) ( )2 2
1 1,1

an n
naa e a a− −  =  . Od 

( iii ) imame deka za sekoj c G∈  i za sekoj 2 2
1
n nl G− −∈ , postoi barem eden l G∈  

za koj va`i  2
1
nc ll a− =   . Od poslednite dve ravenstva i ( i ) ja dobivame sled-

nava niza ravenstva:   

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( )
2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1 1,1 ,1 ,1 .
i

a a an n n n n n n n n
n n nca e a ll a a e a ll aa e a ll a c− − − − − − − − −         = = = =           

Spored toa, ( )
( )a
ne 1,  e desna },1{ n -neutralna operacija vo n -grupoidot [ ]( );G .  

Od Sv. 2.2 sleduva deka [ ]( );G  ima },1{ n -neutralna operacija 

{ } ( )
( )

( )
( )a
n

a
nn eee 1,,1,1 == .    �                                                                     

Kako posledica od definicijata za n -grupa i Teorema 2.1 ja dobivame 
slednata 

Teorema 2.2. Sekoja n -grupa ( 2≥n ) ima },1{ n -neutralna operacija. 
Dokaz. Ako n -grupoidot [ ]( );G  e n -grupa toga{ vo nego va`at uslovite ( i ), 

( ii ) i ( iii ) od Teorema 2.1 a ottuka sleduva deka [ ]( );G  ima },1{ n -neutralna 

operacija.  � 

Lema 2.1. Neka [ ]( );G  e n -polugrupa i neka [ ]( );G  ima },1{ n -neutralna 

operacija { }ne ,1 . Ako 3≥n , toga{ [ ]( );G  e kratliva n -polugrupa. 

Dokaz. Neka i  e element od mno`estvoto { }1,,3,2 −∈ ni  . Neka 1 1
1
n na G− −∈  i 

,b c G∈  go zadovoluvaat ravenstvoto: 
1 1 1 1

1 1
i n i n

i ia ba a ca− − − −   =    . 

Od definicijata za { }n,1 -neutralna operacija, sleduva deka va`at sledni-

ve implikacii: 
1 1 1 1

1 1
i n i n

i ia ba a ca− − − −   = ⇒   
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⇒     { } { }
1 2 2

1 1 1 1
1 2 1 1 1 11, 1,

n i n i i i
i i n n

i n i nn ne a a a a ba a e a a
− − − − −

− − − −
− −

      =         
 

{ } [ ] { } 



















=

−

−
−

−

−
−−

−−
−

− 2

1
1

,1

2

1
11

1

1

1
1

21,1

i

n
n
in

i

n
n
i

i
in

i
in

n aaeacaaaaae  

⇒     { } { }
1 2 2

1 1 1 1
1 2 1 1 1 11, 1,

n i n i i i
i i n n

i n i nn ne a a a a b a a e a a
− − − − −

− − − −
− −

      =          
 

{ } { } 



























=

−

−
−

−

−
−−

−−
−

− 2

1
1

,1

2

1
11

1

1

1
1

21,1

i

n
n
in

i

n
n
i

i
in

i
in

n aaeaacaaaae  

⇒     { } { }
2 2

1 1 1 1
1 2 1 2 1 11, 1,

n i n i i i
i i n n

i n i nn ne a a a a b a a e a a
− − − −

− − − −
− −

      =          
 

{ } { } 



























=

−

−
−

−

−
−−

−
−

− 2

1
1

,1

2

1
11

21
1

21,1

i

n
n
in

i

n
n
i

i
in

i
in

n aaeaacaaaae  

⇒     { } { } 











=











 −

−
−

−

−
−

−

−
−

−

−
−

2

1
1

,1

2

1
1

2

1
1

,1

2

1
1

i

n
n
in

i

n
n
i

i

n
n
in

i

n
n
i aaeacaaaeaba  

⇒     cb = . 
Neka 1=i . Neka 1 1

1
n na G− −∈  i ,b c G∈  go zadovoluvaat ravenstvoto: 

1 1
1 1[ ] [ ]n nba ca− −= . 

Toga{: 

[ ] [ ]1
1

1
1

−− = nn caba  

⇒     [ ] { }( ) { } [ ] { }( ) { } 











=











 −−

−−
−−

−−
2

1,1

3

1
1

2,1
1

1

2

1,1

3

1
1

2,1
1

1

n

n

n
n

n
n

n

n

n
n

n
n aeaaecaaeaaeba  

⇒     { }( )[ ] { } { }( )[ ] { } 











=











 −−

−−
−−

−−
2

1,1

3

1
1

2,1
1

1

2

1,1

3

1
1

2,1
1

1

n

n

n
n

n
n

n

n

n
n

n
n aeaaeacaeaaeab  

     ⇒     { }( )[ ] { } { }( )[ ] { } 











=











 −−

−−
−−

−−
2

1,1

3

1
1

2,1
1

21

2

1,1

3

1
1

2,1
1

21

n

n

n
n

n
n

n

n

n
n

n
n aeaaeaacaeaaeaab  

                 ⇒     { } { } 











=











 −−−− 2

1,1

3

11

2

1,1

3

11

n

n

nn

n

n
aeacaaeaba  

                 ⇒     { } { } 











=











 −−−− 2

1,1

2

1

2

1,1

2

1

n

n

nn

n

n
aeacaeab  

                 ⇒     cb = . 

 Neka ni = , a 1 1
1
n na G− −∈  i ,b c G∈  go zadovoluvaat ravenstvoto: 

1 1
1 1
n na b a c− −   =    . 

Toga{: 
1 1

1 1
n na b a c− −   =   
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⇒     { } { }( )[ ] { } { }( )[ ]











=











 −−

−

−

−

−
−−

−

−

−

− caaeaaebaaeaae nn
n

n

n

n

nn
nn

n

n

n

n

nn
1

1
2

1,1

3

1

2

1,1
1

1
2

1,1

3

1

2

1,1  

⇒     { } { }( )[ ] { } { }( )[ ] 











=











 −−

−

−

−

−
−−

−

−

−

− caaeaaebaaeaae nn
n

n

n

n

nn
nn

n

n

n

n

nn
1

1
2

1,1

3

1

2

1,1
1

1
2

1,1

3

1

2

1,1  

⇒     { } { }( )[ ] { } { }( )[ ] 











=













−
−−

−

−

−

−−
−−

−

−

−

− caaaeaaebaaaeaae n
nn

n

n

n

n

nnn
nn

n

n

n

n

nn 1
2

1
2

1,1

3

1

2

1,11
2

1
2

1,1

3

1

2

1,1  

⇒     { } { } 











=













−

−

−

−

−−

−

−

−

− caaaebaaae n

n

n

n

nnn

n

n

n

nn 1

3

1

2

1,11

3

1

2

1,1  

⇒     { } { } 











=











 −

−

−

−

−

−

−

− caaebaae
n

n

n

nn

n

n

n

nn

2

1

2

1,1

2

1

2

1,1   ⇒     cb = .  �                                                                                            

Svojstvo 2.3. Neka [ ]( );G  e n -polugrupa i neka [ ]( );G  ima },1{ n -neutralna 

operacija { }ne ,1 . Ako 3≥n , toga{ [ ]( );G  e n -kvazigrupa i pritoa va`at 

ekvivalenciite: 

    [ ] n
n
ii

i aaxa =−− 11
1    ⇔    { } { } 



















=

−

−
−

−

−

−−
−

− 2

1
1

,1

2

1

1

1
1

21,1

i

n
n
in

i

nn

in
i

in

ni aaeaaaaaex , { }1,,2 −∈ ni  ; 

          [ ] n
n axa =−1
1    ⇔    { }( ) { } 











=

−−
−

2

1,1

3

1
1

2,1

n

n

n
n

nn aeaaeax        i 

          [ ] n
n aya =−1
1    ⇔    { } { } ( )

2 3
2

1 1 11, 1,

n n
n

n n nn ny e a a e a a
− −

−
− −

  =     
. 

Dokaz. Neka { }1,,2 −∈ ni  , 1
n na G∈  i ix G∈ . Toga{ od definicijata za { }n,1 -

neutralna operacija, to~ni se slednive ekvivalencii: 
  

    { } { }
1 2 2

1 1 1 1 1 1
1 1 2 1 1 1 11, 1,

n i n i i i
i n i i n n

i i n i i n i nn na x a a e a a a a x a a e a a
− − − − −

− − − − − −
− −

       = ⇔ =           
                                        

                                    { } { } 



















=

−

−
−

−

−

−−
−

− 2

1
1

,1

2

1

1

1
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Posledica 2.1. Ako [ ]( );G  e n -polugrupa, 3≥n , koja ima },1{ n -neutralna 

operacija, toga{ [ ]( );G  e n -grupa. �                                           

 Od Teorema 2.2 i Posl. 2.1 ja dobivame slednava 

Teorema 2.3. Ako 3n ≥ , toga{ n -polugrupata [ ]( );G  e n -grupa ako i samo 

ako [ ]( );G  e n -polugrupa koja ima },1{ n -neutralna operacija.  � 

Zabele{ka. { , }i j -neutralnite operacii gi razgleduval J. U{an vo pove}e 

svoi trudovi (ubava pregledna literatura e negovata monografija [29]). 
Podolu }e gi navedeme samo formulaciite na teoremata na Brak-Hjuz za 
binaren slu~aj (Bruck, 1946 – Hughes, 1957) i na n -arniot slu~aj na teoremata 
na Brak-Hjuz, a koja{to ja formuliral i doka`al J. U{an vo 1999, i dvete 
prilagodeni kon oznakite vo ovaa kniga. Dokazite na ovie dve teoremi mo`e 
podetalno da se prosledat vo [29].  

Teorema 2.4. (Brak-Hjuz) Neka ( , )G ⋅  e grupoid so neutralen element e  i neka 

( , )G   e polugrupa. Neka , ,α β γ  se permutacii na mno`estvoto G  takvi 

{to za sekoi ,x y G∈ , ( ( ) ( ))x y x yγ α β= ⋅ . Toga{ ( , )G   e polugrupa so neut-

ralen element. 

Teorema 2.5. (U{an) Neka [ ]( , )G  i  [ ]( , ')G  se n -grupoidi, , ,α β γ  se ( 1)n − -

arni operacii na mno`estvoto G  i neka 3n ≥ . U{te pove}e, neka va`at 
slednive uslovi: 
 (11) [ ]( , )G  e (1, n )-asocijativen n -grupoid; 

(12) [ ]( , )G  e (1,2)-asocijativen n -grupoid (ili ( n –1, n )-asocijativen 

n -grupoid); 
(2) [ ]( , ')G  ima {1, }n -neutralna operacija e ; 

(3) Za sekoja niza 1
1
na −  od G , postojat to~no eden x , to~no eden y  i 

to~no eden z , takvi {to 

                2
1 1( )n

na x aα −
−= ,  2

1 1( )n
na y aβ −
−=   i  2

1 1( )n
na z aγ −
−=  

(4)  Za sekoi ,x y G∈  i za sekoja niza 1
1
na −  od G  va`i ravenstvoto 

2 2 2 2 2
1 1 1 1 1[ ] ( [ ( )]' ( ))n n n n nxa y a a x a a yγ α β− − − − −= . 

Toga{ [ ]( , )G  e n -grupa. � 
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	Glava I               Algebarski
	n-polugrupi
	Vovedni zabele{ki
	1.1. Po~etni poimi i svojstva
	Podolu }e izneseme nekoi osnovni poimi, oznaki i svojstva vo vrska so algebarski strukturi koi{to imaat samo  edna -arna operacija, za .
	Neka  e neprazno mno`estvo i neka  e pozitiven cel broj. Sekoe preslikuvawe  od  (-tiot dekartov stepen na ) vo  se vika -arna operacija na . Toa zna~i deka na sekoja -torka  elementi od
	Mno`estvoto  zaedno so -arnata operacija  se narekuva n-aren grupoid (pokuso: n-grupoid ili n-operativ) i  se ozna~uva so  ili kuso so . Poimot -grupoid se sovpa|a so poimot grupoid. Namesto 1-aren grupoid }e velime monounar.
	Vo teorijata na -arnite grupoidi prifateni se slednite oznaki. Nizata elementi  ~esto se ozna~uva so . Za  toj simbol ja ozna~uva praznata niza, t.e. nizata {to ne sodr`i nitu eden element. Brojot na site elementi vo nizata se narekuva dol`ina na n...
	Primer 1.1. Neka . Da stavime . Toga{   e -grupoid. Dadenoto mno`estvo ne e grupoid vo odnos na operacijata sobirawe, za{to zbirot na dva neparni celi broja e paren, pa operacijata + ne e zatvorena vo .
	Za eden ternaren grupoid  velime deka e izveden od binarna operacija  ako , za koi bilo . Ako , za koi bilo  i nekoj fiksen , toga{ za  velime deka e -izveden od .
	Ako  e -grupoid, a  neprazno podmno`estvo od  takvo {to  za sekoi , toga{ velime deka  e -podgrupoid od . -podgrupoid od -grupoid e podgrupoid od grupoid.
	Za da go definirame poimot -polugrupa, prethodno }e go vovedeme poimot slo`en proizvod vo algebra , kade {to  e neprazno mno`estvo, a  e familija od finitarni operacii na .
	1) Ako , toga{ pi{uvame  i velime deka  e slo`en proizvod od nulti red.
	2) Ako ,  e -arna operacija od  i ako , toga{ pi{uvame . Za desnata strana na ova ravenstvo velime deka e slo`en proizvod od prv red.
	3) Da pretpostavime deka  e slo`en proizvod so red , za   i deka  e -arna operacija od . Toga{ za desnata strana na ravenstvoto
	velime deka e slo`en proizvod so red . Ovoj slo`en proizvod }e go ozna~uvame so .
	Poimot slo`en proizvod e osmislen i kaj sekoj -grupoid . Da zabele`ime deka ako  e slo`en proizvod vo -grupoidot , toga{   e od oblik  , kade {to  e nenegativen cel broj.
	Imeno, za , imame proizvod od nulti red, t.e. . Za ova , koe{to e , imame deka , t.e. va`i ravenstvoto . Neka  i neka tvrdeweto e to~no za slo`eni proizvodi so dol`ini pomali od . Zna~i, ako
	,
	imame deka . Od induktivnata pretpostavka imame deka , pa zna~i .
	Primer 1.3. Na mno`estvoto  mo`e da se definira samo edna -arna operacija , . Za  velime deka e trivijalen -grupoid. Jasno,  e -neutralen element za sekoj  i centralen za .
	Zada~i
	1. Poka`i deka vo ternarna polugrupa izvedena od simetri~nata grupa   site elementi so red 2 se levi ili desni neutralni elementi, no ne se 2-neutralni elementi.
	2. Vo ternarna polugrupa izvedena od Bulova grupa site elementi se -neutralni.
	3. Vo ternarna polugrupa {to e 1-izvedena od aditivnata polugrupa  nema ni lev, ni desen, ni 2-neutralen element.
	4. Navedi primer na 2-kratliv ternaren grupoid {to ne e kratliv.
	5. Navedi primer na levo i desno kratliv ternaren grupoid {to ne e kratliv.
	6. Ako vo ternarna polugrupa  postoi element  takov {to za sekoj  va`i  , toga{  mo`e da se izvede od binarna polugrupa
	.
	10. Doka`i deka edna ternarna polugrupa e kratliva ako i samo ako e levo i desno kratliv.
	1.3. Ternarni asocijativni operacii  so
	neutralni nizi
	Slednite dve svojstva se posledici od prethodnata teorema.
	Vo ovoj slu~aj namesto  i  }e pi{uvame .
	Sli~no se doka`uva to~nosta na slednata teorema:

	5 ANS_Glava II
	Glava II          (i, j)-asocijativni operacii
	pa -grupoidot  e -asocijativen.   (

	6 ANS_Glava III
	7 ANS_Glava IV
	Glava IV          Cikli~ni  n-polugrupi
	i cikli~ni  n-grupi
	4.1. Cikli~ni i homogeni n-polugrupi
	Vo ovoj razdel }e definirame cikli~ni i homogeni -polugrupi, no prethodno }e go vovedeme poimot -aren stepen na element od -polugrupa .
	Neka  e nenegativen cel broj i neka  e element na -polugrupa . Elementot od , ozna~en so simbolot , se narekuva -ti -aren stepen na  ako  i  .
	Zna~i, dopu{teni -ti -arni stepeni na  se:
	, , , , ...
	Da zabele`ime deka . Mno`estvoto od site -ti -arni stepeni na  e generirano od elementot . Nego }e go ozna~uvame so .
	Svojstvo 1.1. Ako  se nenegativni celi broevi i  e koj bilo element od -polugrupa, toga{:
	a) ;      b) .
	Razgleduvaj}i gi stepenite na , mo`eme da sogledame dva slu~aja:
	I) Koi bilo dva dopu{teni -ti -arni stepeni na  ne se me|usebe ednakvi, pa mno`estvoto
	, , , ,..., , ...
	e beskone~no prebrojlivo mno`estvo.
	II) Postojat dva nenegativni celi broevi  i  takvi {to  i . Bez da izgubime od op{tosta, mo`eme da pretpostavime deka  e najmaliot mo`en takov nenegativen cel broj. Neka , pri {to . Toga{, so indukcija po  (), se poka`uva deka . Od druga strana, za se...
	.
	Da zabele`ime deka  ako i samo ako . Spored toa, redot na  e , kade {to  e redot na  (period na ), a  e indeks na .
	Za edna -polugrupa  se veli deka e cikli~na (ili monogenerirana) ako , za nekoj .
	Mno`estvoto  e zatvoreno vo odnos na istata -arna operacija vo , pa spored toa e -potpolugrupa od .
	Edno podmno`estvo  od -polugrupa  se narekuva -ideal vo  ako , za nekoj . Po dogovor, ,  i . Ako  e
	Imaj}i ja predvid gornata definicija, se poka`uva deka  e ideal vo . Vsu{nost,  e minimalen ideal vo , za{to ako  i  pripa|a na koj bilo ideal , toga{ od svojstvo na  -grupi, postojat  elementi  takvi {to . Zna~i,
	]e poka`eme deka  e -grupa vo smisla na Postovata definicija za -grupa. Zaradi nejzinata o~igledna komutativnost, dovolno e da se poka`e deka ravenkata
	,
	ima re{enie za koe bilo mno`estvo od nenegativni celi broevi . No,  e re{enie na gornata ravenka ako i samo ako
	.
	Ova zna~i deka
	, t.e.
	.
	Bidej}i poslednava kongruentna ravenka sekoga{ ima edinstveno re{enie po , , sleduva deka po~etnata ravenka isto taka ima edistveno re{enie. Spored toa,  e -grupa.
	Sega, za da poka`eme deka  e cikli~na, dovolno e da poka`eme deka za sekoj nenegativen cel broj , va`i
	,
	i deka postoi cel broj  takov {to nitu eden pomal ne- dozvolen stepen na  od -tiot e ednakov sam na sebe, t.e. deka
	.
	Za sekoj ,  ako i samo ako
	.
	Zna~i,        ,
	pa spored toa,    .
	Ako stavime , toga{ sme go dobile prviot rezultat {to e spomnat pogore. Deka navistina postoi cel broj  sleduva od postoeweto na beskone~no mnogu prosti broevi od oblikot . Ako  go ozna~uva koj bilo od ovie prosti broevi {to e razli~en od prostite mn...
	ako i samo ako .
	Sledstveno, .
	Seto pogore iska`ano go sublimirame vo slednava
	Teorema 1.1. Neka  e -polugrupa i neka .  Ako -polugrupata  generirana od  e beskone~na, toga{ site dozvoleni stepeni na  se me|usebe razli~ni. Ako  e kone~na, toga{ postoi cel broj  (nare~en indeks na )  i postoi cel broj  (nare~en period na
	,
	kade {to  e redot na . Pokraj toa,  e maksimalna cikli~na -potpolugrupa i mininimalen ideal vo . (
	Slednive tvrdewa se o~igledni posledici:
	Posledica 1.1. Postoi cikli~na -polugrupa so indeks  i period , za sekoj par od nenegativni celi broevi  i . (
	Posledica 1.2. Dve kone~ni cikli~ni -polugrupi se izomorfni ako i samo ako imaat ist indeks i ist period. (
	Posledica 1.3. Koi bilo dve beskone~ni cikli~ni -polugrupi se izomorfni. (
	Posledica 1.4. Ako edna -polugrupa e -kratliva za koj bilo fiksen , toga{ sekoj element so kone~en red ima indeks 0. (
	Sporedeno so obi~nite polugrupi, edna kone~na cikli~na -polugrupa  ne sekoga{ sodr`i idempotententen element, t.e. element , takov {to .
	Da ja razgledame, na primer, 3-polugrupata   generirana od element  takov {to . Toga{ , , , , ,  i .
	Vo taa smisla, go dobivame slednov zna~aen rezultat.
	Teorema 1.2. Za sekoj element  so kone~en indeks  i period  od edna -polugrupa ,  sodr`i edinstven idempotent ako i samo ako kongruentnata ravenka
	ima re{enie vo mno`estvoto na nenegativni celi broevi. Ako toa postoi, toga{ idempotentot vo  e istovremeno neutralen element vo .
	Dokaz.  Elementot  e idempotenten ako i samo ako
	ili                                     ,
	pa zna~i, ako i samo ako  .
	Potseti se (od teorija na broevi) deka vakva linearna kongruentna ravenka ima re{enie ako i samo ako NZD e delitel na . Jasno, ova e mo`no samo toga{ koga NZD, pa spored toa mo`e da ima samo eden idempotent vo .
	Sega, za da poka`eme deka elementot  takov {to , t.e. idempotentniot element vo , e neutralen element vo , }e zememe proizvolen element  od . Bidej}i
	toga{  za sekoj nenegativen cel broj . (
	Posledica 1.5. Vo obi~na polugrupa (t.e. vo 2-polugrupa), polugrupata generirana od eden element, ako e od kone~en red, ima edinstven idempotenten element. (
	Ova e jasno, za{to vo ovoj slu~aj .
	Posledica 1.6. (Post) Edna cikli~na -grupa  ima edinstven idempotent ako i samo ako nejziniot red e zaemno prost so . (
	Edna -polugrupa  e  periodi~na ako i samo ako sekoj element od  ima kone~en red, t.e. e kone~na -polugrupa. Taa se narekuva homogena
	ako i samo ako za sekoj element ,  sodr`i idempotent.
	Eden -aren algebarski sistem  se narekuva entropi~en ako i samo ako
	za sekoja  matrica  so elementi od .
	O~igledno, komutativnosta povlekuva entropija, pa ako postoi neutralen element, toga{ entropijata ja povlekuva i komutativnosta i asocijativnosta.
	Pred da prodol`ime natamu, zgodno e da gi pogledneme slednive dve lemi.
	Lema 1.1. Mno`estvoto od site nenegativni celi broevi formira komutativna polugrupa so operacija  definirana so:
	ili . (
	Proverkata na ova tvrdewe e direktna. Pokraj toa, mo`e da se proveri deka , kade {to  ja ozna~uva -tata elementarna simetri~na funkcija na -ovcite.
	So indukcija po  se poka`uva slednava
	Lema 1.2. Za sekoj cel broj  i koe bilo mno`estvo elementi  {to pripa|aat na eden entropi~en -aren sistem, va`i slednovo ravenstvo  . (
	Teorema 1.3. Entropi~na i homogena -polugrupa  e disjunktna unija od -potpolugrupi , nare~eni maksimalni unipotentni -potpolugrupi od , sekoja od koja sodr`i samo eden idempotent  takov {to , za koe bilo mno`estvo  od idempotenti vo .
	Dokaz.  Neka  e mno`estvoto od site idempotentni elementi vo . Bidej}i
	e entropi~na -polugrupa, sleduva deka  e -potpolugrupa od .
	Za sekoj , neka . Ako , kade {to , toga{ . Za{to, koga ne bi bilo taka,  i  za nekoj . No, toga{
	,
	{to e kontradikcija.
	Mno`estvoto , za sekoj , e isto taka -polugrupa nad istata -arna operacija definirana vo . Za{to, ako , taka {to
	,
	za nekoi nenegativni celi broevi , toga{
	.
	Od homogenosta na  sleduva deka .
	Kone~no, neka , , . . ., , kade {to  se takvi {to , , . . .,  za nekoi nenegativni celi broevi . Toga{
	.
	Ottuka sleduva i rezultatot deka . (
	Edna -polugrupa  e silno reverzibilna  ako i samo ako za sekoi  postojat nenegativni celi broevi  takvi {to
	za sekoja permutacija  na broevite .
	Zabele`i deka sekoja komutativna -polugrupa e silno reverzibilna.
	Teorema 1.4. Silno reverzibilna i homogena -polugrupa  e disjunktna unija od maksimalni unipotentni -potpolugrupi . Pritoa, sekoja od niv sodr`i samo eden idempotent  takov {to , za koe bilo mno`estvo  od idempotenti vo .
	Dokaz. Jasno e deka silnata reverzibilnost povlekuva deka idempotentite vo  formiraat -potpolugrupa .
	Neka  e definirano kako vo Teoremata 1.3 i neka  taka {to  za nekoi nenegativni celi broevi . Silnata reverzibilnost povlekuva deka postojat nenegativni celi broevi  takvi {to
	za sekoja permutacija  na broevite . Imaj}i predvid deka elementite na desnata strana komutiraat dobivame deka
	Dokazot na ostatokot od teoremata e ist kako vo Teoremata 1.3 osven {to se koristi komutativnosta na odredeni stepeni na elementi od . (
	Zada~i
	1. Poka`i (so indukcija po ) deka , kade {to  i   e najmaliot mo`en nenegativen cel broj za koj va`i .
	2. Poka`i deka  ako i samo ako , kade {to  i   e najmaliot mo`en nenegativen cel broj za koj va`i .
	3. Poka`i deka  e ideal vo .
	4. Poka`i deka  e maksimalna -podgrupa od .
	5. Ako edna -polugrupa e -kratliva za koj bilo fiksen , toga{ sekoj element so kone~en red ima indeks 0.
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	Glava V          Prilog
	Teorema 2.5. (U{an) Neka  i   se -grupoidi,  se -arni operacii na mno`estvoto  i neka . U{te pove}e, neka va`at slednive uslovi:
	(11)  e (1,)-asocijativen -grupoid;
	(12)  e (1,2)-asocijativen -grupoid (ili (–1, )-asocijativen -grupoid);
	(2)  ima -neutralna operacija ;
	(3) Za sekoja niza  od , postojat to~no eden , to~no eden  i to~no eden , takvi {to
	,    i
	(4)  Za sekoi  i za sekoja niza  od  va`i ravenstvoto
	.
	Toga{  e -grupa. (
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