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ПРЕДГОВОР 

 
 
 

 Oваа збирка задачи пред се е наменета за студентите на 
студиите по математика. Но, сметаме дека збиркава ќе биде 
интересна и за студентите од техничките факултети и сите оние кои 
сакаат да се запознаат со основните поими од математичката 
анализа. 
 Збиркава содржи пет глави. На почетокот на секоја од нив 
дадени се дефиниции и основни својства на поимите кои се 
разгледуваат во таа глава. Потоа следуваат формулациите и 
решенијата задачите. Доказите на теоремите и целата потребна 
теоретска подготовка може да се најдат во учебниците [1] и [2].  
 Сите задачи се детално решени. Пожелно е читателот да се 
обиде да ја реши задачата, а ако не успее, дури тогаш да го погледне 
решението. За да може успешно да се следи материјалот во оваа 
збирка, потребно е читателот да има добри предзнаења од 
материјалот кој се изучува во средното образование.  
 На крајот збиркава содржи задачи од писмените испити по 
математичка анализа 1 на студиите по математика на Природно-
математичкиот факултет во Скопје. 
 Им се заблагодаруваме на рецензентите кои дадоа корисни 
забелешки и предлози за подобрување на оваа збирка задачи. Сите 
забелешки од читателите ќе бидат добродојдени за подобрување на 
текстот на оваа книга во иднина. 
   
 
Скопје, 2015             Авторите 
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I. Neopredelen integral 

 

1.1 Primitivna funkcija. Neopredelen integral  

Примитивна функција за дадена функција ( ),f x x EÎ Í   е диференцијабилната 

функција ( )F x , x EÎ Í   таква што ( ) ( ),F x f x¢ = за секој x EÎ . 

Неоределен интеграл за дадена функција ( ),f x x EÎ Í   со ознака ( )f x dxò  е 

множеството од сите примитвни функции, т.е.  

( ) ( ) ( ) ( ){ }, ,f x dx F x C F x f x x E C¢= + = " Î Îò  . 

Вообичаено ознаката за множество ја изоставуваме, т.е. ако ( )F x  е една 

примитивна функцијата за ( )f x , тогаш пишуваме ( ) ( )f x dx F x C= +ò , C Î  . 

Својства на неоределен интеграл: 

1. ( ) ( ) ,f x dx f x dxa a a= Îò ò  , 

2. ( ) ( )( ) ( ) ( )f x g x dx f x dx g x dx+ = +ò ò ò , 

3. ( ) ( )F x dx F x C¢ = +ò . 

Tablica na nеopredeleni integrali na nekoi elementarni funkcii: 

1. 
1

,1
xx dx C
a+

a = +ò a+  1.a¹-             2. ln .dx x Cx = +ò  

3. .x xe dx e C= +ò                                  4. ,ln
x

x aa dx Ca= +ò  0, 1a a> ¹ . 

5. sin cos .xdx x C=- +ò                       6. cos sin .xdx x C= +ò  

7. 2 tg .
cos
dx x C
x
= +ò                              8. 2 ctg .

sin
dx x C
x
=- +ò  

9. 
2

arcsin .
1
dx x C
x

= +ò
-

                   10. 2 arctg .
1
dx x C
x

= +ò +
 



I. Neopredelen integral 

 6

11. 2
2

ln 1 .
1

dx x x C
x

= + + +ò
+

     12. 2
2

ln 1 .
1

dx x x C
x

= + - +ò
-

 

1.1. Najdi edna primitivna funkcija j  na funkcijata ,f  ako ( ) cos .f x x=  

Re{enie. Treba da najdeme barem edna funkcija ~ij {to izvod e dadenata 

funkcija. Bidej}i (sin ) cos ,x x¢ =   zaklu~uvame deka ( ) sinx xj =  e edna primitivna 

funkcija na dadenata funkcija.  

1.2. Najdi ги сите funkciи ,f  za koja va`i ( ) 1 .xf x e¢ = +  

Re{enie. Od ( ) 1 ,x xx e e¢+ = +   sleduva deka ( ) xf x x e C= + + , C Î  . 

1.3. Doka`i deka funkcijata 2 1( ) sinx x xj =  e primitivna funkcija na 

funkcijata 
1 1( ) 2 sin cos ,f x x x x= -  0.x ¹  

Re{enie. ( ) ( )2 2 21 1 1 1 1( ) sin ( ) sin sin 2 sin cos .x x x x xx x x x x
¢ ¢

¢ ¢j = = + = -  

So primena na tablicata na osnovnite integrali presmetaj gi slednite 

integrali:  

1.4. 55 .x dxò     

Re{enie. 
5 1

5 5 655 5 5 .5 1 6
xx dx x dx C x C

+
= = + = +ò ò +  

1.5. 2.
dx
xò

   

Re{enie. 
2 1

2
2

1 .2 1
dx xx dx C Cxx

- +
-= = + =- +ò ò - +                 

1.6. .dx
x xò  

Re{enie. 
3 13 2

2 2 .3 12

dx xdx x dx C Cx x x

- +
-= = + =- +ò ò

- +
 

1.7. ( )1 3 .dxx -ò                    

Re{enie. ( )1 3 3 ln 3 .dxdx dx x x Cx x- = - = - +ò ò ò  

1.8. 
2 1 .1
x

x
e dxe

-
ò +     
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Re{enie. 
2 ( 1)( 1)1 ( 1) .1 1

x xx
x x x

x x
e ee dx dx e dx e dx dx e x Ce e

+ -- = = - = - = - +ò ò ò ò ò+ +  

1.9. 5 3 .x xdx-ò  

Re{enie. ( ) ( )55 535 3 .53 (ln5 ln3)3ln 3

x
x x

x x
xdx dx C C- = = + = +ò ò -

 

1.10. (2 3sin cos ) .x x x dx- +ò       

Re{enie. (2 3sin cos ) 2 3 sin cosx x x dx xdx xdx xdx- + = - + =ò ò ò ò  

2 3cos sin .x x x C= + + +  

1.11. 2tg .xdxò                      

Re{enie. 
2 2

2
2 2 2

sin 1 costg tg .
cos cos cos
x x dxxdx dx dx dx x x C
x x x

-= = = - = - +ò ò ò ò ò  

 1.12. 2ctg .xdxò  

Re{enie.  
2 2

2
2 2 2

cos 1 sinctg tg .
sin sin sin
x x dxxdx dx dx dx c x x C
x x x

-= = = - =- - +ò ò ò ò ò  

1.13. 
2

2 .
1

x dx
xò +

           

Re{enie. 
2 2

2 2 2
1 1 arctg .

1 1 1
x dx x dxdx dx x x C
x x x

+ -= = - = - +ò ò ò ò+ + +
 

1.14. 
2 2

3 1 .
1 1

dx
x x

æ ö÷ç -ò ÷ç ÷çè ø- +
 

Re{enie. ( )2 2 2 2
3 1 3

1 1 1 1
dx dxdx

x x x x
- = - =ò ò ò

- - - -
  

23arcsin ln 1 .x x x C= - + - +  

1.15. Opredeli ja функцијата ( )f x  koja што minuva niz to~kata (1,0)M  и за која 

важи ( ) 23 1.f x x¢ = -  

Re{enie. Od 2 2 3(3 1) 3x dx x dx dx x x C- = - = - +ò ò ò  sleduva deka  

3( )f x dx x x C¢ = - +ò  се сите примитивни функции за ( )f x¢ . Ја бараме онаа 

функција која што минува низ точката  (1,0)M . Od uslovite (1) 0f =  i (1) ,f C=  

dobivame  0.C =  Бaranata функција е 3( ) .f x x x= -  
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1.2. Integrirawe so metod na zamena 

 

Нека ( )f x , 
f

x DÎ   и ( ),t t Djj Î  се фукции такви што 
f

D Dj Í , ( )x tj=  е 

диферецијабилна и нека ( )1t xj-=  е нејзината инверзна функција. Ако 

( )( ) ( ) ( )f t t dt t Cj j¢ = F +ò  тогаш ( ) ( )( )1f x dx x Cj-= F +ò .  

So metod na zamena najdi gi slednive integrali:  

1.16. 5( 2) .x dx+ò  

Re{enie. Овде ( ) 5f x x=  и ( ) 2x xj = + . Значи вoveduvame smena 2 .x t+ =  

Toga{  2x t= - . Диференцирајќи ги левата страна по x а десната по t  добиваме 

.dx dt=  Zamenuvaj}i vo integralot имаме: 
66

5 5 ( 2)
( 2) .6 6

xtx dx t dt C C
+

+ = = + = +ò ò  

1.17. .2 7
dx
xò +  

Re{enie. Voveduvame smena 2 7 .x t+ =  Toga{ 7
2
tx -=  i 1 .2dx dt=  Zamenuva-

j}i vo ntegralot dobivame:  

1 1 1ln ln 2 7 .2 7 2 2 2
dx dt t C x Ctx = = + = + +ò ò+  

1.18. 2
2 .
1
xdx
xò +

 

Re{enie. Voveduvame smena 21 x t+ =  Toga{   2 .xdx dt=  Zamenuvaj}i vo 

integralot dobivame: 2
2

2 ln ln(1 ) .
1
xdx dt t C x Ctx

= = + = + +ò ò+
 

1.19. 
34
.

(3 4 )
dx
x

ò
+

 

Re{enie. Voveduvame smena 34 (3 4 )x t+ = . Toga{ 

4
3 3
4

tx -=  i 
1
31 .3dx t dt=  

Zamenuvaj}i vo integralot dobivame:  

1
3 2 1

3 3
34

1
13
3(3 4 )

t dtdx t dt t Ctx
-= = = + =ò ò ò

+
4 3 4 .x C+ +  



1.2. Integrirawe so metod na zamena 

 9

1.20. 2 .
1
x

x
e dx
eò +

 

Re{enie. Voveduvame smena xe t= . Toga{   .xe dx dt=  Zamenuvaj}i vo inte-

gralot dobivame 2 2 arctg arctg( ) .
1 1
x

x
x

e dx dt t C e C
e t

= = + = +ò ò+ +
 

1.21. 4 3xa x dxò , 0, 1a a> ¹ . 

Re{enie. Voveduvame smena 4x t= . Toga{ 34 ,x dx dt=  odnosno 3 1 .4x dx dt=  Za-

menuvaj}i vo integralot dobivame: 

4 43 1 1 1 .4 4ln 4ln
x t t xa x dx a dt a C a Ca a= = + = +ò ò  

1.22. cos .4 sin
xdx
xò +  

Re{enie. Voveduvame smena 4 sinx t+ = . Toga{ cos .xdx dt=  Zamenuvame vo 

integralot i dobivame ( )cos ln ln 4 sin .4 sin
x dtdx t C x Ctx = = + = + +ò ò+  

1.23. 2sin xdxò . 

Re{enie. ( )2 1 1 1 1 1 1sin 1 cos2 cos2 sin22 2 2 2 2 2xdx x dx dx xdx x x C= - = - = - ⋅ +ò ò ò ò .   

Pritoa vo posledniot integral stavivme smena 2t x= , od {to dobivame 1
2dx dt= . 

1.24. 3cos .xdxò  

Re{enie. 3 2 2cos cos cos (1 sin )cos .xdx x xdx x xdx= = -ò ò ò   

Voveduvame smena sinx t= . Toga{  cos .xdx dt=  Zamenuvaj}i vo posledniot 

integral dobivame:   2 2(1 sin )cos (1 )x xdx t dt- = - =ò ò  

             
2 3 31 1sin sin .3 3dt t dt t t C x x C= - = - + = - +ò ò   

1.25. 
2 2 2
dx

b a x
ò

-
, , 0a b> . 

Re{enie. Integralot }e go dovedeme vo oblikot 
21

dt
t

ò
-

. 

( )( ) ( )2 2 2 222

1

11

dx dx dx
b axaxb a x b bb

= =ò ò ò
- --

.  
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Voveduvame smena ax tb = . Toga{ bdx dta= . Zamenuvaj}i vo integralot,  dobi-

vame:  

( )2 2
1 1

11

dx b dt
ab bax t

b

= ⋅ =ò ò
--

1 1arcsin arcsin .axt C Ca a b+ = +  

1.26. 
2 2 2
dx

a x b
ò


, , 0a b> . 

Re{enie. Integralot }e go dovedeme vo oblikot 
2 1
dt
t

ò


. Imame 

( )( ) ( )2 2 2 222

1

11

dx dx dx
b axaxa x b b bb

= =ò ò ò
 

.  

Voveduvame smena ax tb = . Toga{ bdx dta= . Zamenuvaj}i vo integralot,  dobi-

vame:  

( )
( )22

2 2
1 1 1 1ln 1 ln 1

11

dx b dt ax axt t C Ca a ab b b bax t
b

= ⋅ = +  + = +  +ò ò


. 

1.27. 2 2 2
dx

b a xò +
, , 0a b> . 

Re{enie. Integralot }e go dovedeme vo oblikot 2 1
dt
tò +

. Imame 

( )( ) ( )2 2 2 2 222

1
11

dx dx dx
axaxb a x bb bb

= =ò ò ò+ ++
.  

Voveduvame smena ax tb = , pa bdx dta= . Zamenuvaj}i vo posledniot integral 

dobivame:  

( )2 2 2 2
1 1

11
dx b dt

aaxb b t
b

= ⋅ =ò ò ++
1 1arctg arctg .axt C Cab ab b+ = +  

1.28. 2
1

1
dx

xò -
. 

Re{enie. ( ) ( )2
1 1 1 1 1 ln 1 ln 12 1 1 21
dx dx Cx xx xx

= - = + =- - +ò ò - +-
  

            1 1ln2 1
x Cx
-= ++ . 

1.29. 2 2 2
dx

a x bò -
, , 0a b> . 
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Re{enie. 
( )( ) ( )2 2 2 2 222

1
11

dx dx dx
axaxa x b bb bb

= =ò ò ò- --
. ]e vovedeme smena ax tb = ,  

pa bdx dta= . Ottuka imame 

( )2 2 2 2

11 1 1 1 1 1ln ln ln11 11

ax
dx b dx t ax bbC C Ca axtab ab ab ax baxb b t

bb

-- -= ⋅ = + = + = +ò ò + +- +-
  

1.30. 2
dx

ax bx cò + +
, 0a>  

 a) ako 2 4 0b ac- > , 

 b) ako 2 4 0b ac- < . 

Re{enie. Integralot }e go dovedeme vo eden od oblicite 2 1
dt
tò +

 ili 2 1
dt
tò -

. 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 22 422 2 2 2 4

dx dx dx
ax bx c b b b b b acax c axax a a a a a

= =ò ò ò+ + -+ + - + + -

a) 
( )2 2 22

2

1
44

42 4 2 1
4

4

dx dx
b acb b ac bax axaa a a

b ac
a

= ⋅ò ò-- æ ö+ - + ÷ç ÷ç ÷ -ç ÷ç ÷-ç ÷÷çç ÷è ø

. 

Voveduvame smena 
2

2
4

4

bax at
b ac
a

+
=

-
, pa 

2 4
4

b ac
adx dta

-
=  i posledniot integral 

go dobiva oblikot  

2 2 2
2

2 2

2

2
2

2 2

2 1
4 4 4

1 1 4 14 4 4ln ln2 1 21 4
2 1
4

4
4

4 1 2 4ln .24 4
2 4

bax a
b ac b ac b ac

dt t b aca a aC Ca a t bt a ax a
b ac
a

b b acaxb ac a a C
a b b acax a a

+
-

- - -
- -= + = ⋅ ⋅ + =ò +- +

+
-

-+ --= ⋅ ⋅ +
-+ +

 

b) 
( ) ( )2 2 2 22 2

2

1
44 4

42 4 2 4 2 1
4

4

dx dx dx
ac bb b ac b ac b bax ax axaa a a a a

ac b
a

= = ⋅ò ò ò-- - æ ö+ - + + + ÷ç ÷ç ÷ +ç ÷ç ÷-ç ÷÷çç ÷è ø

.  
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Voveduvame smena 
2

2
4

4

bax at
ac b
a

+
=

-
. Toga{ 

2

2
4

4
ac bdx dt
a
-= , pa dobivame  

2
2

2 2 2 2

4
1 1 44 arctg

4 1 4 4
4 4

ac b
dt ac ba t Caac b t ac b a

a a

-
-⋅ = ⋅ + =ò- + -

  

2

2 2 2
4 4 2arctg

4 4 4
4

baxa ac b a C
ac b a ac b

a

+-= +
- -

. 

1.31. 2 .
2 2
dx

x xò + +
 

Re{enie. ( )

( )

( )

( )2 2 22

1 1
2 2 2 4 2 1 11 4

x dx x dxdx
x x xx

¢ ¢+ += = =ò ò ò+ + - ⋅ + ++ -
 

( )

( )2
1 arctg( 1) .

11
x dx x C
x

¢+= = + +ò ++
 

1.32. 2 .
2 1
dx

x xò + +
 

Re{enie. 
( )

( )
( )

( )2 2 22
1 1 1 .

( 1)2 1 2 4 1 11
4

x dx x dxdx C
xx x xx

¢ ¢+ += = =- +ò ò ò
++ + - ⋅ ++ -

 

1.33. 1 1
2
a x b

dx
ax bx c

+
ò + +

, 1, 0a a ¹ . 

Re{enie. 
1

1 1 1
12 2

2
21

2

ab
ax b ba x b a

dx a dxaax bx c ax bx c

+ + -+
= =ò ò+ + + +

  

( ) ( )1 1 1 1 1 1
1 22 21 1

2 22 1
2 2 2 2
a a ab a a abax b dx b dx I b Ia aa a a aax bx c ax bx c

+= + - = + -ò ò+ + + +
. 

Vo 1I  voveduvame smena 2t ax bx c= + +  i se sveduva na integral od oblikot 

dt
tò , a 2I  e  od oblikot 2

1 dx
ax bx cò + +

. 

1.34. 
( )

2
nP x dx

ax bx cò + +
, kade ( )nP x  e polinom so realni koeficienti i stepen 

2n³   i 0a ¹ . 

Re{enie. Polinomot ( )nP x  go delime so 2ax bx c+ +  i dobivame koli~nik 

( )2nQ x-  i ostatok ( )R x . Pritoa koli~nikot e polinom so stepen 2n- , a ostato-
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kot e polinom so stepen 0  ili 1 . Zna~i ( ) ( )( ) ( )2
2n nP x Q x ax bx c R x-= + + + . Toga{ 

( )
( ) 1 1

22 2
n

n
P x a x b

dx Q x dx dx
ax bx c ax bx c-

+
= +ò ò ò+ + + +

, pa ( )2nQ x dx-ò  e zbir od tabli~ni 

integrali, a 1 1
2
a x b

dx
ax bx c

+
ò + +

 e ili od oblikot 1 1
2
a x b

dx
ax bx c

+
ò + +

, 1, 0a a ¹  ili od 

oblikot 2
1 dx

ax bx cò + +
. 

1.35. 
6 5 4

2
5 7 2 3 9

2 4 6
x x x x dx

x x
+ + + +ò + +

. 

Re{enie. Po deleweto na polinomite dobivame 

( )( )6 5 4 24 3 25 3 7 23 255 7 2 3 9 2 4 6 16 842 2 2 2 2x x x x x x xx x x x+ + + + = + + - +- - + -  

pa  ( )6 5 4
4 3 2

2 2
5 7 2 3 9 16 845 3 7 23 25

2 2 2 2 22 4 6 2 4 6
x x x x xdx dx dxx x x x

x x x x
+ + + + - += + =- - + -ò ò ò+ + + +

 

      5 4 3 2
1

1 3 7 23 25
2 8 6 4 2
x x x x x I= - - + - + . 

Natamu, imame 

( ) ( )
( ) ( )

1 2 2 2 2

2
22

2 2
2 2

2

16 84 4 4 4 21 4 44 4 100
2 4 6 2 4 6 2 4 6 2 4 6

4ln 2 4 6 100
1 22 2 2 2 62 2 2

1004ln 2 4 6 100 4ln 2 4 6 442 2 2 2 1
2

100 24ln 2 4 6 arctg4 2

x x x dxI dx dx dx
x x x x x x x x

dxx x
xx

dx dxx x x x
x x

x x

- + + - - += =- =- + =ò ò ò ò+ + + + + + + +
=- + + + =ò

+ + - +

=- + + + =- + + + =ò ò
++ + +

=- + + + ⋅ 2 2
2
x C+ +

Spored toa  

6 5 4
5 4 3 2 2

2
5 7 2 3 9 1 3 7 23 25 4ln 2 4 6

2 8 6 4 22 4 6
x x x x dx x x x x x x x

x x
+ + + + = - - + - - + + +ò

+ +
 

2 250 arctg 22
x C++ + . 

1.36. 
2
.

4
dx
x

ò
-

 

Re{enie. 
( )

( )2 2
2 arcsin .24 1 2

x dxdx x C
xx

¢
= = +ò ò

- -
   

1.37. 
2
.

3
dx
x

ò
-
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Re{enie. 
( )

( )2 2
3 arcsin .

33 1
3

x dx
dx x C

xx

¢
= = +ò ò

- -
 

1.38. 
2

.
25

dx
x

ò
+

 

Re{enie. 
( )

( )
2

2 2

5 ln 25 .
25

1
5

x dx
dx x x C
x x

¢

= = + + +ò ò
+

+

   

1.39. 
2

.
3

dx
x

ò
-

 

Re{enie. 
( )

( )
2

2 2
3 ln 3 .

3
1

3

x dx
dx x x C
x x

¢
= = + - +ò ò

-
-

   

1.40. 
2
dx

ax bx c
ò

+ +
 

 a) ako 0a> ; 

 b) ako 0a< . 

Re{enie. Ovoj integral se sveduva na integrali od oblikot 
2 1
dt
t

ò


,  

21
dt
t

ò


, vo zavisnost od znakot na a  i 2 4b ac- . 

a) 
( )

2 2 22 22 4 4

dx dx
ax bx c b b bax ax ca a a

= =ò ò
+ + + + - +

  

( )2 2 4
2 4

dx
b b acax a a

= ò
-+ -

 

 i) Ako 2 4 0b ac- > , toga{ 

( )2 2 22

2

1
44

42 4 2 1
4

4

dx dx
b acb b ac bax axaa a a

b ac
a

= ⋅ò ò
-- æ ö+ - + ÷ç ÷ç ÷ -ç ÷ç ÷-ç ÷÷çç ÷è ø

, pa so voveduvawe na 

smenata 
2

2
4

4

bax at
b ac
a

+
=

-
 se sveduva na integral od tipot 

2 1
dt
t

ò
-

 . 
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 ii) Ako 2 4 0b ac- < , toga{  

( )2 2 22

2

1
44

42 4 2 1
4

4

dx dx
ac bb b ac bax axaa a a

ac b
a

=ò ò
-- æ ö+ - + ÷ç ÷ç ÷ +ç ÷ç ÷-ç ÷÷çç ÷è ø

,  pa so voveduvawe na 

smenata 
2

2
4

4

bax at
ac b
a

+
=

-
 se sveduva na integral od tipot 

2 1
dt
t

ò
+

. 

 b) Vo ovoj slu~aj podintegralnata funkcija e definirana samo za 

2 4 0b ac- >  i nejzinata definiciona oblast e ( )22 44 ,2 2
b b acb b ac

a a
- + -- - - . 

Pritoa 2 24 4b ac b a c- = + . Spored toa imame  

( )2 2 2
dx dx dx

ax bx c a x bx c a x bx c
= = =ò ò ò

+ + - + + - - -  

( )( ) ( )( )2 2 2 22 422 4 4 2 4

dx dx
b b b b a cba x a x c a xa a a a a

= = =ò ò
+- - + - - - - -

  

2 2

2

1
4

4 21
4

4

dx
b a c ba xa a

b a c
a

= ò
+ æ ö- ÷ç ÷ç ÷-ç ÷ç ÷+ç ÷÷çç ÷è ø

 

So voveduvawe na smenata 
2

2
4

4

ba x at
b a c
a

-
=

+
 se sveduva na oblikot 

21
dt
t

ò
-

.  

1.41. 
2

.
3 2
dx

x x
ò

- + +
 

Re{enie. 
( )

( )2 22

3
2

3 2 3 4 2 3
4 2

x dxdx
x x x

¢
-

= =ò ò
- + + + ⋅ - -

 

( )
( )2
3
2

17 3
4 2

x dx

x

¢
-

= ò
- -

3
2 32arcsin arcsin .

17 17.
2

x xC C
- += + = +  

1.42. 
2

.
3 2
dx

x x
ò

+ +
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Re{enie. 
( )

( )
( )
( )2 2 22

3 3
2 2

3 2 3 3 4 2 3 1
2 4 2 4

x dx x dxdx
x x x x

¢ ¢+ +
= = =ò ò ò

+ + - ⋅+ - + -
 

( )
2

23 3 1 3ln ln 2 3 2 .
2 2 4 2

x x C x x x C= + + + - + = + + + + +  

1.43. 
2

px q dx
ax bx c

+
ò

+ +
, 0, 0a p¹ ¹ . 

Re{enie. Dadeniot integral }e go pretstavime kako zbir na integralite od 

oblik dt
tò  i 

2
dt

at bt c
ò

+ +
. Imame  

2 2 2

2 21
2

q qx ax b b apx q p pdx p dx p dxaax bx c ax bx c ax bx c

+ + - ++ = = =ò ò ò
+ + + + + +

 

( )
2 2

1 2

221 1
2 2
1 1 22 2

qb a pax bp dx p dxa aax bx c ax bx c
qp I p b a Ipa a

- ++= + =ò ò
+ + + +

= + - +
 

Vo 1I  voveduvame smena 2t ax bx c= + + . Ottuka ( )2dt ax b dx= + , pa 

2
1 2 2dtI t C ax bx c C

t
= = + = + + +ò . 

Integralot 2I  e od oblikot 
2
dx

ax bx c
ò

+ +
, koj e presmetan prethodno.  

1.44. 
2

3 5
4 2 5
x dx
x x

+ò
- + +

. 

Re{enie. ( )2 2

5 ( 8)
8 2 2

3 5 1 33
2 44 2 5 4 2 5

x
xI dx dx
x x x x

⋅ -- + - +
+= = =ò ò

-- + + - + +
  

( )( ) 1 22 2

8 23 3 40 3 232
8 8 3 8 44 2 5 4 2 5

x dxdx I I
x x x x
- +=- + - - - =- +ò ò

- + + - + +
. 

Vo 1I  voveduvame smena 24 2 5t x x=- + + , pa 8 2dt x=- + . Spored toa  

2
1 2 2 4 2 5dtI t C x x C

t
= = + = - + + +ò . 

Za 2I  imame  

( ) ( )
2 2 221 1 14 2 5 1 192 2 2 5 24 2 4 2 4

dx dx dxI
x x x x x

= = = =ò ò ò
- + + + - + - - +
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( )
2 2

4 4
19 191 1 42 12 19 191

19
4

dx dx

x x
= =ò ò

æ ö- - +÷ç ÷ç ÷ +ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

 

Voveduvame smena 1 4
19 19

y x= - . Toga{ 4
19

dy dx=- , pa  

( )

2
2 12

2

1

4 19 1 ln 119 4 21
1 1 4 1 4ln 12 19 19 19 19

dyI y y C
y

x x C

=- =- + + + =ò
+

æ ö÷ç=- - + - + +÷ç ÷çè ø

 

Kone~no, ( )22
2

1 1 4 1 42 4 2 5 ln 12 19 19 19 19
I x x x x C

æ ö÷ç= - + + - - + - + +÷ç ÷çè ø . 

1.45. sin cosax bxdxò , , 0a b¹ , , 0a b a b+ - ¹ . 

Re{enie. ( ) ( )( )1sin cos sin sin2ax bxdx a b x a b x dx= + + - =ò ò  

( ) ( )
( )

( )
( )

( )1 1 1 1sin sin cos cos2 2 22a b xdx a b xdx a b x a b x Ca ba b= + - - =- + + - +ò ò -+ . 

1.46. cos cosax bxdxò , , 0a b¹ , , 0a b a b+ - ¹ . 

Re{enie. ( ) ( )1 1cos cos cos cos2 2ax bxdx a b xdx a b xdx= + + - =ò ò ò  

            ( )
( )

( )
( )1 1sin sin22 a b x a b x Ca ba b= + + - +-+ . 

1.47. cos3 cos5 .x xdxò  

Re{enie.   1cos3 cos5 [cos2 cos8 ]2x nxdx x x dx= + =ò ò  

sin2 sin8
4 16
x x C= + + .  

1.48. sin2 cos3 .x xdxò  

Re{enie. ( )( )1 cos cos5sin2 cos3 sin sin5 .
2 2 10

x xx xdx x x dx C= - + = - +ò ò   

1.49. sin4 sin7 .x xdxò  

Re{enie. ( )1 sin3 sin11sin4 sin7 .cos3 cos112 6 22
x xx xdx dx Cx x= = - +-ò ò     

1.50. 2sin 3 .xdxò  

Re{enie. 2 1 sin6sin 3 [1 cos6 ] .
2 2 12

x xxdx x dx C= - = - +ò ò   
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1.51. 2cos 4 .xdxò  

Re{enie. 2 1 sin8cos 4 [1 cos8 ] .
2 2 16

x xxdx x dx C= + = + +ò ò  

1.52. lna x dxxò , 0a¹ . 

Re{enie.  Voveduvame smena lnt x= . Toga{ dxdt x= , pa  

1 1ln, 1 , 1ln 1 1
ln , 1 ln ln , 1

a a
a

a
t xC a C axdx t dt a ax
t C a x C a

+ +ì ìï ï+ ¹- + ¹-ï ï= = =+ +í íò ò ï ï+ =- + =-ï ïî î
. 

1.53. 
2

4
1
1
x dx
x

+ò +
. 

Re{enie. 
( )

2 2 2 2
4 22 2

2 2

1 1 11 1 11
1 11 12 2 2

x x x xdx dx dx dx
x x x x xx x

+ + ++ = = =ò ò ò ò+ + - + + - +
. 

Voveduvame smena 1t x x= - . Ottuka ( )2
11dt dx
x

= + , pa posledniot integral se 

transformira vo 2 2
dt
tò +

. Natamu imame  

( )
( )2 2

1 2 2 1 1arctg arctg2 2 22 2 21
2

dt dt t C x Cxt t
= = + = - +ò ò+ +

. 

1.54. 
2

4
1

1
x dx
x
-ò +

. 

Re{enie. 
( )

2 2 2 2
4 22 2

2 2

1 1 11 1 11
1 11 12 2 2

x x x xdx dx dx dx
x x x x xx x

- - -- = = =ò ò ò ò+ + + + - + -
. 

Voveduvame smena 1t x x= + , pa ( )2
11dt dx
x

= - . Natamu, 

( ) ( )
2

2 2 2

11 1 1 1 22 ln2 2 22 21 1 112 2 22
1 22 ln .2 1 2

dt dt dt dt tx dx Ct tt t tx x
x x C
x x

- -æ ö= = = - = + =÷ò ò ò ò òç ÷ç- +÷- +ç- ÷+ - ç ÷è ø

+ -
= +

+ +
·

 

1.55. 
2

4 3 2
1

3 3 3 1
x dx

x x x x
+ò + + - +

. 
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Re{enie. 
2 2

4 3 2 2
2

111
3 13 3 3 1 3 3

x xdx dx
x x x x x x x x

++ = =ò ò+ + - + + + - +
 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2

22
2

1 11 1

1 1 1 12 3 3 2 3 5

x xdx dx
x x x xx x xx

+ +
= =ò ò

- + + - + + - + - +
. 

Od smenata 1t x x= -  dobivame ( )2
11dt dx
x

= + , pa 

( ) ( ) ( )
2

2 2 2
2

11

3 51 1 3 3 93 5 2 52 2 4

dt dtx dx
t tx x t tx x

+
= = =ò ò ò+ +- + - + + + - +

 

( )2 2

3
4 4 11 2arctg11 11 4 1133 11

422 4 1
11
4

tdt dt C
tt

+
= = = + =ò ò

æ ö++ + ÷ç ÷ç ÷ +ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

 

( )12 32 arctg .
11 11

x x C
- +

= + ·  

1.56. 2 2 2b a x dx-ò , , 0a b> . 

Re{enie. ( )22 2 2 1 axb a x dx b dxb- = -ò ò . Prvo }e vovedeme smena axt b= , od  

kade {to dobivame bdx dt
a

= , pa ( )2 2
21 1ax bb dx t dtab- = -ò ò . Sega voveduvame 

smena sint u= . Ottuka cosdt udu= , pa  

2 21 1 sin cos cos cost dt u udu u udu- = - =ò ò ò . 

Bidej}i 1 arcsin 1u t- £ = £  sleduva deka cos 0u> , pa cos cosu u= . Spored toa 

( ) ( )2 2sin arcsin cos arcsinsin2 arcsincos cos cos 4 2 4 2
t tu u tu udu udu C C= = + + = + + =ò ò   

( )2 21 sin arcsin arcsin 1 arcsin
2 2 2 2

t t t t t tC C- -= + + = + + =   

( )21 arcsin
2 2

ax ax ax
b b b C

-
= + + . 
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1.3. Integrirawe so metodot na parcijalna integracija 

 

Нека ( )u x  и ( )v x  се диференцијабилни функции. Тогаш важи  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )u x v x dx u x v x u x v x dx¢ ¢= -ò ò .. 

So primena na metodot na parcijalna integracija presmetaj gi slednive 

integrali: 

1.57. ln .x xdxò  

Re{enie. Stavame lnu x=  i .dv xdx=  Toga{ dxdu x=  i 
2
,2

xv=  od kade dobiva-

me deka  

2 2 2 2ln 1 lnln (2ln 1) .2 2 2 4 4
x x x x x xx xdx xdx C x C= - = - + = - +ò ò  

1.58. .xxe dxò  

Re{enie. Stavame u x=  i .xdv e dx=  Toga{ du dx= i ,xv e=  od kade dobivame 

deka ( 1) .x x x x x xxe dx xe e dx xe e C x e C= - = - + = - +ò ò  

1.59. arctg .x xdxò  

Re{enie. Stavame arctgu x=  i .dv xdx=  Toga{ 21
dxdu
x

=
+

i 
2
,2

xv=  od kade 

{to dobivame deka 

 
2 2 22

2 2
arctg arctg 1 11 1arctg 2 2 2 21 1

x x x x xxx xdx dx dx
x x

+ -= - = - =ò ò ò+ +
 

( )2 2 2

2
arctg arctg 11 1( arctg ) arctg .2 2 2 2 2 21

x x x x xdx xdx x x C x C
x

+= - - = - - + = - +ò ò +
 

1.60. sin .x xdxò  

Re{enie. Stavame u x=  i sin .dv xdx=  Toga{ du dx= i cos ,v x=-  od kade 

dobivame deka  

sin cos cos cos sin .x xdx x x xdx x x x C=- + =- + +ò ò  
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1.61. 2 cos .x xdxò  

Re{enie. Stavame 2u x=  i cos .dv xdx=  Toga{ 2du xdx= i sin ,v x=  od kade 

dobivame deka 2 2cos sin 2 sin .x xdx x x x xdx= -ò ò  Na integralot od desnata strana na 

ravenstvoto primenuvame parcijalna integracija i zaradi zada~ata 1.59. dobivame 

sin cos sin .x xdx x x x C=- + +ò  Spored toa , 

 2 2cos sin 2( cos sin )x xdx x x x x x C= - - + + =ò 2( 2)sin 2 cos .x x x x C- + +  

1.62. sin3 .x xdxò  

Re{enie. Stavame u x=  i sin3 .dv xdx=  Toga{ du dx= i cos3 ,3
xv=-  od kade 

dobivame deka  

cos3 1 cos3 1sin3 cos3 sin3 .3 3 3 9
x x x xx xdx xdx x C=- + =- + +ò ò  

1.63. sin .xe xdxò  

Re{enie. Stavame xu e=  i sin .dv xdx=  Toga{ xdu e dx=  i cos ,v x=-  od kade  

dobivame deka sin cos cos ..x x xe xdx e x e xdx=- +ò ò  Na integralot od desnata strana 

na ravenstvoto primenuvame parcijalna integracija  1
xu e=  i 1 cosdv xdx=  и 

добиваме 

cos sin sin .x x xe xdx e x e x C= - +ò ò  

 Spored toa, sin cos sin sin ,x x x xe xdx e x e x e xdx=- + -ò ò  od kade {to sleduva deka  

(sin cos )
sin .2

x
x e x x
e xdx C

-
= +ò  

1.64. 2 5( 2 3) .xx x e dx+ +ò  

Re{enie. Dadeniot integral }e go zapi{eme vo oblik : 

2 5 2 5 5 5( 2 3) 2 3 .x x x xx x e dx x e dx xe dx e dx+ + = + +ò ò ò ò   

Stavame 2 5
1 ,xI x e dx= ò  5

2
xI xe dx= ò  5

3 .xI e dx= ò  Ako na sekoj od integralite 

1I  i 2I  oddelno primenime parcijalna integracija dobivame 



I. Neopredelen integral 

 22

2
2 5 5

1
25 10 2

125
x xx xI x e dx e C- += = +ò

 
и 5 5

2
5 1 .25

x xxI xe dx e C-= = +ò  

Bidej}i, 
5

5
3 ,5

x
x eI e dx C= = +ò  za dadeniot integral kone~no dobivame  

2
2 5 5

1 2 3
3 22( 2 3) 2 3 .

25 25 125
x xxx x e dx I I I x e C

æ ö÷ç+ + = + + = + + +ò ÷ç ÷çè ø  

1.65. 2sin
xdx
xò . 

Re{enie. Voveduvame parcijalna integracija 2
1,

sin
u x dv dx

x
= = . Ottuka 

, ctgdu dx v x= =- , pa  

2
cosctg ctg ctg ctg ln sinsinsin

xdx xx x xdx x x dx x x x Cxx
=- + =- + =- + +ò ò ò . 

1.66. 
2

2
.

1
x dx
x

ò
-

 

Re{enie. Neka 
2

2
.

1
x dxI
x

= ò
-

 Toga{ 
2

.
1
xI x dx
x

= ò
-

 Stavame u x=  i  

2
.

1
xdv dx
x

=
-

 Ottuka du dx= i 21 ,v x=- -  od kade {to dobivame deka  

( )22 2 2
2

11 1 1
1
dxxI x x x dx x x
x

-=- - + - =- - + =ò ò
-

 

2
2 2

2 2 2
1 1

1 1 1
dx x dxx x dx x x I
x x x

=- - + - =- - + -ò ò ò
- - -

.  

Spored toa ( )2
2

2
1 1 arcsin .21

x dxI x x x C
x

= = - - + +ò
-

 

1.67. 2 2 2b a x dx-ò , , 0a b> . 

Re{enie. Imame ( )22 2 2 1 axb a x dx b dxb- = -ò ò , pa stavame smena axt b= . 

Ottuka bdx dta= . Spored toa 
2

2 2 2 21bb a x dx t dta- = -ò ò . Da ozna~ime 

21I t dt= -ò . Toga{  

( )2 2
2

2 2 2
1 1arcsin 1 arcsin21 1 1
t dt tI dt dt t t t t C
t t t

-= = - = - - - + + =ò ò ò
- - -

  

21 arcsin12 2
tt t C= - + + .  
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Kone~no ( )
2 22 2 2

arcsin1 12 2

ax
b ax ax bb a x dx Ca b b

æ ö÷ç ÷ç- = ⋅ ⋅ - + +÷çò è ø . 

1.68. 
2

21
x dx
x

ò
+

 

Re{enie. Voveduvame parcijalna integracija na sledniov na~in 

2
,

1
xu x dv dx
x

= =
+

. Toga{ 2, 1du dx v x= = + , pa  

22
2 2 2

2 2
2

2
2 2

11 1 1
1 1

11
1 1

xx dx x x x dx x x dx
x x

xx x dx dx
x x

+= + - + = + - =ò ò ò
+ +

= + - -ò ò
+ +

 

Ottuka 
2

2
2 2

12 1
1 1
x dx x x dx
x x

= + -ò ò
+ +

, t.e.   

( )
2

2 2
2

1
1 ln 121

x dx Cx x x x
x

= +ò + - + +
+

. 

1.69. 2 2 2a x b dxò , , 0a b> . 

Re{enie. Na sli~en na~in kako prethodno stavame smena axt b=  i bdx dta= , 

pa 
2

2 2 2 2 1ba x b dx t dta = ò ò . 

Natamu  

( ) ( )

2 2
2

2 2 2

2 2 2 2 2

1 11
1 1 1

1 1ln 1 1 ln 1 1 ln 12 2

t tt dt dt dt dt
t t t

t t t t t t C t t t t C

 = =  =ò ò ò ò
  

= +  +  - +  + =  + +  +
 

Kone~no, ( ) ( )( )2 2 22 2 2 1 1 ln 12
b ax ax ax axb a x dx Ca b b b b+ = + + + + +ò . 

1.70. 24 x dx-ò . 

Re{enie. 
2 2

2
2 2 2

44 4
4 4 4
x dx x dxx dx dx
x x x

-- = = - =ò ò ò ò
- - -

 

2 24arcsin 4 4 ,
2
x x x x dx= + - - -ò  t.e. 

2
2 44 2arcsin .

2 2
x x xx dx C-- = + +ò   

1.71. 23 .x dx-ò  

Re{enie. 
2 2

2
2 2 2

33 3
3 3 3
x dx x dxx dx dx
x x x

-- = = - =ò ò ò ò
- - -
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2 23arcsin 3 3 ,
3
x x x x dx= + - - -ò  t.e.

2
2 3 33 arcsin .2 23

x x xx dx C-- = + +ò   

1.72. 2 16 .x dx+ò  

Re{enie. 
2 2

2
2 2 2

1616 16 .
16 16 16

x x dx dxx dx dx
x x x
++ = = + =ò ò ò ò
+ + +

 

2 2
2

16 16 16 ,
16

dxx x x dx
x

= + - + +ò ò
+

 otkade sleduva deka 

2
2 21616 8ln 162

x xx dx x x C++ = + + + +ò , 

pritoa za re{avawe na integralot 
2

2 16
x dx
x

ò
+

se primenuva parcijalna integraci- 

ja u x=  i 
2

.
16

xdxdv
x

=
+

 

1.73. 2 3 .x dx-ò  

Re{enie. 
2 2

2
2 2 2

33 3
3 3 3

x x dx dxx dx dx
x x x
-- = = - =ò ò ò ò
- - -

 

2 2
2

3 3 3 ,
3

dxx x x dx
x

= - - - -ò ò
-

 па sleduva deka 

22
2 3ln 333 .

2 2
x xx xx dx C+ --- = - +ò  

1.74. 2ax bx cdx+ +ò , 0a¹ . 

Re{enie. 1) Neka 0a> . Toga{ imame  

( ) ( ) ( )22 2 222 422 2 4 2 4
b b b b ac bax bx c ax ax c axa a a a a

-+ + = + + - + = + + , pa  

( )
2

2 2 2
2

2
4 4 2 12 4 4 4

4

baxb ac b ac b aax bx cdx ax dx dxa a a ac b
a

æ ö+ ÷ç ÷- - ç ÷+ + = + + = çò ò ò ÷ç ÷-ç ÷÷çç ÷è ø

.  

So smenata 
2

2
4

4

bax at
ac b
a

+
=

-
 posledniot integral se sveduva na oblikot 2 1t dtò . 

2) Neka 0a< . Toga{  
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( ) ( )( )
( )

2 222 2

2
2 2 2

2

22 2 4

4 4 212 4 4 4
4

b b bax bx c a x bx c a x a x ca a a
ba xa c b a c bb a aa x a a a c b
a

+ + =- + + =- - + + + =
æ öæ ö ÷ç - ÷ç ÷ç+ + ÷ç ÷ç ÷=- - + = ⋅ - ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷+ç ÷ç ÷÷ ÷ççç ÷ ÷ç è øè ø

 

pa 

2
2

2
2

4 214 4
4

ba xa c b aax bx cdx dxa a c b
a

æ ö- ÷ç+ ÷ç ÷+ + = ⋅ -çò ò ÷ç ÷+ç ÷÷çç ÷è ø
. So smenata 

2
2

4
4

ba x at
a c b
a

-
=

+
 

dadeniot integral se sveduva na oblikot 21 t dt-ò . 

1.75. 2 5 3 .x x dx- - +ò  

Re{enie. 2 5 3x x dx- - + =ò  

( ) ( )
22( 5) 4 3 ( 5) ( 5)

4 2 2x x dx
¢- + ⋅ - -

= - - - =ò ( )
2

37 5
4 2

x dx- + =ò  

( ) 22 537 1arcsin 2 5 3 5 .
8 437

x x x x C+= + + - - +  

1.76. 2 4 3 ..x x dx+ +ò  

Re{enie. ( ) ( )
2 2

2 4 4 4 3 44 3
2 4 2

x x dx x x dx
¢- ⋅+ + = + - + =ò ò  

( ) ( ) 2
2 2

2 4 3 12 1 ln 2 4 3 .
2 2

x x x
x dx x x x C

+ + +
= + - = - + + + + +ò  

1.77. 
( )2 nn
dxI

ax b
= ò +

, { }\ 1n Î , , 0a b¹ . 

Re{enie. So parcijalna integracija }e go namalime stepenot na imenitelot 

za eden. Imame  

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2

112 2 2 2

1 1 1
n nn n n n

ax b axdx dx a x aI dx I J
b b b b bax b ax b ax b ax b

--
+ -= = = - = -ò ò ò ò

+ + + +
. 

Natamu vo 
( )

2

2 n
xJ

ax b
= ò +

 voveduvame parcijalna integracija ,u x=  

( )2 n
xdv dx

ax b
=

+
. Ottuka 

( ) 12
1 1 1, 2 1 ndu dx v a n ax b -= = ⋅ ⋅- +

, pa  
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( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 12 2

112

1 1 1 1 1 1
2 1 2 1
1 1 .2 1 2 1

n n

nn

J x dxa n a nax b ax b
x Ia n a nax b

- -

--

= ⋅ ⋅ ⋅ - ⋅ =ò- -+ +
= ⋅ -- -+

 

Kone~no, 
( ) ( ) ( )1 1 112

1 1 1 1
2 1 2 1n n n nn

a a xI I J I I
b b b b a n a nax b

- - --

æ ö÷ç= - = - ⋅ - =÷ç ÷ç - - ÷çè ø+
 

   
( )( ) ( ) ( )

1 12

1 1 11
2 1 2 1n n

xI
b n b n ax b

- -
= + - ⋅

- - +
. 

Ovaa postapka se primenuva na 1nI - , ponatamu na 2nI - , itn. se dodeka ne se 

dobie integral od oblikot 2
dx
ax bò +

. 

1.78. 
( )2

1
nnI dx

ax bx c
= ò + +

; { }\ 1n Î , 0a ¹ . 

Re{enie. 1) 0a>   

( )
( )( )2 22 2

1 1

22 4 4
n nnI dx dx

b b bax bx c ax cax a a a

= = =ò ò+ + + + - +
  

( )( ) ( )( )2 22 2
1 1

4
4 42 2

n ndx dx
b b acb bcax axa aa a

= =ò ò
-- + -+ +

. 

Ako 
2 4 04
b ac
a

- > , toga{ so smenata 
2

2
4

4

bax at
b ac
a

+
=

-
 se sveduva na oblikot  

( )2 1 n
dt
tò -

.  

Ako, pak, 
2 4 04
b ac
a

- <  so smenata 
2

2
4

4

bax at
b ac
a

+
=

-
 se sveduva na oblikot 

( )2 1 n
dt
tò +

. Za 
2 4 04
b ac
a

- =  se dobiva oblikot 
( )2n
dt

st k
ò

+
. 

2) 0a< . Na sli~en na~in integralot se transformira vo oblikot 

( )2 n
dt

at bò +
. 

1.79. 
( )

1 1
2 nn
a x b

I dx
ax bx c

+
= ò + +

, { }\ 1n Î , 1, 0a a¹ . 
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Re{enie.  
( ) ( )

1
1 1 1

12 2

2
21

2n nn

ab
ax b ba x b a

I dx a dxaax bx c ax bx c

+ + -+
= = =ò ò+ + + +

 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1
1 22 21 1

2 22
2 2 2 2n n
a a ab a a abax b dxdx b J b Ja aa a a aax bx c ax bx c

+= + - = + -ò ò+ + + +
. 

Vo 1J  stavame smena 2t ax bx c= + + . Ottuka ( )2dt ax b dx= + , pa integralot 

dobiva oblik n
dt
tò . 

Integralot 2J  e od oblik koj prethodno go presmetavme.  

1.80.
( )32

3 5
4 7 3
x dx

x x
+ò

+ -
. 

Re{enie. 
( ) ( )3 32 2

58 7 8 73 5 33
4 7 3 4 7 3

xx dx dx
x x x x

+ + -+ = =ò ò
+ - + -

  

( )
( )

( )

( ) ( )( ) ( )( )

( )
( )

( )( )

( )

3 32 2

1 13 3222

3

1 13 3 32 2

3

1

8 7 40 13 3 734 7 3 4 7 3
1 13 19 3 19

7 7 49 7 972 2 2 3 24 4 16 4 16
1 1 16 13 19 3 19 9797 7 8 72 116 4 971

97
16

163 19 97

x dx dx
x x x x

J dx J dx
x x x

J dx J dx
xx

J

+= + - =ò ò
+ - + -

= + = + =ò ò
+ + - - + -

= + = + =ò ò
æ ö +æ ö ÷+ç -÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ - ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ ÷ççç ÷è øè ø

= + .I

 

Vo 1J  }e stavime smena 24 7 3t x x= + - . Ottuka ( )8 7dt x dx= + , pa  

( )1 3 2 22
1 1

2 2 4 7 3
dtJ C C
t t x x

= =- + =- +ò
+ -

. 

Vo I  smena 8 7
97
xy += , pa 97

8dx dx=  i 
( ) 332

97 97
8 81

dyI I
y

= =ò
-

.  

Za 3I  imame 
( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2

3 3 3 3 32 2 2 2

1 1
1 1 1 1

dy y y y yI dy dy dy
y y y y

- - -= =- =- + =ò ò ò ò
- - - -

 

( ) ( )

2

2 32 2
1

1 1
ydy dy

y y
=- +ò ò

- -
. 
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Vo posledniot integral voveduvame parcijalna integracija 
( )32

,
1
yu y dv dy

y
= =

-
. 

Ottuka 
( )22

1,
4 1

du dy v
y

= =-
-

, pa 
( ) ( ) ( )

2

3 2 22 2 2
1
41 4 1 1

y y dydy
y y y

=- +ò ò
- - -

. Spored 

toa 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 2 2 2 2 22 2 2 2 2

1 3
4 41 4 1 1 4 1 1

dy y dy y dyI
y y y y y

=- - + =- - =ò ò ò
- - - - -

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2 2 2 22 2 2 2 2
2 2

2 2 2 2 22 2 2 2

1 13 3 3
4 4 44 1 1 4 1 1 1

13 1 3 3 1 3ln .4 4 4 2 1 414 1 1 4 1 1

y y y y y ydy dy dy
y y y y y
y y y y ydy dy dyyyy y y y

- - -=- + =- + - =ò ò ò
- - - - -

-=- + - =- + ⋅ -ò ò ò+-- - - -

 

 Vo integralot 
( )

2

22 1
y dy
y

ò
-

 voveduvame parcijalna integracija 

( )22
,

1
yu y dv dy

y
= =

-
. Ottuka 

( )2
1,

2 1
du dy v

y
= =-

-
, pa  

( ) ( ) ( )
2

2 22 22

11 1 ln2 4 112 1 2 11
y y dy y ydy yyy yy

-=- + =- +ò ò +-- --
. 

Sega,  

( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )

2

3 2 22 2

2 22

2 22

13 1 3ln4 2 1 44 1 1
1 13 3 1ln ln8 1 4 4 12 14 1

3 13 ln .16 18 14 1

y y yI dyyy y
y y y y

y yyy
y y y

yyy

-=- + ⋅ - =ò+- -
- -=- + - - + =+ +--

-=- + + +--

 

Kone~no, 

( )
( )

( )
( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )( )

3

132

3

2 2 22 2

3

2 3 2 22 2

8 7 8 7 8 7
3 19 8 97 97 97 97

8 797 8 72 4 7 3 8 7 979797

3 5 163 19 974 7 3
3 13 16 97 319 ln97 8 16 18 12 4 7 3 4 1
3 1

3 ln16 18 14 1

x x x

xxx x x

x dx J I
x x

y y y Cyyx x y
+ + +

⋅- +++ - +

+ = + =ò
+ -

æ ö- ÷ç=- + - + + ÷+ =ç ÷ç + ÷ç -è ø+ - -
æ ö- ÷ç ÷ç ÷=- - - +ç ÷ç ÷ç + ÷-ç ÷- ÷ç ÷çè ø

.C ·

 

1.81. sinnnI xdx= ò , n Î . 
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Re{enie. Vo 1sin sin sinn n
nI xdx x xdx-= =ò ò  voveduvame parcijalna 

integracija 1sin , sinnu x dv xdx-= = . Ottuka ( ) 21 sin cos , cosndu n x xdx v x-= - =- , pa 

 ( )1 2 2sin cos 1 sin cosn n
nI x x n x xdx- -=- + - =ò   

( ) ( )1 2 2sin cos 1 sin 1 sinn nx x n x x dx- -=- + - - =ò   

( ) ( )1 2sin cos 1 sin 1 sinn n nx x n xdx n xdx- -=- + - - - =ò ò   

( ) ( )1
2sin cos 1 1n

n nx x n I n I-
-=- + - - - . 

Spored toa, 1
2

1 1sin cosn
n n

nI x x In n
-

-
-=- + . Zna~i po~etniot integral e 

sveden na integral so stepen na sinx  ponizok za dva. Prodol`uvaj}i ja ovaa 

postapka natamu, stepenot se namaluva u{te za dva, itn. Taka, ako n  e paren broj 

postapkata }e zavr{i so dxò , a ako n  e neparen }e zavr{i so sinxdxò .  

1.82. lnnx xdxò , n Î . 

Re{enie. 1) Neka 1n ¹- . Stavame parcijalna integracija ln , nu x dv x dx= = . 

Ottuka 
1

, 1
ndx xdu vx n
+

= = + , pa  

1
1 11 1 1 1ln ln ln1 1 1 1 1

n
n n n n xx xdx x x x dx x x Cn n n n n

++ += - = - ⋅ +ò ò+ + + + + . 

2) 1n =- . Povtorno so parcijalnata integracija 1ln ,u x dv dxx= =  dobivame 

, lndxdu v xx= = , pa ln lnln lnx xdx x x dx
x x

= -ò ò . No бидејќи 0x >  (samo za tie x  

funkcijata lnx  e definirana) imame ln lnx x= , pa 2ln2 ln 2x dx x Cx = +ò , t.e. 

2ln 1 ln2
x dx x Cx = +ò . 
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1.4. Integrirawe na drobno-racionalni funkcii 

 

Za integralite od vid 
( )

( )

n

m

xP
dxxQò , kade ( )nP x  i ( )mQ x  se polinomi so realni 

koeficieni i so stepeni n  i m , soodvetno imame: 

1) n m< . Neka 1 2, ,..., sx x x  se site razli~ni realni koreni na ( )mQ x , t.e.  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
1 2 2

1 1 1... ... tsm m s t tQ x a x x x x x p x q x p x qb ba a= - - + + + + ,  

kade polinomite 2
i ix p x q+ +  nemaat realni koreni za sekoj 1,...,i t= . 

Pritoa 1 1,..., , ,...,s ta a b b Î  i 1 1... ...s t ma + +a +b + +b = . 

Toga{ postojat realni broevi 
1 1, ,,...,i is s
A Aa a , za 1,...,k ki = a , 1,...,k s=  i  

1 1 1 1, , , ,, ,..., ,
t t t ti i i iM N M Nb b b b , za 1,...,k ki = b , 1,...,k t=  taka {to 

( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1
1 1 1 , ,, , , ,

2 21 1 1 11 1 1

... ...
ts i ii i i in s t t

i i i i
i i i ism t t

M x NA A M x NP x
x x x xQ x x p x q x p x q

a a b b b ba a b b

= = = =

++
= + + + + +å å å å- - + + + +

. 

Spored toa po~etniot integral se sveduva na integrali od oblikot ( )n
dx
x aò -  

i 
( )2 n
ax b dx

x px q
+ò + +

, kade n Î  i polinomot 2x px q+ +  nema realni koreni. 

2) n m³ . Toga{ ( ) ( ) ( ) ( )n n m m kP x L x Q x R x-= +  i pritoa k m< .  

Ottuka 
( )

( )
( )

( )

( )

n k
n m

m m

P x R x
L xQ x Q x-= + , t.e. 

( )

( )
( )

( )

( )

n k
n m

m m

P x R x
dx L x dx dxQ x Q x-= +ò ò ò . 

Integralot ( )n mL x dx-ò  e zbir od tabli~ni integrali, a 
( )

( )

k

m

R x
dxQ xò  e kako vo 1). 

1.82. 2 5
dx
x xò +

. 

Re{enie. Korenite na polinomot vo imenitelot se 1 0x =  i 2 5x =- , pa pos-

tojat realni broevi A  i B  taka {to ( )2
1 1

555
A B
x xx xx x

= = + +++
. Mno`ej}i go 

poslednovo ravenstvo so ( )5x x +  dobivame ( )1 5A x Bx= + + . Zna~i polinomite 1  

i ( )5A x Bx+ +  se ednakvi. Ottuka koeficientite pred soodvetnite stepeni na x  

im se ednakvi. Zna~i 0 ,1 5A B A= + = , pa 1 1,5 5A B= =- . Spored toa  
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( )
1 1 1 1 1

5 5 55 x xx x = ⋅ - ⋅ ++ , pa ( ) ( )
2

1 1 ln ln 55 5 55
dx dx dx x x Cx xx x

= - = - + +ò ò ò ++
. 

1.83. 
3

2 1
x dx

x xò + +
. 

Re{enie. Stepenot na polinomot vo broitelot ne e pomal od stepenot na 

polinomot vo imenitelot i polinomot vo imenitelot nema realni koreni. Gi 

delime dvata polinomi i dobivame  

 ( )( )3 2 1 1 1x x x x= + + - + . 

Zna~i 
3

2 2
11

1 1
x x

x x x x
= - +

+ + + +
, pa  

( )

( )
3 2

2 2 2
1 11

1 1 1 3
2 4

x dx x dx dx x x dx
x x x x x

= - + = - + =ò ò ò ò+ + + + + +
  

( ) ( )
2 2

2 2
4 1 4 1
3 3 2 112 12 31

3

x x dx x x dx
xx

= - + = - +ò ò +æ ö+ +÷ç ÷ç ÷ +ç ÷çè ø

. 

Vo posledniov integral stavame smena 2 1
3
xt +=  i dobivame  

3
2

2
2 14 3 arctg3 21 3
xx dx x x C

x x
+= - + ⋅ +ò + +

. 

1.84. 
6

2 1
x dx
xò -

. 

Re{enie. Polinomot vo broitelot ima povisok stepen od polinomot vo 

imenitelot, pa ( )( )6 4 2 21 1 1x x x x= + + - + . Zna~i  

( )
6 5 3

4 2
2 2 21 5 31 1 1
x dx x x dxdx x x dx x
x x x

= + + + = + + +ò ò ò ò- - -
. 

Natamu, ( )( )2
1 1

1 11 11
A B
x xx xx

= = +- +- +-
 i ottuka ( ) ( )1 1 1A x B x= + + - .  

Izedna~uvaj}i gi koeficientite pred soodvetnite stepeni na x  dobivame 

0 ,1A B A B= + = - , pa 1 1,2 2A B= =- . Zna~i  

6 5 3 5 3

2
1 1 1 1ln5 53 2 1 2 1 3 2 11

x x x dx dx x x xdx x x Cx x xx
-= + + + - = + + + +ò ò ò- + +-

. 

1.85. 
3

2
1

3 2
x dx

x x
+ò - +

. 

Re{enie. Imame ( )( )3 21 7 533 2x xxx x+ = + -+- + , pa  
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( )
( )( )

3 2

2 2
1 7 5 7 533 2 1 23 2 3 2

x x x xdx dx dx x dxx x xx x x x
+ - -= + = + ++ò ò ò ò - -- + - +

. 

Postojat realni broevi A  i B  taka {to ( )( )
7 5

1 21 2
x A B

x xx x
- = +- -- - . Od 

poslednovo ravenstvo imame ( ) ( )7 5 2 1x A Bx x- = +- - . So izedna~uvawe na 

koeficientite pred soodvetnite stepeni na x  imame 7 , 5 2A B A B= + - =- - .  

Re{enie na posledniov sistem e 12, 19A B=- = . Zna~i  

( )( )

3 2 2

2
2

1 7 53 3 12 192 2 1 21 23 2
3 12ln 1 19ln 2 .2

x x x x dx dxdx x dx x x xx xx x
x x x x C

+ -= + + = + - + =ò ò ò ò- -- -- +
= + - - + - + ·

 

1.86. 3 1
dx
xò +

. 

Re{enie. Imame 
( )( )3 22

1 1
111 11
Bx DA

xxx x xx x
+= = ++++ - +- +

, bidej}i 2 1x x- +  

nema realni koreni.  

Ottuka dobivame ( ) ( )( )21 11A xBx Dx x= + ++- + , odnosno 0 ,A B= +  

0 A B D=- + +  i 1 A D= + . Re{enie na posledniov sistem e 1 1 2, ,3 3 3A B D= =- = ,  

pa imame  

3 2 2

1 2
1 1 1 2 1 13 3 ln 1 ln 13 1 3 3 3 31 1 1

xdx dx xx dx x Ixx x x x x

- + -= + = + - = + -ò ò ò ò++ - + - +
. 

Za I  imame  

2 2 2 2
2 1 2 1 3 1 2 1 3

2 2 21 1 1 1
x x x dxI dx dx
x x x x x x x x

- - - -= = = - =ò ò ò ò- + - + - + - +

( ) ( )
2 2

2 2

2

1 3 1 3 4ln 1 ln 12 2 2 2 331 2 1 142 3
1 2 1ln 1 3arctg .2 3

dx dxx x x x
xx

xx x C

= - + - = - + - ⋅ =ò ò
-+- +

-= - + - +
 

Kone~no,  

( )2
3

2

1 2 11 1 1 1 ln 1 3arctgln 1 ln 1 23 3 3 31 3
1 1 1 2 1ln 1 ln 1 arctg .3 6 3 3

xdx x xx I x C
x

xx x x C

-- + -= + - = + - + =ò +
-= + - - + + + ·

 

1.87. 4 1
dx
xò -

. 

Re{enie. Od 
( )( )( )4 22

1 1
1 111 1 11

Ex FA B
x xxx x xx

+= = + +- ++- - ++
 dobivame  
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( )( ) ( )( ) ( )( )2 2 21 1 11 1 1A Bx Ex Fxx x x= + ++ +-+ + - , pa  

0 ,0 ,0 ,1A B E A B F A B E A B F= + + = - + = + - = - - . 

Ottuka 1 1 1, , 0,4 4 2A B E F= =- = =- , pa imame  

4 2
1 1 1 1 1 1ln 1 ln 1 arctg4 1 4 1 2 4 4 21 1

dx dx dx dx x x x Cx xx x
= - - = - - + - +ò ò ò ò- +- +

. 

1.88. 4 1
dx
xò +

. 

Re{enie.

( ) ( ) ( )( )4 4 2 2 22 2 22

2 2

1 1 1 1
1 2 1 2 2 1 2 11 2

2 1 2 1

x x x x x x x xx x
Ax B Ex F
x x x x

= = = =
+ + + - - + + +-+

+ += +
- + + +

 

Spored toa ( )( ) ( )( )2 21 2 1 2 1Ex FAx B x x x x= + ++ + + - + , odnosno  

0 ,0 2 2 ,0 2 2 ,1A E A B E F A B E F B F= + = + - + = + + - = + . 

Ottuka 1 1 1 1, , ,2 22 2 2 2
A B E F=- = = = , pa imame  

4 2 2

1 1 1 1
2 22 2 2 2

1 2 1 2 1

x x
dx dx dx
x x x x x

- + +
= +ò ò ò+ - + + +

. 

Poslednite dva integrali se od oblikot 2
ax b dx

x px q
+ò + +

.  

Kone~no  

( ) ( )
2

4 2
2 11 1 1arctg arctg ln1 21 21 2 2 2 2 4 2 2 1

x xdx Cxxx x x
+ +=- + + ++ò -+ - +

. 

1.89. 
3 2

8 6 4
3 2 4 1

4 4
x x x dx
x x x

+ + +ò + +
. 

Re{enie. 

( )

3 2 3 2

8 6 4 24 2
3 2 4 1 3 2 4 1

4 4 2
x x x x x x
x x x x x

+ + + + + +=
+ + + ( )

7 81 2 3 4 5 6
2 3 4 2 222 2

A x AA A A A A x A
x x x x x x

++
= + + + + +

+ +
. 

Postapuvaj}i sli~no kako prethodno nao|ame  

1 2 3 4 5 6 7 8
1 1 1 1 1 1 3, , 1, , , , ,4 4 4 4 4 2 4A A A A A A A A=- = = = = =- =- =- , pa  

( )

3 2

8 6 4 2 3 4 2 22
3 2 4 1 2 31 1 1 1 1 1

4 4 4 4 44 4 2 2
x x x xdx dx dx dx xdx dx dxxx x x x x x x x

+ + + +-=- + + + + - =ò ò ò ò ò ò ò+ + + +

( )
( )2

2 3 2

1 1 1 1 3 4 1 7 2 2ln | | ln arctg2
4 4 16 8 32 22 12 2

xx xx
x x x x

-=- - - - - + -+
+

. 
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 1.90. 8 1
xdx
xò -

. 

 Re{enie. I na~in: Prvo go razlo`uvame 8 1x -  na sledniov na~in 

( )( ) ( )( )( )( )( )8 4 24 2 21 111 11 2 1 2 1x xxx xx x x x x- = = +-+ +- - + + +  

a potoa postapkata prodol`uva so nao|awe na 8 koeficienti. 

 II na~in: Stavame smena 2t x= . Ottuka 1
2xdx dt= ,pa 8 4

1
21 1

xdx dt
x t

=ò ò- -
. Pos-

ledniot integral e presmetan prethodno.  

 1.91. ( )
8

8
1
1

x dxx x
-ò +

. 

 Re{enie. Ako imenitelot se razlo`i, toga{ treba da se opredelat 9 

koeficienti. Do re{enieto побргу moжe da se дојде ako se postapi na sledniov 

na~in 

( ) ( )
( )

8 88 7
8

88 8
1 21 12 ln ln 1411 1

x xx dx x dxdx dx x Cxxx x xx x
- - +- = =- + =- + ++ò ò ò ò ++ +

.  

1.92. 
( )63 1
dx

x x
ò -

. 

Re{enie. 
( ) ( ) ( )

6 6 63 9 91 1 11

dx dx dx

x x xx x
x x

= =ò ò ò
- - -

. Voveduvame smena 11t
x

= - . 

Od smenata imame 1
1x t= - , pa 

( )21
dtdx
t

=
-

. Za po~etniot integral dobivame 

( ) ( )
( )

( )
( )2 7

6 6 9 63 69

1

1 1

1 1 11
1

dx dx t tdt dt
tx x tx

x t

- -= = =ò ò ò ò
- -

-

. Ponatamu ( )71 t-  se razviva 

spored binomnata formula i integralot se sveduva na zbir od tabli~ni integra-

li.  

 1.93. 
( )231
dx

x x
ò

-
 

Re{enie. 
( ) ( ) ( ) ( )

3 3 2

2 2 2 33 3 3
1

11 1 1
x xdx x dxdx dx x xx xx x x

+ -= = + =ò ò ò ò -- - -
  

( ) ( ) ( )

3 32 2 2

2 2 333 3
1

111 1
x xx x dx xdx dx dx dxxx xxx x

- += + = + + =ò ò ò ò ò --- -
  

3
3

1 1 1ln ln 13 31
x x C

x
= ⋅ + - - +

-
. 
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1.94. 
2

4 2
1

3 1
x dx

x x
+ò + +

. 

Re{enie. 
( )

2 2 2
4 2 22

2

1 11 11
13 1 13 5

x x xdx dx dx
x x x x xx

+ ++ = =ò ò ò+ + + + +-
. Stavame smena 

1t x x= - , pa ( )2
11dt dx
x

+= . Natamu imame  

   

( )
( )2

4 2 2 2
1 1 5 5 1 1arctg arctg5 5 53 1 5 5 51

5

x dt dt tdx C Cx xx x t t
+ = = = + = +-ò ò ò+ + + +

. 

1.95. 
4

6
1
1

x dx
x

+ò -
. 

Re{enie. 
( )

( )
( )( )

24 4 2 2 2 2

6 3 2 4 22
1 2 1 2 1 2
1 1 11

x x x x x xdx dx dx
x x x xx

+ - + + - += = =ò ò ò- - + +-
  

( )

2 2
1 24 2 23

1 2 2
1 1

x x dxdx I I
x x x

-= + = +ò ò+ + -
. 

Za 1I  postapuvame kako vo prethodnata zada~a, a vo 2I  voveduvame smena 3t x=  i 

toj se transformira vo oblikot 2 1
dt
tò -

. 

 1.96. 
2

4 3 2
1

1
x dx

x x x x
-ò + + + +

. 

 Re{enie. 
2 2

4 3 2 2
2

111
1 11 1

x xdx dx
x x x x x x x x

-- = =ò ò+ + + + + + + +
  

( ) ( ) ( )
( )
( )

2

2 2 2

11 2 1 51
4 5 ln .
5 5 151 1 1 2 1 2 1 51 1

42 5

x
xdt dtx dx C

t xx x t xx x

+ + --
= = = = +ò ò ò

æ ö+ + + +÷ç+ - -+ + + -÷ç ÷çè ø

                         

 

1.97. 
2 1

1
n
n
x dxx

-
ò + , n Î  

 Re{enie. 
2 1 1

1 1
n n n
n n
x x xdx dxx x

- -
=ò ò+ + .  

Voveduvame smena 1nt x= + , pa 1 1nx dx dtn
- = . Sega,  

( ) ( )
2 1 1 1 1 1 1ln 1 ln 11 1
n n n

n n
n n
x x x tdx dx dt t t C x x Cn n ntx x

- - -= = = - + = + - + +ò ò ò+ + . 
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1.5. Integrirawe na iracionalni funkcii 

1.5.1. Integralite od tipot ( ) ( )( )1
, ,...,

kp pax b ax bR x dxcx d cx d
+ +ò + + , kade i

i i

m
p n= Î , a 

R  e drobno-racionalna funkcija, so smenata m ax bt cx d
+= + , ( )НЗС 1 2, ,..., kn n nm =  se 

sveduvaat na integrali od drobno-racionalni funkcii. 

1.98. 3
dx
x xò +

. 

Re{enie. Ovde 1 2
1 1,2 3p p= = , pa 6m= . Zna~i smenata e 6t x= . Ottuka 

56t dt dx= , pa  

( )

35 5 3

3 3 236 6
3 2

2

3 6 6

1 16 6 6 61 1

6 6 6 6ln 11 1 2 3
1 1 6 6ln 1 .2 3

tdx t dt t dt t dt dtt tt tx x t t
dt t tdt t t Ct t t

x x x x C

+ -= = = = =ò ò ò ò ò+ +++ +
= - = - + - + + =- +ò ò +
= - + - + + ·

 

 1.99. 
3

3 41 1
x dx
x

ò
+ +

. 

 Re{enie. Stavame smena 4 1t x= + , pa 3 1
4x dx dt=  i 

3

33 4
1
4 11 1

x dx dt
tx

=ò ò ++ +
. 

Sega voveduvame smena 3u t=  i 23u du dt= . Spored toa  

( )
( )( )

22 2 2
3 3 3

23 4 3 34 4

1 11 1 3 3 3 3 ln 14 4 4 1 4 1 4 21 1
3 1 .1 ln 1 14 2

udt u du u udu du Cu uu ut u
x Cx x

- += = = = + =- + +ò ò ò ò+ ++ +
+= +- + + + + ·

 

 1.100. 
3

3
2
2

x x dx
x x

+ò + +
. 

 Re{enie. Stavame smena 3 2t x= + . Ottuka 23t dt dx= , pa  

( ) ( )3 3 3 3
2

3 3 3
2 2 23 3

2 22
x x t t t tdx t dt dt

t t t tx x
+ - -= =ò ò ò

- + - ++ +
. 
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 Natamu ( )( )6 3 2332 22t t t tt tt t- = + -+ --  i ( )( )3 22 1 2t t t t t+ - = - + + , pa do-

bivame 
( )

( )
( )( )

3 3 2
4 23

13 2

2 2 3 33 3 3 3
4 22 21

t t t tdt dt dt t t It t
t t t tt

- -= + = - +ò ò ò-- + + +-
. Za 1I  

postapuvame kako vo 1.4. i dobivame 
( )( ) ( )

2

2 2
2 1 1 5 2

4 1 41 2 2
t t t

tt t t t t
- -=- ⋅ +-- + + + +

. Zna~i 

( )
1 2 2 2

22 1 1 2 11 5 1 5 7 15ln 1 ln 14 8 4 8 82 2 71
42

t tI t dt t dt dt
t t t t t

+ - - +=- - + =- - + - =ò ò ò+ + + + ++
  

2
2

2

1 5 7 4 1ln 1 ln 2
4 8 8 7 2 1 1

7
2 11 5 1 7ln 1 ln 2 arctg .

4 8 2 2 7

t t t dt
t

tt t t C

=- - + + + - ⋅ =ò
æ ö+ ÷ç +÷ç ÷çè ø

+=- - + + + - ⋅ +

 

Kone~no 

( ) ( )33 4 2 2
3

2 13 3 1 5 723 3 ln 1 ln 2 arctg4 2 4 8 42 7
t tt dt t t t t t C

t t
+- = - + - - + + + - + =ò - +

  

( ) ( ) ( )
( )( )4 2 2 2 123 3 1 5 73 ln 1 ln 4 arctg2 2 24 2 4 8 4 7
xx x Cx x x ++= - + - + + + + - ++ + + . 

1.101. 
( ) ( )

1 1nn n

dx

x a x b
+ -

ò
- -

, n Î . 

Re{enie. 
( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

1 1 1
1 1

1

n n nn
n nn

n

dx dx

x a x b x a x b x a
x a

+ - -
- +

-

= =ò ò
- - - - -

-

  

( ) ( ) ( ) ( ) 11 22
nnn nn

dx dx
x b x bx ax a x a x a

--
= =ò ò

- --- - -

.  

Stavame smena n x bt x a
-= - . Ottuka 

( )
1

2
n b ant dt dxx a
- -= - . Zna~i  

( ) ( )

( )

( )

12

1 12
2

n

n
n n

n

x a nt
dx n n n x bb a dt dt t C Cx ab a b a b ax a tx bx a x a

-

- -

-
--= = = + = +ò ò ò -- - ---- -

. 

1.5.2. Integralite od tipot 
( )

2
n xP dx

ax bx c
ò

+ +
, kade ( )n xP  e polinom so stepen 

n , mo`e da se zapi{at vo oblikot  
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( )
( ) 2

12 2
n

n
xP dxxdx Q ax bx c

ax bx c ax bx c-= + + +lò ò
+ + + +

 

kade ( )1n xQ -  e polinom so stepen 1n- , a lÎ . 

 1.102. 
3

21 2
x dx
x x

ò
+ -

. 

Re{enie. ( )
3

22
2 2

1 2
1 2 1 2
x dxdx x xAx Bx D
x x x x

= + - +l+ +ò ò
+ - + -

.  

Baraj}i izvod na dvete strani od poslednovo ravenstvo dobivame  

( ) ( )
3

2 2
2 2 2

11 22
1 2 1 2 1 2
x xx xAx B Ax Bx D
z x x x x x

- l= + - + ++ + +
+ - + - + -

. 

Natamu, mno`ej}i gi dvete strani od ravenstvoto so 21 2x x+ - imame  

( )( ) ( )( )3 2 22 11 2x Ax B xx x Ax Bx D= + +l+ -+ - + + . 

Ottuka 1 2 ,0 5 2 ,0 2 3 ,0A A A B A B D B D=- - = - = + - = + +l . Re{enie na posledni-

ov sistem e 1 5 19, , , 43 6 6A B D=- =- =- l= , pa imame  

( )
( )

( )

( )
( )

( )

3 22
2 2

22
2

22
2

22

1 5 19 1 2 43 6 61 2 1 2
1 5 19 1 2 43 6 6 2 1

41 5 19 1 23 6 6 2 11
2

11 5 19 1 2 4arcsin .3 6 6 2

x dxdx x xx x
x x x x

dxx xx x
x
dxx xx x
x

xx x Cx x

= + - + =- - -ò ò
+ - + -

= + - + =- - - ò
- -

= + - + =- - - ò
--

-= + - + +- - - ·

 

1.5.3. Integralite od tipot
( ) 2

,
k
dx k

x ax bx c
Îò

-a + +
  so smenata 1x t-a=  se 

sveduvaat na oblikot 1.5.2. 

1.103. 
( )5 2 21

dx
x xx

ò
++

 

Re{enie. Stavame smena 11x t+ = . Ottuka 2
1dx dt
t

=- , 1 1x t= -  i  

2
2

2
12 tx x
t
-+ = . Zamenuvaj}i vo integralot dobivame 

( )

4

5 2 22 11
dx t dt
x x tx

=-ò ò
+ -+

 

Natamu re{avaj}i kako vo 1.5.2. dobivame  
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( ) ( ) ( )( ) ( )3 25 2

1 3 1 3 11 arcsin8 1 8 14 1 121
dx Cx xx xx xx

+= - - +ò + ++ +++
. 

 1.5.4. 
( ) 22 m

Mx N dx
ax bx cx px q

+ò
+ ++ +

, m Î ; , 0M a¹ . 

  a) Ako ( )2 2ax bx c x px q+ + =a + + , toga{  

( ) ( )

( )

( ) ( )

122
2 2

1
2 2

1 1
2 22 2

1 2

2
21

2

1 2 1 12

2 2

1 1 2

2 2

m
m

m

m m

Mx N Mx N
dx dx

ax bx cx px q x px q
N

x p p
M dx

M x px q
x p Ndx dxp

MM Mx px q x px q
NI Ip
MM M

a

a

a a

a a

+

+

+ +

+ +
= =

+ ++ + + +

+ + -
= =

+ +
æ ö+ ÷ç= + =÷-ç ÷÷çè ø

+ + + +
æ ö÷ç= + ÷-ç ÷÷çè ø

ò ò

ò

ò ò

 

Vo 1I  stavame smena 2t x px q= + +  pa 1 1
2m

dtI
t +

= ò , a 2I  so smenata  

( )2y x px q ¢= + +  se sveduva na integral od drobno-racionalna funcija. 

  b.1.) ( )2 2ax bx c x px q+ + ¹a + +  za sekoj aÎ  i bp a¹ . 

Vo ovoj slu~aj stavame smena 1
tt t

a +b= + , kade {to a  i b  se opredeluvaat od 

uslovot koeficientite pred t  vo 2ax bx c+ +  i 2x px q+ +  da se ednakvi na nula.  

  b.2.) ( )2 2ax bx c x px q+ + ¹a + +  za sekoj aÎ  i bp a= . Sega stavame 

smena 2
pt x= + . 

 Dvata slu~ai b.1.) i b.2.) so navedenite смени se doveduvaat vo oblikot  

( ) ( )2 22 2m m
tdt dtA B
t tt t

+ò ò
d +m d +m+j +j

, kade {to , , , ,AB j d m Î  i m Î . 

 1.104. 
( )2 22

1
4 4 82

x dx
x xx x

+ò
+ ++ +

. 

Re{enie. Zaradi ( )2 24 4 8 4 2x x x x+ + = + +  dobivame  
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( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

52 22 2 2

5 2 222 2
5 12 2

1 1.3
2 2

1 11
24 4 82 2

2 11 1 1
4 4 222

2 21 1 1 1
54 4 41 6 2 22

x xI dx dx
x xx x x x

x dx dx
x xx xx x

x x I I
x x

- +

+ += = =ò ò
+ ++ + + +

+= + =ò ò
+ ++ ++ +

+ += + =- +
- + + +

 

 Vo 1I  voveduvame smena ( )2
2
2 1

2
2 2
xt x x
x x

+¢= =+ +
+ +

. Od smenata imame 

22 2 2 1t x x x+ + = + . Diferenciraj}i go poslednovo ravenstvo dobivame  

( )2 22 2 2 22x x dt t dx dxx x ¢+ + + =+ + , odnosno 2 22x x dt t dx dx+ + + = . Ottuka 

( )2 22 1x x dt t dx+ + = - , t.e.  

2 21 2
dt dx
t x x

=
- + +

.                     (1) 

 Od ravenstvoto 22 2 2 1t x x x+ + = +  dobivame ( )2 2 24 2 4 4 1t x x x x+ + = + + , 

odnosno ( ) ( )2 2 24 2 4 72t x x x x+ + = -+ + . Ottuka ( )( )22 724 4 x xt =-+ +- , t.e.  

2
2
72

4 4
x x

t
-+ + =
-

.                      (2) 

 Zamenuvaj}i gi (1) i (2) vo 1I  dobivame  

( )( )
( ) ( )

( )

3
2

1 2 2

2
3

22

1 1 16 16149 49 31 7
4 1

2 12 116 1
49 3 2 22 2

tI dt dt ttt
t

xx
x xx x

= ⋅ = = =--ò ò- -
-

æ ö++ ÷ç= - ÷ç ÷÷çè ø+ ++ +

 

Kone~no 
( )

( )
3

3 222 2

2 12 11 4 1
49 3 2 22 26 2 2

xxI C
x xx xx x

æ ö++ ÷ç=- + +- ÷ç ÷÷çè ø+ ++ ++ +
. 

1.105. 
( ) 22

11 13
11

x dx
xx x

-ò
+- +

. 

Re{enie. Ovde koeficientite vo 2 1x x- +  i 2 1x +  ne se proporcionalni. 

U{te i 1, 0p b=- = , pa bp a¹ . Zna~i stavame smena 1
tx t

a +b= + . Sega imame  

( ) ( ) ( )
( )

2 2 2 2
2

2
1 2 2 11 111 1
t tttx x tt t

a -a+ + ab-a-b+ +b -b+a +ba +b- + = - + =++ +
, 
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( ) ( ) ( )
( )

2 2 22
2

2
2 2 111 1

1 1
t ttx

t t
+ ab+ +b +a +b a ++ = + =+ +

. 

Broevite a  i b  gi birame taka {to koeficientite pred linearnite ~lenovi vo 

broitelite na 2 1x x- +  i 2 1x +  se ednakvi na nula. Pritoa dovolno e da 

izbereme samo edna vrednost za a  i edna za b  (ako gi ima pove}e). 

Taka go dobivame sistemot {2 2 0
2 2 0
ab-a-b+ =
ab+ = . Edno negovo re{enie e  1,a=  

1b=- . Zna~i smenata e 1
1

tx t
-= + , pa 1

1
xt x

+= - . 

Od smenata imame 
( )2

2
1

dx dt
t

=
+

, 
( )

2
2

2
31

1
tx x
t

+- + =
+

 i 
( )

2
2

2
2 21

1
tx
t

++ =
+

, pa  

( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

22 2 22

2 2 22 2 2

1 2

111 13111 13 2
111 1 1 11 11 1 1

124 4 48 1
2 2 21 1 13 3 3
4 48
2 2

t
tx dx dt

txx x t t t
t t t

t tdt dt dt
t t tt t t

I I

- -+- = ⋅ =ò ò ++- + - - -- + ++ + +
+=- =- - =ò ò ò

+ + ++ + +
=- -

 

Vo 1I  stavame smena 2 1u t= + . Ottuka 
2 1
tdu dt
t

=
+

, 2 23 2t u+ = + , pa za 1I  

dobivame  

( )
( )

2
1 2 2

2

1 1 2 12arctan arctan 12 2 22 2 212
2 1 1arctan 1.2 12

du du uI tuu

x
x

= = = = + =ò ò+ +

+= +-

 

Vo 2I  stavame smena ( )2
21

1
ty t
t

¢= =+
+

. Diferenciraj}i go ravenstvoto 

2 1y t t+ =  dobivame 2
2

1
1

tt dy y dt dt
t

+ + =
+

, t.e. 2 21t dy y dt dt+ + = . Ottuka  

2 21 1
dy dt
y t

=
- +

. 

Kvadriraj}i go ravenstvoto 2 1y t t+ =  dobivame ( )2 22 1y tt =+ , pa 
2

2
21

yt
y

=
-

. 

Spored toa 
2

2
2

3 23
1
yt
t

-+ =
-

. Zamenuvaj}i vo 2I  dobivame  
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( ) ( )

( )
( )

2 2 2 2 222
2

2

2

2
2

2 2

1 1 1 1
33 2 1 3 213 2 11 3

2 2 31 2 3 13 3 33ln ln ln
6 2 2 6 2 2 3 6 2 2 31 13

1 12 3 12 3 13 3 1 1ln ln
6 2 6 22 3 1 1 12 3 11 1

dy dyI dt dt
y y ytt y
y

ty
y t

ty y
t

x x
t t x x
t t x x

x x

= = ⋅ = =- =ò ò ò ò- - -++ --

-- - +=- =- =- =
+ ++ +

+ +- +- + - -=- =-
+ + + ++ +- -

 

Kone~no,  
( )

( )222

11 13 1 12arctan 1
1211

x xdx
xxx x

- +=- + +ò -+- +
 

( )
( )

2

2

1 12 3 14 3 1 1ln .
2 1 12 3 11 1

x x
x x C
x x
x x

+ +- +- -+ +
+ ++ +- -

·  

 1.106. 
( )2 22

2 3
2 32 2

x dx
x xx x

+ò
- +- +

. 

 Re{enie. Vo ovoj slu~aj 2 bp a=- = , pa stavame smena 12
pt x x= + = - . Ottuka 

dt dx=  i 1x t= + . Zamenuvaj}i vo integralot dobivame  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

22 2 22 2

1 22 2 22 2 22 2 2

2 3 2 5
2 3 2 32 2 1 12 21 1

2 5 12 5 2 5 .
2 2 21 1 1

x tdx
x xx x t tt t

t tdt dt dt I I
t t tt t t

+ += =ò ò
- + - +- + + +- ++ +

+= = + = +ò ò ò
+ + ++ + +

 

Vo 1I  stavame smena 2 2u t= + . Ottuka 
2 2
tdtdu
t

=
+

 i 2 21 1t u+ = - , pa  

( ) ( ) ( )
( )

( )( )
( )

( )

2 2
1 2 22 22

2 2

2 2

2 2 111 1ln ln2 4 1 42 11 2 11
2 2 111 1ln .42 11 2 11

t tudu uI u tu tu
x x
x x

+ + ++= =- - =- - =ò - +- + --
+ + +- -=- -
+- + --

 

Vo 2I  stavame smena ( )2
22

2
ty t
t

¢= =+
+

. Od 2 2y t t+ =  dobivame  

2
2

2
2

tt dy y dt dt
t

+ + =
+

, t.e. 2 22t dy y dt dt+ + = . Zna~i 2 21 2
dy dt
y t

=
- +

. Isto 

taka od 2 2y t t+ =  imame ( )2 22 2y tt =+ , pa 
2

2
2

2
1
yt
y

=
-

. Ottuka 
2

2
2

11
1
yt
y

++ =
-

, pa  
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( ) ( ) ( )
( )

( )

( )( )( )

( )( ) ( )

2 2 2
2 2 2 2 2 2 22 2 2

22
2

22

1 1 11 1
1 1 11 1 2 11

11
11 1 .

112 1 1

t
y y tt tI dy dy

y y t ty y t
ty

x x
xx

- + += ⋅ = = = = =ò ò- + ++ + ++
+-

+- -=
+-- +

 

Zna~i 
( )

( )

( )( )
( )

( )

2 2

22 2 22

2 2 12 3 11 1ln2112 3 2 12 2 1
x x xdx

xx xx x x
+ + ++ - -=- - +ò +-- + + -- + -

 

( )( )( )

( )

2

22

5 11 1
2 22 4 3

x x C
x xx x

+- -+ +
- +- +

. 

1.5.5. Integralite od oblikot ( )2,R x ax bx c dx+ +ò , kade R  e drobno-racio-

nalna funkcija so edna od smenite  

 1) 2ax bx c ax t+ + = + , ako 0a> ; 

 2) 2ax bx c xt c+ + =  , ako 0c> ; 

 3) ( )( ) ( )2
11 2 x xax bx c a x x x x t -+ + = - - = , ako 2ax bx c+ +  ima realni 

koreni 1x  i 2x  (isto taka mo`e da se stavi smenata ( )( ) ( )21 2 x xa x x x x t -- - = ). 

Ovie smeni se poznati kako Ojlerovi smeni. 

 1.107. 
2 1
dx

x x x
ò

+ + +
. 

Re{enie. Ovde 1 0a = > , pa stavame smena 2 1 1x x x t t x+ + =- + = -  (znakot 

pred x  seedno e kako }e se izbere). So kvadrirawe na ravenstvoto   

2 1x x t x+ + = -  dobivame 2 2 21 2x x x tx t+ + = - + , t.e. 
2 1

1 2
tx t

-= + .   

Ottuka 
( )

2

2
2 2 2

1 2
t tdx dt

t
+ +=
+

. Zamenuvaj}i vo integralot imame  

( ) ( )

( )

2 2

2 2 2 22

2

2 2 2 1 1
2

1 11 1 2 1 2
1 2 1 2

1
2 2 3 3 4 ln 3 ln 1 2

1 2 2 11 2

dx t t t t
dt dt

t tx x x t t tt
t t

dt dt dt
t t C

t t tt

+ + + +
= ⋅ = =

- -+ + + + ++ -
+ +

æ ö÷ç ÷= - - = - + + + =ç ÷ç ÷+ +ç ÷çè ø+

ò ò ò

ò ò ò
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( )
( )

2 2

2

1
4 ln 1 3 ln 1 2 1 .

2 1 1
x x x x x x C

x x x
= + + + - + + + + + +

+ + + +
·

 1.108. 
21 1 2

dx
x x

ò
+ - -

. 

Re{enie. Ovde 1 0c= >  pa stavame smena 21 2 1x x xt- - = - . So kvadrirawe 

na poslednovo ravenstvo dobivame 2 2 21 2 2 1x x x t xt- - = - +  i ottuka 2
2 2
1
tx
t
-=
+

. 

Sega, 
( )

2

22
2 4 2
1
t tdx dt
t

- + +=
+

, pa zamenuvaj}i vo integralot dobivame  

( )
( )( )

2

2 22

22

2

2

2 2 2

2 4 2

2 11
2 2 1 11 1 2
1

2 ln ln 1 2arctg
1 1

1 1 2 1 1 2 1 1 2
ln ln 1 2arctg .

t t

dx t tt dt dt
t t t tx x t
t

dt dt dt
t t t C

t t t
x x x x x x

C
x x x

- + +

- + ++= = =
- - ++ - -
+

= - + - = - + - - + =
- +

+ - - + - - + - -
= - + - - +

ò ò ò

ò ò ò

·

 

 1.109. 
2

2
3 2
3 2

x x x dx
x x x
- + +ò
+ + +

. 

 Re{enie. Zaradi ( )( )2 3 2 1 2x x x x+ + = + +  stavame smena  

( )( ) ( )11 2 t xx x = ++ + . Od nea dobivame ( )( ) ( )22 11 2 t xx x = ++ + , t.e.  

( )22 1x t x+ = + . Ottuka 
2

2
2

1
tx

t
-=
-

, pa 
( )22

2
1
tdx dt
t

=-
-

.  

Zamenuvaj}i vo integralot imame  

( )
( )( ) ( )

( ) ( )

2 2

2 2 2

2 322

2 2

2 3

2 2
1

3 2 1 21 2
2 23 2 11 21

1 1
16 3 17 5 1

2
27 2 4 1 108 1 18 31 1
16 3

2 ln 2 ln
27 4

t tt
tx x x t ttdx dx dt

t tx x x tt tt
t t

dt dt dt dt dt

t t t t t

t t

æ ö- - ÷ç ÷- +ç ÷ç ÷çè ø- + + - +-= = - =
æ ö- -+ + + ÷ +ç - -÷+ +ç ÷ç ÷çè ø- -

æ ö÷ç ÷- + - - +ç= - =÷ç ÷- - +ç ÷çè ø+ +

= - - - +

ò ò ò

ò ò ò ò ò

( )2
17 5 1 1 1

1 ln 1
108 36 1 6 1

t C
t t

æ ö÷ç ÷- - + + ⋅ - ⋅ + =ç ÷ç ÷+ç ÷çè ø+
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2

17

54

32 2 3 2 2
2 1 1

27 1 2 1 1 2 218 1 3 1
1 1

5 1
ln ln ln .

x x x

x x x x x
x x

C
+ + +

- - +
+ + + + ++ +

+ +

= - + - + +
æ ö æ ö÷ç ÷÷ çç ÷÷ çç ÷÷ çç ÷÷ç ç ÷çè ø è ø

·

 1.5.6. Integralite od oblikot ( )pm nx dxa bx+ò , kade , ,m n pÎ , vo slu~aite:  

  1) ako pÎ  so smenata Nx t= , kade N  e najmal zaedni~ki sodr`atel za 

imenitelite na m  i n ; 

  2) ako 1m
n
+ Î  so smenata N nt a bx= + , kade N  e imenitel na p ; 

  3) ako m n pn
+ + Î  so smenata N nt ax b-= +  kade N  e imenitel na p ; 

se sveduva na integral od drobno-racionalna funkcija. 

 1.110. 
( )231
x dx
x

ò
+

. 

 Re{enie. Imame 
( )

( ) 21 1
2 3

23
1

1
x dx x x dx
x

-
= +ò ò

+
, pa 2p=- Î . Toga{  

( )НЗС 2,3 6N = = , stavame smena 6x t= . Ottuka 56dx t dt=  i zamenuvaj}i vo 

integralot dobivame  

( )
( ) ( )

( )

21 1 823 2 52 3
2 23 2

1 1 6 6
11

x tdx x x dx t t t dt dt
tx

-
-= + = + = =ò ò ò ò

++
 

( )

( ) ( )
( )( )

5 3
2

65 3 6 66 6
26

1 2 73 arctg5 3 22 1
1 2 73 arctg .5 3 22 1

tt t t t C
t

xx x Cx x
x

= - + + - + =
+

= - + + - +
+

·  

1.111. 3 33x x dx-ò . 

Re{enie. Od ( )
1 13 3 23 33 3x x dx x dxx- = -ò ò , pa 1 1, , 2, 33 3m p n N= = = = . Zna~i  

1m
n
+ Ï  no 1 1m pn

+ + = Î . Stavame smena 3 23 1t x-= - . Ottuka 2
3
3

1
x

t
=

+
, pa 

( )

2

23

92
1

txdx dt
t

=-
+

 i zamenuvaj}i vo integralot dobivame  
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( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

1 2 3 2
3 3 3 33

3 2 3 2
3 23 3

3 2 3 2 3
3 2 33 3

3 2 3 2 2
3 3 3

2
2

3 2
3 2

3 3
3 9 3 9

1 11 1
3 3 1

9 9 9
31 11 1 1

1 1 3 1
ln ln 3 arctg1 1 2 1

1 2 3 1
1

ln 3 1 1
3 1 1

t t t
x x dx x dt dt

t tx t x t
t t t t t

x dt dt dt
t tt t t

t
Ct t t t

t t t

x
x

-

-
-

- = - - ⋅ = - =
+ ++ +

+
= - ⋅ = - ⋅ = - =

+ ++ + +
+

= - - + - + + =+ - + -
+ - +

= - - +- +
- +

ò ò ò

ò ò ò

( )( )

( )
( )

23 32 2

3 2

3 2
2 3 23 2

1
ln 3 1 3 1 12

3 3 1 1
3 arctg .2 3 1 13 3 1 13 1

x x

x
Cx

xx

- -

-

-

--

-- - - +

- +
- + +- -

- - +-
·

 

 1.112. 3 4x x dx+ò . 

 Re{enie. Sega imame ( )
13 4 2 1 21x x dx x dxx-+ = +ò ò , pa  

12, 1, , 22m n p N= =- = = . Spored toa 1 3m
n
+ =- Î , pa stavame smena 211 tx+ = . 

Ottuka 2
1

1
x
t

=
-

 i 
( )22

2
1
tdx dt

t
=-

-
. Zamenuvaj}i vo integralot dobivame  

( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

( )

( )
( )

21
3 4 2 1 2

2 2 4
2 2 2

3 3

1

3 311 1

1

1

1
2 21

1 1 1
1 1 1 1 1 1

ln 1 ln 1
16 1616 1 16 124 1 24 1

1 1 1 1
ln 1 1

1616 1 124 1 1 24 1 1
1 1

ln 1 1 .
1616 1 1

t t
x x dx x dx tdt dtx

t t t

t t C
t tt t

x
xx x

x C
x

-

-

-- -

-

-

+ = = - ⋅ = - =+
- - -

= - - - + - + + + =
- +- +

= - - + - + -
+ -+ - + +

- + + + +
+ +

ò ò ò ò

·
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1.6. Integrirawe na trigonometriski funkcii 

 

Integralite od oblikot ( )sin ,cosx xR dxò , kade R  e drobno-racionalna funk-

cija, so smenata tg2
xt =  se sveduvaat na integrali od drobno-racionalni funk-

cii. Pritoa 2
2

1
dx dt

t
=

+
, 2

2sin
1
tx
t

=
+

 i 
2

2
1cos
1
tx
t

-=
+

. 

Ako za funkcijata R  va`i:  

1) ( ) ( )sin ,cos sin ,cosx x x xR dx R dx- =-ò ò , so smenata cost x= ; 

2) ( ) ( )sin ,cossin , cos x xR x x dx R dx- =-ò ò , so smenata sint x= ; 

3) ( ) ( )sin , cos sin ,cosx x x xR dx R dx- - =ò ò , so smenata tgt x= ; 

povtorno se sveduva na integral od drobno-racionalna funkcija. 

 1.113. 2sin cos 3
dx

x xò - +  

 Re{enie. Ja voveduvame smenata tg2
xt = . Toga{ imame  

 

( ) ( )

2

2 2 2
2 2

2
1

2sin cos 3 2 1 2 2 1 2 2 12 3
1 1

arctg arctg 2tg 1 .2 1 2

tdx dt dtdtx x t t t t t t
t txC Ct

+= = = =ò ò ò ò- + - + + + +- +
+ +

= + = + ++ ·
 

1.114. 
( ) 2

sin
cossin cos

x dx
xx xò +

. 

Re{enie. Ako vedna{ se stavi smenata tg 2
xt =  integralot }e se svede na 

integral od drobno-racionalna funkcija. No, za podintegralnata funkcija va`i 

( ) ( )sin , cos sin ,cosx x x xR dx R dx- - =ò ò , pa mo`eme da ja stavime smenata tgt x= . 

Taka imame 
( ) ( ) ( )2 22

sin tgsin cos
sin tg 1cos cossin cos cos1cos

x xx xdx dx dxx xx xx x xx
= =ò ò ò ++ +

, pa 

tgt x=  i 2
1

cos
dt dx

x
= . Natamu,  

( ) ( )2 2
tg 1 1sin

1 1tg 1cos cossin cos
1 ln 1 tg ln tg 1 .1

x tx tdx dx dt dtt txx xx x
dt dt t t C x x Ct

+ -= = = =ò ò ò ò+ +++
= - = - + + = - + +ò ò + ·
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1.115. 4 4 2
cos

cos sin 2sin 2
x dx

x x xò + + +
. 

Re{enie. Za ovaa funkcija va`i ( ) ( )sin ,cossin , cos x xR x x dx R dx- =-ò ò , pa ja 

voveduvame smenata sint x= . Imame  

( )

( ) ( )

4 4 2 2 4
2 4 2

2

4
4 2

4

2

4

2

cos 1 1

cos sin 2 sin 2 2 31 2 2
1 1 3 2 2 1 2 2

ln arctg 2 1 arctg 2 1
3 3 2 8 4 42 12

1
3

tg 2 tg 11 3 2 22 2ln arctg 2 tg 1
3 2 8 4 2

tg 2 tg 1
2 2

x
dx dx dx

x x x tt t t
dx t t

t t C
t t

t

x x
x

x x

= = =
+ + + +- + + +

æ ö÷+ +ç ÷ç= = + + + - + =÷ç ÷ç ÷çæ ö è ø- +÷ç ÷ç +÷ç ÷çè ø

+ + æ
= + +

è
- +

ò ò ò

ò

2
arctg 2 tg 1 .

4 2

x
C

æ ö÷ç ÷ç ÷ö æ öç ÷÷ ÷ç çç ÷÷ ÷+ - +ç çç ÷÷ ÷÷ ÷ç çç ÷ø è ø÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

·

 

1.116. 6 6sin cos
dx
x xò +

. 

Re{enie. I ovde vedna{ mo`e da se vovede smenata tg 2
xt = . Me|utoa vo 

dobieniot integral funkciite }e imaat visok stepen. Zatoa prvo }e go namalime 

stepenot na funkciite vo po~etniot integral.  

Imame ( ) ( )2 21 1cos ,sin1 cos2 1 cos22 2x xx x= =+ - , pa  

( ) ( )

( )

3

6 6 3 3 2

2 2 2 2
2

2

2 4
sin cos 1 3 cos 21 cos2 1 cos2

1 1
4 4

sin 2 cos 2 cos 2 4 tg 2cos 2 3
cos 2

dx dx dx

x x xx x

dx dx
x x x xx

x

= = =
+ ++ + -

= =
æ ö+ +÷ç ÷+ç ÷ç ÷çè ø

ò ò ò

ò ò
 

Vo posledniov integral stavame smena tg2t x= . Ottuka 2
12

cos 2
dt dx

x
= , pa dobi-

vame 
( ) ( ) ( )

3
6 6 3 3 2 2

12 8
sin cos cos 2 4 tg 21 cos2 1 cos2

dx dx dx
x x x xx x

= = =ò ò ò+ ++ + -
  

( )
2 2

tg22 arctg arctg .
2 24

1
2

xdt dt t C C
t t

= = = + = +ò ò
+

+

·  

1.117. sin cos
sin cos
a x b x dxc x d x

+ò + . 

Re{enie. Osven so smenata tg 2
xt =  ovde mo`e da postapime i na sledniov  
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na~in: 

Ako 0c=  ili 0d =  integralot se sveduva na oblicite ( )tgx p dx+ò  ili 

( )ctgx p dx+ò , pÎ , pa se presmetuva so smena. 

Zatoa neka , 0c d ¹ . 

Va`i ( ) cos sinsin cos c x d xc x d x ¢ = -+ , pa broitelot }e go zapi{eme vo 

oblikot ( ) ( )sin cos cos sin sin cosa x b x A c x d x B c x d x+ = - + + . Transformiraj}i go 

poslednovo ravenstvo dobivame ( ) ( )sin cos sin cosa x b x x xAc BdBc Ad+ = + +- . 

Poslednovo ravenstvo e to~no za {a Bc Ad
b Ac Bd
= -
= +

. Bidej}i 2 2 0c d+ ¹  sistemot ima 

edinstveno re{enie 2 2 2 2, ac bdbc adA B
c d c d

+-= =
+ +

. Sega imame  

2 2 2 2

2 2 2 2

sin cos cos sin

sin cos sin cos

ln sin cos .

a x b x bc ad c x d x ac bd
dx dx dx

c x d x c x d xc d c d
bc ad ac bd

c x d x x C
c d c d

+ - - +
= + =

+ ++ +
- +

= + + +
+ +

·

ò ò ò
 

1.118. sin 3cos
4sin 5cos
x x dxx x
-ò + . 

Re{enie. Od ( ) 4cos 5sin4sin 5cos x xx x ¢ = -+  imame  

  ( ) ( )sin 3cos 4cos 5sin 4sin 5cosx x A x x B x x- = - + + , 

pa go dobivame sistemot {1 5 4
3 4 5
A B
A B

=- +
- = +

 i negovoto re{enie e 17 11,41 41A B=- =- . 

Spored toa  

  

sin 3 cos 17 4 cos 5 sin 11

4 sin 5 cos 41 4 sin 5 cos 41
17 11

ln 4 sin 5 cos .
41 41

x x x x
dx dx dx

x x x x

x x x C

- -
= - - =

+ +

= - + - +

ò ò ò
·

 

 1.119. 1

1

sin cos
sin cos
a x b x c

dxc x d x d
+ +

ò + + . 

 Re{enie. Ako 0c d= =  integralot e zbir od tabli~ni. Zatoa neka 2 2 0c d+ ¹ . 

]e go poednostavime integralot pred da ja vovedeme smenata tg 2
xt = . Va`i 

( )1sin cos cos sinc x d x d c x d x¢+ + = - , pa broitelot }e go zapi{eme vo oblikot 

( ) ( )1 1sin cos cos sin sin cosa x b x c A c x d x B c x d x d E+ + = - + + + + . Realnite broevi 
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,AB  i E  gi odreduvame od sistemot 

1 1

a dA Bc
b Ac Bd
c Bd E

=- +ìïïï = +íïï = +ïî
. Re{enie na posledniov 

sistem e 
2 2

1 1 1 1
0 0 02 2 2 2 2 2, ,

c c c d acd bddac bdbc adA B E
c d c d c d

+ - -+-= = =
+ + +

, pa  

1
0 0 0

1 1 1

0 1 0 0 1

sin cos cos sin

sin cos sin cos sin cos
ln sin cos

a x b x c c x d x dx
dx A dx B dx E

c x d x d c x d x d c x d x d
A c x d x d B x E I

+ + -
= + + =

+ + + + + +
= + + + +

ò ò ò ò

 Vo 1I  stavame smena tg 2
xt = , pa dobivame  

( )
2

1 2 2 2 2
1 1 1 112 2

2
1 2 2

2 1 2 2
1 1

t dt dtI dt
t t ct d dt d d t d d t ct d dc d d
t t

+= = =ò ò ò- + - + + - + + ++ +
+ +

. 

Ponatamu presmetuvaweto prodol`uva kako vo 1.2.  

 1.120. 2sin cos 1
sin cos 2
x x dxx x
+ -ò - + . 

 Re{enie. Va`i ( )sin cos 2 cos sinx x x x¢- + = + , pa  

  ( ) ( )2sin cos 1 cos sin sin cos 2x x A x x B x x E+ - = + + - + + . 

Realnite broevi , ,AB E  gi odreduvame kako edno re{enie na sistemot 

2
1

1 2

A B
A B
B E

ìï = +ïí = -ïï- = +î
, pa imame 3 1, , 22 2A B E= = =- . Zna~i  

1

2 sin cos 1 3 cos sin 1 1
2

sin cos 2 2 sin cos 2 2 sin cos 2
3 1

ln sin cos 2 2
2 2

x x x x
dx dx dx dx

x x x x x x

x x x I

+ - +
= + - =

- + - + - +

= - + + -

ò ò ò ò
 

Vo 1I  smena tg 2
xt = . Ottuka  

 

2

1 2 2

2 2

2
1 11 2

sin cos 2 2 1 3 2 1
2

1 1

1 3 tg2 1 3 2 2arctg arctg .
2 2 2 2

tI dx dx dx
x x t t t t

t t
x

t

+= = = =
- + - + +

- +
+ +

++
= =

ò ò ò
 

Kone~no, 
1 3tg2sin cos 1 3 1 4 2ln sin cos 2 arctgsin cos 2 2 2 2 2

x
x x dx x x x Cx x

++ - = - + + - +ò - + .  
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II. Opredelen integral 

 

Поделба p  на сегментот ,a bé ùë û  е множество точки 
0 1
, ,..., ,

n
x x x a bé ùÎ ê úë û  такви што 

0 1
...

n
a x x x b= < < < = . Дијаметар на поделбата p  е 

( ) { }{ }1
max 0,1,..., 1

i i
h x x i np

+
= - Î - . 

Во понатамошниот текст ќе разгледуваме само поделби p  такви што ( ) 0h p   

кога n  ¥ . 

Ќе означуваме 
1i i i

x x x
+

D = -  и 
1

,
i i i
x x +
é ùD = ê úë û  за секој { }0,1,..., 1i nÎ - . 

За функцијата f , дефинирана и ограничена на ,a bé ùê úë û  велиме дека е Риман 

интеграбилна на ,a bé ùê úë û  ако постои реален број L  таков што за секој 0e >  

постои 0d >  така што ( )
1

0

n

i i
i

f x Lx e
-

=

D - <å  за секоја поделба p  (со 

( ) 0,h np   ¥ ) на ,a bé ùê úë û  и за секој избор на точките 
1

,
i i i
x xx

+
é ùÎ ê úë û , за секој 

{ }0,1,..., 1i nÎ - . 

 Со други зборови ( )
1

0

lim
n

i in
i

f xx
-

¥
=

Då  постои за секоја поделба p  (со 

( ) 0,h np   ¥ ) на ,a bé ùê úë û  и за секој избор на точките 
1

,
i i i
x xx

+
é ùÎ ê úë û , за секој 

{ }0,1,..., 1i nÎ -  и ( )
1

0

lim
n

i in
i

f x Lx
-

¥
=

D =å . 

 Означуваме ( )
b

a

f x dx L=ò . 
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Сумата ( )
1

0

n

i i
i

f x Spx
-

=

D =å  се нарекува Риманова интегрална сума. Зборот Риман во 

продолжение ќе го изоставуваме. 

Својствата за збир, разлика и множење со реален број, како и методите за смена на 

променлива и парцијална интеграција важат како и кај неопределн интеграл. 

Важат и следниве својства за интеграбилни функции на ,a bé ùê úë û : 

1. Ако ( ) ( )0 f x g x£ £ , тогаш ( ) ( )
b b

a a

f x dx g x dx£ò ò  

2. ( ) ( )
b b

a a

f x dx f x dx£ò ò  

3. ( ) ( )
d c

c d

f x dx f x dx= -ò ò , каде a c d b£ £ £ . 

4. ( ) ( ) ( )
c b b

a c a

f x dx f x dx f x dx+ =ò ò ò , за секој ,c a bé ùÎ ê úë û  

5. ( ) ( ) ( ) ( )
b

b

a
a

f x dx F x F b F a= = -ò , каде F  една примитивна функција на f . 

6. Секоја непрекината функција е интеграбилна 

7. Секоја монотона функција е интеграбилна. 

Нека функцијата f  е дефинирана и ограничена на ,a bé ùê úë û  и нека 

( ){ }supi iM f x x= ÎD , ( ){ }infi im f x x= ÎD . 

Функцијата f  е интеграбилна ако и само ако за секој 0e >  постои поделба p  на 

,a bé ùê úë û  така што S sp p e- < , каде  
1

0

n

i i
i

S M x
-

p
=

= Då , 
1

0

n

i i
i

s m x
-

p
=

= Då . 

 

Presmetaj gi  integralite vo  zada~ite 2.1 - 2.8., so pomo{ na integralnata 

suma: 

2.1. 
1

0
I xdx= ò . 
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Re{enie. Podintegralnata funkcija ( )f x x=  e neprekinata funkcija na 

celoto mno`estvo od realni broevi, pa i na segmentot [ ]0,1 , pa, soglasno 

kriteriumite za integrabilnost, taa e i integrabilna funkcija na segmentot 

[ ]0,1 . Neka { }0 1 20 , , ,..., 1nT x x x x= = = , kade { }, 0,1,2,...,i
ix i nn= Î , e podelba  na 

segmentot [ ]0,1  i neka [ ] { }1 1, , 0,1,..., 1i i i ix x x i n+ +x = Î Î - . Toga{  

1
1 1

i i i
i ix x x n n n+
+D = - = - = ,  

( ) { }{ } { }{ }1 1max 0,1,..., 1 max 0,1,..., 1ih T x i n i nn n= D Î - = Î - =   

a integralnata suma e  

( ) ( )
( )1 1 1 1

2 20 0 0 0

11 11 1 11 2 2
n n n n

T i i i i
i i i i

n ni nS f x x in n nn n
- - - -

= = = =

++ += x D = x D = = + = =å å å å . 

Zaradi integrabilnosta na podintegralnata funkcija na segmentot [ ]0,1 , imame 

deka 
1

0

1 1lim lim
2 2Tn n

nI xdx S
n¥ ¥

+= = = =ò . 

2.2. 
2

1

1I dxx= ò . 

Re{enie. Podintegralnata funkcija ( ) 1f x x=  e neprekinata funkcija  vo 

site realni broevi osven vo 0, pa i na segmentot [ ]1,2 , pa, soglasno kriteriumite 

za integrabilnost, taa e i integrabilna funkcija na segmentot [ ]1,2 . Neka 

{ }0 1 21 , , ,..., 2nT x x x x= = = , kade { }2 , 0,1,2,...,
i
nix i n= Î , e podelba  na segmentot 

[ ]1,2  и [ ] { }1 1, , 0,1,..., 1i i i ix x x i n+ +x = Î Î - . 

Toga{ 
1 1

1 1
12 2 2 1
2

i ii
n n ni i i

n
x x x

+ +
+

æ ö÷çD = - = - = - ÷ç ÷÷çè ø
,  

( ) { }
1

1 1
1 1max 2 1 0,1,..., 1 1 2 0
2 2

i
n

n n
h T i n

+ì üæ ö æ öï ïï ï÷ ÷ç ç= - Î - = - ÷ ÷í ýç ç÷ ÷÷ ÷ç çï ïè ø è øï ïî þ
prin¥ , 

integralnata suma e  

( )
1 11 1 1 11

1 1 1 10 0 0 0

1 1 1 2 1 2 12 1
2 2 22

n n n ni n nnT i i i ii i i ii n n nn
S f x x n

- - - -+
+= = = =

æ ö - -÷ç= x D = D = - = =÷å å å åç ÷÷çx è ø
.  
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Zaradi integrabilnosta na podintegralnata funkcija na segmentot [ ]1,2 , 

imame  

deka ( )
1 1

2

1 1
1

1 2 1 2 1 1lim lim lim ln2 1 ln2
1

2 2

n n
Tn n n

n n

I dx S n
x

n
¥ ¥ ¥

- -= = = = = ⋅ =ò . 

2.3. 
1

2

0
I x dx= ò . 

Re{enie. Podintegralnata funkcija ( ) 2f x x=  e neprekinata funkcija na 

celoto mno`estvo od realni broevi, pa i na segmentot [ ]0,1 , pa, soglasno 

kriteriumite za integrabilnost, taa e i integrabilna funkcija na segmentot 

[ ]0,1 . Neka { }0 1 20 , , ,..., 1nT x x x x= = = , kade { }, 0,1,2,...,i
ix i nn= Î , e podelba  na 

segmentot [ ]0,1  i neka [ ] { }1 1, , 0,1,..., 1i i i ix x x i n+ +x = Î Î - . Toga{  

1
1 1

i i i
i ix x x n n n+
+D = - = - = ,  

( ) { }{ }1 1max 0,1,..., 1 0h T i nn n= Î - =  , pri n¥ ,   

a integralnata suma e  

( ) ( ) ( )
( )( )21 1 1 1 22

3 30 0 0 0

1 2 11 1 1 11 6
n n n n

T i i i i
i i i i

n n niS f x x in n n n
- - - -

= = = =

+ ++= x D = x D = = + = =å å å å  

( )( )
2

1 2 1
6

n n
n

+ += . 

Zaradi integrabilnosta na podintegralnata funkcija na segmentot [ ]0,1 , 

imame deka 
( )( )1

2
2

0

1 2 1 2 1lim lim
6 36Tn n

n n
I x dx S

n¥ ¥

+ +
= = = = =ò . 

2.4. 
2

2
1

1I dx
x

= ò . 

Re{enie. Podintegralnata funkcija ( )
2
1f x
x

=  e neprekinata funkcija  vo 

site realni broevi osven vo 0, pa i na segmentot [ ]1,2 , pa, soglasno kriteriumite 

za integrabilnost, taa e i integrabilna funkcija na segmentot [ ]1,2 . Neka 

{ }0 1 21 , , ,..., 2nT x x x x= = =     e    proizvolna     podelba    na     segmentot       [ ]1,2 , 
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taka што ( ) 0h T   pri n¥  i  neka  [ ] { }1 1, , 0,1,..., 1i i i i ix x x x i n+ +x = Î Î - . 

Toga{   integralnata suma e         

( ) ( ) ( )1 1 1 1

12 1 10 0 0 0

1 1 1 1n n n n

T i i i i ii i i ii i i ii
S f x x x xx x x x

- - - -
++ += = = =

= x D = D = - = - =å å å åx
 

   ( ) ( ) ( ) ( )
0 1 1 2 2 1 1 0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1... 1 2 2n n n n nx x x x x x x x x x- - -

= - + - + + - + - = - = - = . 

 Zaradi integrabilnosta na podintegralnata funkcija na segmentot [ ]1,2 , 

imame deka 
2

2
1

1 1 1lim lim
2 2Tn n

I dx S
x ¥ ¥

= = = =ò . 

2.5. ( )
4

1
1I x dx

-
= +ò . 

Re{enie. Podintegralnata funkcija ( ) 1f x x= +  e neprekinata funkcija  vo 

site realni broevi, pa i na segmentot [ ]1,4- , pa, soglasno kriteriumite za 

integrabilnost, taa e i integrabilna funkcija na segmentot[ ]1,4- . Neka 

{ }0 1 21 , , ,..., 4nT x x x x= - = =  e proizvolna podelba na segmentot [ ]1,4- , taka {to 

( ) 0h T   pri n¥  i neka [ ] { }1
1, , 0,1,..., 12

i i
i i i
x x

x x i n+
+

+
x = Î Î - . Toga{ inte-

gralnata suma e         

 ( ) ( ) ( )( )
1 1 1 1

1
0 0 0

1 1 2
n n n i i

T i i i i i i
i i i

x x
S f x x x x

- - - +
+

= = =

+
= x D = +x D = + - =å å å  

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

2 2 2 2
1 1 1 1

0 0 0

1 1
2 2

n n n

i i i i i i i i
i i i
x x x x x x x x

- - -
+ + + +

= = =
é ù= - + - = - + - =å å åê úë û       

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]2 2 2 2 2 2
1 0 2 1 1 1 0 2 1 1

1... ...2n n n nx x x x x x x x x x x x- -= - + - + + - + - + - + + - =  

( ) ( ) ( )( )22 2 2
0 0

1 14 1 4 1 12,52 2n nx x x x= - + - = - - + - - = . 

 Zaradi integrabilnosta na podintegralnata funkcija na segmentot[ ]1,4- , 

imame deka ( )
4

1

1 lim lim 12,5 12,5Tn n
I x dx S

¥ ¥-
= + = = =ò . 

2.6. 
b
x

a
I e dx= ò , kade ,a bÎ  i a b< . 

Re{enie. Podintegralnata funkcija ( ) xf x e=  e neprekinata funkcija na 

celoto mno`estvo od realni broevi, pa i na proizvolen segmentot [ ],a b , pa, 
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soglasno kriteriumite za integrabilnost, taa e i integrabilna funkcija na 

segmentot [ ],a b . Neka { }0 1 2, , ,..., nT a x x x x b= = = , kade { }, 0,1,2,...,i
b ax a i i nn
-= + Î , 

e podelba na segmentot [ ],a b  i neka izbereme [ ] { }1, , 0,1,..., 1i i i ix x x i n+x = Î Î - . 

Toga{ ( )1 1i i i
b a b a b ax x x a i a in n n+
- - -D = - = + + - - = , ( ) 0b ah T n

-=   pri  

n¥ ,  a integralnata suma e  

( ) ( )1 1 1 1 1

0 0 0 0 0
i

in n n n nb a b a b aa i ia an n nT i i i
i i i i i

b a b a b aS f x e x e e e e en n n
- - - - -- - -+x
= = = = =

- - -= x D = D = = =å å å å å

       
( ) ( )1 11

1 1 1

nb a
n a b ab a

a a
b a b a b a
n n n

e e eb a b a ee en n
e e e

b a
n

-
--

- - -

- -- - -= = =
- - -

-

. 

Zaradi integrabilnosta na podintegralnata funkcija na segmentot [ ],a b , 

imame deka  

lim
b
x

Tna

I e dx S
¥

= = =ò
( ) ( ) ( )1 1 1

lim ln1 1lim

a b a a b a a b a
b a

b a b an n n
n

e e e e e e
e eee e

b a b a
n n

- - -

- -¥

¥

- - -
= = = -

- -
- -

. 

2.7. 
b
k

a
I x dx= ò , kade , ,k a bÎ Î  i neka 0 a b< < . 

Re{enie. Podintegralnata funkcija ( ) kf x x= , za k NÎ ,  e neprekinata 

funkcija  vo site realni broevi, pa i na segmentot [ ],a b , pa, soglasno 

kriteriumite za integrabilnost, taa e i integrabilna funkcija na segmentot 

[ ],a b . Neka { }0 1 2, , ,..., nT a x x x x b= = = , kade ( ) { }, 0,1,2,...,
i
n

i
bx a i na= Î , e podelba  na 

segmentot [ ],a b  i neka izbereme to~ki [ ] { }1 1, , 0,1,..., 1i i i ix x x i n+ +x = Î Î - .Toga{ 

( ) ( ) ( )
( )

1 1

1 1
11

i ii
n n n

i i i
n

b b bx x x a a aa a a
b
a

+ +

+
æ öD = - = - = - ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

, 

( ) ( )
( )

{ }

( )

1

1 1

1 10,1,..., 11max 1 0

i
n

n n

b na ih T ba
b ba a

+ì üï ïæ öï ïï ï æ ö-- Î÷ç= = - ⋅ ÷í ý÷ çç ÷÷ çï ïç ÷÷÷ç çï ï ÷è ø ÷çï ïî þ è ø

 prin¥ ,  

a integralnata suma e 
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( ) ( ) ( )
( )

111 1 1

10 0 0

11
k iin n n nnk

T i i i i
i i i n

bbS f x x a a aa b
a

++- - -

= = =

é ù æ öê ú= x D = x D = - =å å å ÷ç ÷ë û ç ÷ç ÷÷çè ø

  

            ( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
1 1 1 11 1

1
1 10 0

1 11 1
ik i i k kn nn n n nk k

i in n

b b b ba a aa a a a
b b
a a

+ + + +- -
+

= =

é ùæ ö æ ö ê ú= - = - =å å÷ ÷ç ç ë û÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø

 

            ( )
( )

( )

( )
( ) ( )

( )
( )

( )

1 1 11 1
1 1

1 11 11

1 1 111

1 1

nk kn nk k
n nk k

k k
n nn n

b b b
b ba a aa aa a

b bb ba aa a

+ ++ +
+ +

+ +

é ù -ê ú - -ë ûæ ö= - = ⋅ =÷ç ÷ç é ù÷ç ÷÷ç -è ø ê ú -ë û

 

                   ( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 11
1

1 1 1 1

1 1

1 ... 1

knk
nk

k k
n n n n n

b b
b a aa a

b b b b b
a a a a a

++
+

-

- -
= ⋅ =

é ùé ù
ê úê ú- ⋅ + + + +ë û ë û

 

                            ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1
1

11
1 1 1

1
1

... 1

k
k

kn k
k k

n n n n

b
b aaa

b b b b
a a a a

+
+

++
-

-
= ⋅ ⋅ ⋅ =

+ + + +
 

                                        ( )
( ) ( ) ( )

1 1

1 1

... 1

k k kn
k k
n n n

b b a
a

b b b
a a a

+ +
-
-= ⋅

+ + + +
. 

 Zabele{ka. Vo gornite presmetuvawa koristevme  deka za realniot broj 

x  i prirodniot broj k  va`i ( )( )1 11 1 ... 1k k kx x x x x+ -- = - + + + +  ( za ( )
1
nbx a= ). 

Zaradi  integrabilnosta   na   podintegralnata  funkcija na segmentot[ ],a b , 

imame deka 

( )
( ) ( ) ( )

1 1 1 1

1 1
lim lim 1

1 1 ... 1
... 1

k
b k k k knk

T k kn na n n n

b b a b aI x dx S
a
b b b
a a a

+ + + +

-¥ ¥

é ù
ê ú- -= = = = =ò ê ú

+ + +ê ú
ê ú+ + + +ê úë û

 

1 1

1
k kb a
k

+ +-= + . 

 Zabele{ka. Pri presmetuvaweto na limesot, koristevme deka  za sekoj 

realen broj  x  va`i 
1

lim 1n
n
x

¥
=  (vo uloga na x  bea broevite ( ) { }, 1,2,...,

mb m ka Î ). 

2.8. 
2

0
sinI xdx

p

= ò . 



II. Opredelen integral 

 58

Re{enie. Podintegralnata funkcija ( ) sinf x x=  e neprekinata funkcija na 

celoto mno`estvo od realni broevi, pa i na segmentot 0, 2
pé ù

ê úë û , pa, soglasno 

kriteriumite za integrabilnost, taa e i integrabilna funkcija na segmentot 

0, 2
pé ù

ê úë û . Neka { }0 1 20 , , ,..., 2nT x x x x p= = = , kade { }, 0,1,2,...,2ix i i nn
p= Î , e podelba  na 

segmentot 0, 2
pé ù

ê úë û  i neka [ ] { }1, , 0,1,..., 1i i i ix x x i n+x = Î Î - .Toga{  

( )1 1 2 2 2i i ix x x i in n n+
p p pD = - = + - = , ( ) { }{ }max 0,1,..., 1 02 2h T i nn n

p p= Î - =   

pri n¥ , a integralnata suma e  

( ) ( ) ( )1 1 1 1

0 0 0 0
sin sin sin2 2 2 2

n n n n

T i i i i
i i i i

S f x x i in n n n
- - - -

= = = =

p p p p= x D = x D = = =å å å å  

( ) ( ) ( )2cos cos 2sin sin 2 sin4 2 4 4 4 4 2 4 4
2 4 42sin 2sin 2sin4 4 4

n n n n
n n n

n n n

p p p p p p p p- - - - ⋅ -p p p= = = =p p p  

( )sin2 4 4
2 sin4

4

n

n

n

p p-
= p

p

. 

 Zabele{ka: Pri presmetuvaweto na integralnata suma koristevme deka 

( )
( )1

0

1cos cos2 2sin
2sin 2

n

i

n
i

-

=

a- - a
a =å a , za sekoi ,naÎ Î  , koe{to se doka`uva so 

principot na matemati~ka indukcija. 

Zaradi integrabilnosta na podintegralnata funkcija na segmentot 0, 2
pé ù

ê úë û , 

imame deka 

2

0

sin lim Tn
I xdx S

p

¥
= = =ò

( )sin sin2 24 4 4lim 12 2 1sin 4

4

n
n

n

n

¥

p p p-
= =p

p

. 

 Zabele{ka. Pri presmetuvaweto na limesot koristevme deka 
0
sinlim 1

x
x
x

=  

( 04x n
p=   pri n¥ ) i deka sinusnata funkcija e neprekinata,  

pa  ( ) ( )( )0
limsin sin lim sin4 4 4 4 4nx n n¥

p p p p p- = - = . 
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2.9. а) Докажи по дефиниција дека 
b

a

dx b a= -ò . 

б) Doka`i deka funkcijata ( )
1,
0,
x Q

f x x Q
Îìïï=í Ïïïî

 ne e integrabilna na proizvolen 

segment [ ],a b , kade , ,a b R a bÎ < . 

Re{enie.  

а) Нека { }0 1 20 , , ,..., 1nT x x x x= = =  е произволна поделба ,a bé ùë û  i neka 

{ }1, , 0,1,..., 1i i ix x i n+
é ùx Î Î -ë û  се произволни. Toga{ integralnata suma e  

( )
1 1

1 0 2 1 1
0 0

...
n n

T i i i n n
i i

S f x x x x x x x x b a
- -

-
= =

= x D = D = - + - + + - = -å å . 

Па imame deka ( )lim lim
b

Tn na

dx S b a b a
¥ ¥

= = - = -ò . 

б) Neka { }0 1 2, , ,..., nT a x x x x b= = =    e  proizvolna     podelba    na     segmentot     

[ ],a b , taka што ( ) 0h T   pri n¥ . 

Ako izbereme to~kite [ ] { }1, , 0,1,..., 1i i ix x i n+x Î Î -  da bidat racionalni, t.e. 

ix Î , za integralnata suma dobivame   

( ) ( )
1 1

1
0 0

1
n n

T i i i i
i i

S f x x x
- -

+
= =

= x D = - =å å         

( ) ( ) ( )1 0 2 1 1 0... n n nx x x x x x x x b a-= - + - + + - = - = - . 

Ako izbereme to~kite [ ] { }1, , 0,1,..., 1i i ix x i n+x Î Î -  da bidat iracionalni, t.e. 

ix Ï , za integralnata suma  dobivame  ( ) ( )
1 1

1
0 0

' 0 0
n n

T i i i i
i i

S f x x x
- -

+
= =

= x D = ⋅ - =å å .       

Bidej}i ( )lim lim 0 lim 'T Tn n n
S b a b a S

¥ ¥ ¥
= - = - ¹ = , zaklu~uvame deka funkcijata 

ne e integrabilna na segmentot [ ],a b . 

 

Presmetaj gi slednive opredeleni integrali (2.10.- 2.15.) 

2.10. 
3

1
.xdxò  
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Re{enie. Ќe opredelime edna primitivna funkcija na podintegralnata 

funkcija ( ) .f x x=  Od 
2

2
xxdx C= +ò  sleduva deka 

2
( ) 2

xxj =  e edna primitivna 

funkcija na dadenata podintegralna funkcija. Toga{  
3 32 2 2

11

3 1 4.2 2 2
xxdx = = - =ò  

2.11. 
2

3

1
5 .x dxò  

Re{enie. Bidej}i 3 3 455 5 ,4x dx x x C= = +ò ò  za vrednosta na opredeleniot 

integral dobivame ( )
2 2

3 4 4 4
11

5 5 755 2 1 .4 4 4x dx x= = - =ò  

2.12. 
4

2
1

1 .x dx
x
+ò  

Re{enie. Od  
32

2 2
1 2

3
x x xdx x dx dx Cxx x

+ = + = - +ò ò ò  sleduva deka  

( ) ( ) ( )44 3 3 3

2
11

1 2 4 2 1 2 21.3 3 33 3
x xdx xx

+ = - = - - - =ò  

2.13. 
1

sin(ln )
.

e x
dxxò  

Re{enie. Za opredeluvawe na integralot 
sin(ln )x

dxxò  voveduvame smena 

ln .x t=  Toga{ .dx dtx =   Od  
sin(ln )

sin cos
x
dx tdt t Cx = =- + =ò ò  

cos(ln )x C=- + . Za vrednosta na opredeleniot integral dobivame   

1
1

sin(ln )
cos(ln ) 1 cos1

e
ex

dx xx =- = -ò . 

Интегралот може да се пресмета и на следниов начин: 

Вoveduvame smena ln .x t=  Toga{ , за 1x =  имаме ln1 0t = = , а за x e=  имаме 

ln 1t e= = , па  
1 1

0
1 0

sin(ln )
sin cos cos0 cos1 1 cos1.

e x
dx tdt t

x
= =- = - = -ò ò  

2.14. 
2

0
sin .x xdx

p

ò  
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Re{enie. So primena na metodot na parcijalna integracija na integralot 

sinx xdxò  dobivame sin cos sin .x xdx x x x C=- + +ò  Toga{, za vrednosta na opr-

edeleniot integral dobivame   ( )
2

2

0
0

sin cos sin 1.x xdx x x x

p
p

= - + =ò  

Интегралот може да се пресмета и на следниов начин: 

So primena na metodot na parcijalna integracija na integralot dobivame 

( )
2 2

2 2
00

0 0

sin cos cos 0 cos 0 cos sin 1 0 1.
2 2

x xdx x x xdx x

p p
p pp p

= - + = ⋅ - + = - =ò ò  

2.15.  Doka`i deka 
ln2

0

ln21 .2
xe dx- =ò  

Re{enie. Za presmetuvawe na integralot 1xe dx-ò  voveduvame smena 

1 .xe t- =  Toga{  2ln( 1)x t= +  i 2 .
1

dtdx
t

=
+

  Od   

2
2

11 ln( 1)21
x tdte dx t C

t
- = = + + =ò ò +

,2
x C+   

za vrednosta na opredeleniot integral dobivame   
ln2

0

ln21 .2
xe dx- =ò  

2.16. Neka funkcijata f e integrabilna na [ ]0,5  i neka 
1

0
( ) 6,f x dx =ò

2

0
( ) 4f x dx =ò  

i 
5

2
( ) 6.f x dx =ò  Presmetaj 

5

1
( ) .f x dxò  

Re{enie.     
5 2 5

1 1 2
( ) ( ) ( )f x dx f x dx f x dx= + =ò ò ò

2 1 5

0 0 2

( ) ( ) ( ) 4f x dx f x dx f x dx
æ ö÷ç ÷- + =çò ò ò÷ç ÷çè ø

.  

2.17. Дoka`i deka {2

0

0,
sin sin .

m n
mx nxdx m n

p ¹
=ò =p  

Re{enie. Za m n¹ , 1sin sin [cos( ) cos( ) ]
2

mx nxdx m n x m n x dx= - - + =ò ò  

sin( ) sin( )
2( ) 2( )
m n x m n x

C
m n m n

- +
= - +

- +
 od kade {to sleduva deka  

22

0 0

sin( ) sin( )
sin sin 0.

2( ) 2( )
m n x m n x

mx nxdx
m n m n

pp æ ö- + ÷ç= - =ò ÷ç ÷ç - +è ø
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 Za m n= , [ ]21 1 sinsin sin sin 1 cos22 2 2 4
x mxmx nxdx mxdx mx dx Cm= = + = + +ò ò ò  od 

kade {to sleduva deka  ( )
22

0 0

sinsin sin .2 4
x mxmx nxdx m

pp
= + =pò  

2.18. Doka`i   deka  
2 2

4 4

.1 sin sin
dx dx
x x

p p

p p
£ò ò+  

Re{enie. Za sekoј , ,4 2x p pé ùÎ ê úë û  va`i  1 sin sin ,x x+ ³   odnosno 1 1 ,1 sin sinx x£+  od 

kade {to sleduva deka 
2

4

.1 sin sin
dx dx
x x

p

p
£ò ò+  

2.19. Utvrdi, без пресметување на integralite, кој од нив 
1

2

0
1 x dx+ò  ili 

1

0

xdxò  

ima pogolema vrednost. 

Re{enie. Za sekoj [ ]0,1 ,x Î  va`i  2 21 ,x x+ ³   odnosno 2 21 x x+ ³  od kade 

{to sleduva deka 21 .x x+ ³  Toga{ 
1 1

2

0 0
1 .x dx xdx+ ³ò ò . 

2.20. Докажи дека 
2

0

1 1.56 10
dx
x£ £ò +  

Re{enie. Ako 0 2x£ £  toga{ 10 10 12,x£ + £  odnosno 1 1 1 ,12 10 10x£ £+  od 

kade {to sleduva deka 
2 2 2

0 0 0

1 1 1 .12 10 10dx dx dxx£ £ò ò ò+  Spored toa,  
2

0

1 1.56 10
dx
x£ £ò +  

2.21. Bez da go presmetuva{ integralot, doka`i deka  va`i 

( )

1

0

12 1
1

q
qp dxx

- £ £ò +
, za proizvolni ,p q +Î . 

Re{enie. Za  [ ]0,1x Î  i ,p q +Î  imame 0 1px£ £ , pa so dodavawe na 1 na ovie 

neravenstva, dobivame 1 1 2px£ + £ , od kade pak sleduva i ( )1 1 2qq p qx£ + £ . 

Kone~no va`i 
( )

12 1
1

q
qpx

- £ £
+

, za site [ ]0,1x Î . Оттука dobivame  

( )

1 1 1

0 0 0

12 1
1

q
qpdx dx dx

x
- £ £ò ò ò+

,  

od kade следува  
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( )
( )

1

0

12 1 0 1 0
1

q
qp dxx

- - £ £ -ò +
, t.e. 

( )

1

0

12 1
1

q
qp dxx

- £ £ò +
,  

{to treba{e i da se doka`e. 

2.22. Bez da go presmetuva{ integralot, doka`i deka  va`i  

( )
( )( )

( )
1

0

4 11 19 21 2
xee dx ex x- £ £ -ò + - . 

 Re{enie. Ja razgleduvame funkcijata ( )
( )( )

1
1 2f x x x= + - , za [ ]0,1x Î . Taa e 

neprekinata na segmentot [ ]0,1 , pa zna~i dostignuva minimum i maksimum (ili vo 

vnatre{ni to~ki na intervalot ( )0,1  ili pak vo krajnite to~ki od segmentot 

[ ]0,1 ). Bidej}i ( )

( ) ( )2 2
2 1' 0
1 2
xf x

x x
-= =

+ -
 ako i samo ako 1

2x = , i funkcijata opaѓа 

na 10,2
é ù
ê úë û , a raste na 1,12

é ù
ê úë û  i ( ) ( ) ( )1 4 1, 0 12 9 2f f f= = = , dobivame deka funkcijata 

( )
( )( )

1
1 2f x x x= + -  na segmentot [ ]0,1  dostignuva maksimalna vrednost ednakva na 

1
2  i minimalna vrednost ednakva na 49 . Zna~i doka`avme deka va`i  

( )( )
4 1 1
9 21 2x x£ £+ - , za site [ ]0,1x Î . Zaradi 0xe >  za sekoj realen broj x , 

poslednite neravenstva mo`e da gi pomno`ime so xe , pa dobivame deka e to~no 

( )( )
4 1
9 21 2

x
x xee ex x£ £+ - , za site [ ]0,1x Î . Оттука dobivame  

( )( )

1 1 1

0 0 0

4 1
9 21 2

x
x xee dx dx e dxx x£ £ò ò ò+ - , т.е.  ( ) ( )( ) ( )

1
1 0 1 0

0

4 1
9 21 2

xee e dx e ex x- £ £ -ò + - , t.e. 

( )
( )( )

( )
1

0

4 11 19 21 2
xee dx ex x- £ £ -ò + - ,  

{to treba{e i da se doka`e. 

 2.23. Presmetaj gi slednite limesi, koristej}i ja definicijata za opredelen 

integral: 

 a) ( )2 2 2
1 2 1lim ...

n
n

n n n¥
-+ + + ;   b) ( )1 2 1lim ...1 2 2n n n n¥

+ + ++ + ; 

v) ( )2 2 2
1lim ... 21 2n

n n
nn n¥

+ + +
+ +

;  g)
( )( )11 2lim sin sin ... sin

n

n
n n n n¥

- pp p+ + + ; 
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d) 1
1 2 ...lim , 0
p p p

pn
n p

n +¥
+ + + > ;   |) 

1 2
2 2 2lim ...1 1 1

2

n n

n n n n n
¥

æ ö÷ç + + + ÷ç ÷+ç ÷+ +ç ÷ç ÷è ø
. 

Re{enie. a) Neka so nS  go ozna~ime izrazot  ~ij{to limes go barame. 

Toga{ imame ( )2 2 2
1 2 1 1 1 2 1... ...n

n nS n n n nn n n
- -= + + + = + + + , t.e.  

                                          ( )1 1 2 1...n
nS n n n n
-= + + +                                                

Da ja razgledame funkcijata ( )f x x=  na segmentot [ ]0,1 . Taa e neprekinata vo 

site realni broevi, pa i na segmentot [ ]0,1 , pa, soglasno kriteriumite za integra-

bilnost, e i integrabilna na segmentot [ ]0,1 .  

Neka { }0 1 20 , , ,..., 1nT x x x x= = = , kade { }, 0,1,2,...,i
ix i nn= Î , e podelba  na 

segmentot [ ]0,1  i neka [ ] { }1, , 0,1,..., 1i i i ix x x i n+x = Î Î - . Toga{ 1
1

i i ix x x n+D = - = ,  

( ) 1 0h T n=  , pri n¥ , a integralnata suma e  

( ) ( ) ( )1 1 1 1

0 0 0 0

1 1 1 1 2 1...
n n n n

i i i i n
i i i i

i i nS T f x x S
n n n n n n n n

- - - -

= = = =

-= x D = x D = = = + + + =å å å å .  

Zaradi integrabilnosta na funkcijata ( )f x x=  na segmentot [ ]0,1 , imame deka 

( )
1

0

lim lim nn n
xdx S T S

¥ ¥
= =ò , pa baraniot 

11 2

0 0

1 1lim 02 2 2nn
xS xdx

¥
= = = - =ò . 

b) Neka so nS  go ozna~ime izrazot  ~ij{to limes go barame. Toga{ imame  

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1... ... ...1 2 2 1 2 1 2 11 1
nS n nn nn n n n n nn n

æ ö= + + + = + + + = + + + ÷ç+ ÷+ + + + ç + ÷ç + +è ø
, 

t.e.  

                                  1 1 1 1...1 2 11 1
nS n n

nn n

æ ö= + + + ÷ç ÷ç + ÷ç + +è ø
                                          

Da ja razgledame funkcijata ( ) 1
1f x x= +  na segmentot [ ]0,1 . Taa e neprekinata 

vo site realni broevi osven vo -1, pa i na segmentot [ ]0,1 , pa, soglasno 

kriteriumite za integrabilnost, e i integrabilna na segmentot [ ]0,1 . Neka 

{ }0 1 20 , , ,..., 1nT x x x x= = = , kade { }, 0,1,2,...,i
ix i nn= Î , e podelba  na segmentot [ ]0,1  
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i neka [ ] { }1 1, , 0,1,..., 1i i i ix x x i n+ +x = Î Î - . Toga{ 1
1

i i ix x x n+D = - = , ( ) 1 0h T n=  , 

pri n¥ ,  a integralnata suma e 

( ) ( )
1 1 1 1

0 0 0 0

1 1 1 1 1
1 1 11 1

n n n n

i i i n
i i i ii

S T f x x S
i n n i
n n

- - - -

= = = =
= x D = D = = =å å å å

+x + ++ +
.  

Zaradi integrabilnosta na funkcijata ( ) 1
1f x x= +  na segmentot [ ]0,1 , imame deka  

( )
1

0

1 lim lim
1 nn n

dx S T S
x ¥ ¥

= =ò
+

, pa 
11

0 0

1lim (ln 1 ) ln2 ln1 ln21nn
S dx xx¥

= = + = - =ò + . 

v) Neka so nS  go ozna~ime izrazot  ~ij{to limes go barame. Toga{ imame                        

2 2 2 2 2 2 2 2
1... ...21 2 1 2n

n n n n nS nn n n n n n
= + + + = + + + =

+ + + + +
 

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2
2 2 2

1 1 1 1 1 1 1... ...1 2 1 21 11 1 1 1

n
n nn n

nn nn n n

æ ö é ù= + + + = + + +÷ç ê ú÷ç ÷+ +ç + + ê ú+ +÷÷çè ø ë û
,    t.e.  

                               
( ) ( ) ( )2 2 2

1 1 1 1...
1 2 11 1

nS n n
nn n

é ù= + + +ê ú+ê ú+ +ë û
                                           

Da ja razgledame sega funkcijata ( )
2

1
1

f x
x

=
+

 na segmentot [ ]0,1 . Taa e neprekina-

ta vo site realni broevi, pa i na segmentot [ ]0,1 , pa, soglasno kriteriumite za 

integrabilnost, e i integrabilna na segmentot [ ]0,1 .  

Neka { }0 1 20 , , ,..., 1nT x x x x= = = , kade { }, 0,1,2,...,i
ix i nn= Î , e podelba na segmen-

tot [ ]0,1  i neka [ ] { }1 1, , 0,1,..., 1i i i ix x x i n+ +x = Î Î - . Toga{ 1
1

i i ix x x n+D = - = , 

( ) 1 0h T n=  , pri n¥ ,  a integralnata suma e 

( ) ( )
( ) ( )

1 1 1 1

2 2 20 0 0 0

1 1 1 1 1
1 1 11 1

n n n n

i i i n
i i i ii

S T f x x S
n ni i

n n

- - - -

= = = =
= x D = D = = =å å å å

+x + ++ +

.  

Zaradi integrabilnosta na funkcijata ( )
2

1
1

f x
x

=
+

 na segmentot [ ]0,1 , imame   

deka ( )
1

2
0

1 lim lim
1 nn n

dx S T S
x ¥ ¥

= =ò
+

,pa  
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11

2
0 0

1lim (arctg ) arctg1 arctg0 04 41nn
S dx x

x¥
p p= = = - = - =ò +

. 

g) Neka so nS  go ozna~ime izrazot  ~ij{to limes go barame.Toga{ imame    

                              
( )( )11 2sin sin ... sinn
nS n n n n
- pp p= + + +                                                         

Da ja razgledame sega funkcijata ( ) sinf x x=  na segmentot [ ]0,p .Taa e 

neprekinata vo site realni broevi, pa i na segmentot [ ]0,1 , pa, soglasno 

kriteriumite za integrabilnost, e i integrabilna na segmentot [ ]0,p . Neka 

{ }0 1 20 , , ,..., 1nT x x x x= = = , kade { }, 0,1,2,...,i
ix i nn= p Î , e podelba  na segmentot 

[ ]0,p  i neka [ ] { }1, , 0,1,..., 1i i i ix x x i n+x = Î Î - . Toga{ 1i i ix x x n+
pD = - = ,  

( ) 0h T n
p=   , pri n¥ ,  a integralnata suma e 

( ) ( ) ( )1 1 1 1

(1)0 0 0 0
sin sin sin

n n n n

i i i i n
i i i i

i iS T f x x Sn n n n
- - - -

= = = =

p p p= x D = x D = p = =på å å å .  

Zaradi integrabilnosta na funkcijata ( ) sinf x x=  na segmentot [ ]0,p , imame deka  

( )
( )

00
sin lim lim limn nn nh T
xdx S T S S

p

¥ ¥
= = p =pò , pa  

( )
0 0

1 1 1 2lim sin ( cos ) ( cos cos0 )nn
S xdx x

pp

¥
= = - = - p- - =òp p p p . 

d) Neka so nS  go ozna~ime izrazot  ~ij{to limes go barame.Toga{ imame 

( ) ( ) ( ) ( )1
1 2 ... 1 1 2 1 1 2... ...

p pp p p p p p p
p p pn p

n n nS n n n n nn n nn +
+ + + é ù= = + + + = + + +ê úë û

, t.e.  

                                  ( ) ( ) ( )1 1 2 ...
p p p

n
nS n n n n

é ù= + + +ê úë û
                                            (1) 

Da ja razgledame sega funkcijata ( ) pf x x=  na segmentot [ ]0,1 .Taa e 

neprekinata vo site realni broevi, pa i na segmentot [ ]0,1 , pa, soglasno 

kriteriumite za integrabilnost, e i integrabilna na segmentot [ ]0,1 . Neka 

{ }0 1 20 , , ,..., 1nT x x x x= = = , kade { }, 0,1,2,...,i
ix i nn= Î , e podelba  na segmentot [ ]0,1  

i neka [ ] { }1 1, , 0,1,..., 1i i i ix x x i n+ +x = Î Î - . Toga{ 1
1

i i ix x x n+D = - = , ( ) 1 0h T n=  , 

pri n¥ ,  a integralnata suma e 
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( ) ( )
1 1 1 1

0 0 0 0

1 11 1
p pn n n n

p
i i i i n

i i i i

i iS T f x x S
n n n n

- - - -

= = = =

æ ö æ ö+ +÷ ÷ç ç= x D = x D = = =å å å å÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
.  

Zaradi integrabilnosta na funkcijata ( ) 1
1f x x= +  na segmentot [ ]0,1 , imame 

deka ( )
1

0

lim limp
nn n

x dx S T S
¥ ¥

= =ò , pa 
11 1

0 0

1lim ( )1 1
p

p
nn

xS x dx p p
+

¥
= = =ò + + . 

g) Neka so nS  go ozna~ime izrazot  ~ij{to limes go barame. Toga{ imame         

1 2 1 2
2 2 2 2 2 2... ...1 1 1 1 1 1

2 2

n
n n n n n

nS n nn n n nn n
= + + + = + + + =+ ++ + + +

 

   
1 2

1 2 2 2...1 1 11 1 12

n
n n n

n
n n nn

æ ö÷ç ÷ç ÷= + + +ç ÷ç ÷+ + +ç ÷ç ÷è ø⋅
, t.e.  

1 2
1 2 2 2...1 1 11 1 12

n
n n n

nS n
n n nn

æ ö÷ç ÷ç ÷= + + +ç ÷ç ÷+ + +ç ÷ç ÷è ø⋅
                                                                     (1) 

Neka ( )1 21 2 2 ... 2
n

n n nnu n= + + +  i 
1 2

1 1 2 2 2...1 1 1 11 1 1 1

n
n n n

n nv u n
n n n n

æ ö÷ç ÷ç= = + + + ÷ç ÷ç ÷ç ÷+ + + +è ø
, t.e.  

                                         1n n
nv un= +                                                                                     (2) 

Za sekoj n Î  i za sekoj i Î   va`i 11 1in+ >  i 1 1
nin £ , pa ottuka dobivame 

1 2
1 2 2 2...1 1 11 1 12

n
n n n

nS n
n n nn

æ ö÷ç ÷ç ÷= + + + <ç ÷ç ÷+ + +ç ÷ç ÷è ø⋅

1 2
1 2 2 2...1 1 1

n
n n n

nun
æ ö÷ç + + + =÷ç ÷ç ÷çè ø

          i  

1 2
1 2 2 2...1 1 11 1 12

n
n n n

nS n
n n nn

æ ö÷ç ÷ç ÷= + + + ³ç ÷ç ÷+ + +ç ÷ç ÷è ø⋅

1 2
1 2 2 2...1 1 11 1 1

n
n n n

nvn
n n n

æ ö÷ç ÷ç + + + =÷ç ÷ç ÷ç ÷+ + +è ø
, t.e. 

                                                n n nv S u£ £ , za sekoj n Î                                                  (3) 

 Sakame da presmetame lim nn
u

¥
, kade ( )1 21 2 2 ... 2

n
n n nnu n= + + + : 

Da ja razgledame sega funkcijata ( ) 2xf x =  na segmentot [ ]0,1 . Taa e 

neprekinata vo site realni broevi, pa i na segmentot [ ]0,1 , pa, soglasno 

kriteriumite za integrabilnost, e i integrabilna na segmentot [ ]0,1 .  
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Neka { }0 1 20 , , ,..., 1nT x x x x= = = , kade { }, 0,1,2,...,i
ix i nn= Î , e podelba  na seg-

mentot [ ]0,1  i neka [ ] { }1 1, , 0,1,..., 1i i i ix x x i n+ +x = Î Î - .  

Toga{ 1
1

i i ix x x n+D = - = , ( ) 1 0h T n=  , pri n¥ , a  integralnata suma e 

( ) ( )
1 1 1 11 1

0 0 0 0

1 12 2 2i
n n n ni i

n ni i i n
i i i i

S T f x x un n
- - - -+ +x
= = = =

= x D = D = = =å å å å .  

Zaradi integrabilnosta na funkcijata ( ) 2xf x =  na segmentot [ ]0,1 , imame deka 

( )
1

0

2 lim limx
nn n

dx S T u
¥ ¥

= =ò , pa 
11

0 0

2 1lim 2 ( )ln2 ln2
x

x
nn
u dx

¥
= = =ò , t.e. 1lim ln2nn

u
¥

= . 

Zaradi (2) 1 1lim lim lim 11 ln2 ln2n nn n n
nv un¥ ¥ ¥

= = ⋅ =+ . Od (3), 1lim limln2n nn n
v u

¥ ¥
= =  i 

svojstvata na nizi dobivame deka 1lim ln2nn
S

¥
= . 

2.24. Doka`i deka ako  funkcijata :f    e neprekinata,  periodi~na 

funkcija so period T , toga{,  za sekoj pozitiven realen broj a , va`i                               

                                                     ( ) ( )

0

a T T

a
f x dx f x dx

+
=ò ò . 

Re{enie. Bidej}i funkcijata f  e periodi~na so period T , sleduva deka 

va`i 

                                               ( ) ( ),f x f x T x= - " Î                                                    (1) 

Funkcijata f  e neprekinata, pa soglasno kriteriumite za integrabilnost, 

taa e i integrabilna. Od svojstvata na opredeleniot integral  se dobiva  

                       ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
(1)

a T a T a TT T

a a aT T
f x dx f x dx f x dx f x dx f x T dx

+ + +
= + = + -ò ò ò ò ò , t.e. 

                               ( ) ( ) ( )
a T a TT

a a T
f x dx f x dx f x T dx

+ +
= + -ò ò ò                                         (2) 

Ako vo ( )
a T

T
f x T dx

+
-ò  stavime smena u x T= - , imame du dx= , i za 

, 0x T u= = , a za ,x a T u a= + = , pa  

                                         ( ) ( )

0

a T a

T
f x T dx f u du

+
- =ò ò                                                       (3) 

Od  (2)  i  (3)  dobivame  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
(2) (3) 0

a T a TT T a

a a aT
f x dx f x dx f x T dx f x dx f u du

+ +
= + - = + =ò ò ò ò ò  

( ) ( ) ( )

0 0

a T T

a
f x dx f x dx f x dx= + =ò ò ò , t.e. ( ) ( )

0

a T T

a
f x dx f x dx

+
=ò ò . 

2.25. Doka`i deka ako n  e neparen priroden broj, toga{ funkciite ( )F x  i 

( )G x , definirani so ( )

0
sin
x

nF x tdt= ò  i ( )

0
cos
x

nG x tdt= ò , se periodi~ni funkcii. 

Re{enie. Neka x Î . Toga{  

 ( ) ( )
2 2 2

2.240 0 0

2 sin sin sin sin
dfx xx

n n n n

x

F x tdt tdt tdt F x tdt
+ p + p p

+ p = = + = +ò ò ò ò , t.e. 

                                       ( ) ( )

2

0
2 sinnF x F x tdt

p
+ p = + ò                                                   (1) 

Ado vo 
2

0
sinn tdt

p

ò  stavime smena x t=p-  i iskoristime deka ( )sin sinx x= p- , 

za sekoj realen broj x , dobivame ( )

2

0
sin sin sin 0n n ntdt x dx xdx

p -p p

p -p
=- p- = =ò ò ò , t.e. 

                                                  
2

0
sin 0n tdt

p
=ò                                                                  (2) 

Zabele{ka. Posledniot integral e ednakov na 0 bidej}i funkcijata 

sinny x=  e neparna funkcija (poradi toa {to siny x=  e neparna funkcija i n  e 

neparen priroden broj) i ( ) 0
a

a
f x dx

-
=ò , za neparna funkcija ( )y f x=  i realen broj 

a . 

(Se ostava na ~itatelot da doka`e deka ( ) 0
a

a
f x dx

-
=ò , za sekoja neparna 

funkcija ( )y f x=  i za sekoj realen broj a ) 

Kone~no, ( ) ( )
( )

( ) ( )

2

2(1) 0
2 sin 0nF x F x tdt F x F x

p
+ p = + = + =ò , za sekoj realen broj x , 

pa zna~i deka funkcijata ( )F x  e periodi~na funkcija. Sli~no se дoka`uva i za 

funkcijata ( )G x . 

2.26. Doka`i deka ako f  e neprekinata funkcija na segmentot [ ]0,1 , toga{ 

va`i: 
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a) ( ) ( )
2 2

0 0
sin cosf x dx f x dx

p p

=ò ò ; b) ( ) ( )
0 0

sin sin2xf x dx f x dx
p pp=ò ò . 

Re{enie. Bidej}i  funkcijata siny x=  e neprekinata vo site realni broevi  

i za 0,2x pé ùÎ ê úë û  , [ ]sin 0,1x Î , i bidej}i funkcijata f  e neprekinata na segmentot [ ]0,1 ,  

dobivame deka slo`enata funkcija ( )sinf x  e neprekinata na 0, 2
pé ù

ê úë û , pa  soglasno 

kriteriumite za integrabilnost, taa e i integrabilna na segmentot 0, 2
pé ù

ê úë û . Sli~no 

i funkcijata ( )cosf x  e  integrabilna na segmentot 0, 2
pé ù

ê úë û . 

Stavaj}i smena 2t xp= -  vo ( )
2

0
sinf x dx

p

ò , koristej}i gi svojstvata na opredele-

niot integral, kako i  deka ( )sin cos2 x xp- = , za sekoj realen broj x  dobivame    

( ) ( )( ) ( ) ( )

02 2 2

0 0 0
2

sin sin cos cos2f x dx f t dt f t dt f x dx

p p p

p

p=- - = =ò ò ò ò ,  

{to treba{e i da se doka`e. 

b) Sli~no kako pod a), se doka`uva deka funkcijata ( )sinf x  e integrabilna 

na segmentot [ ]0,p . Koristej}i go toa, kako i integrabilnosta na funkcijata 

y x=  i faktot deka proizvod od integrabilni funkcii e pak integrabilna 

funkcija, zaklu~uvame deka funkcijata ( )sinxf x  e integrabilna na segmentot 

[ ]0,p . 

Stavaj}i smena t x=p-  vo ( )
0

sinxf x dx
p

ò , koristej}i gi svojstvata na oprede-

leniot integral, kako i  deka ( )sin sinx xp- = , za sekoj realen broj x  dobivame   

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
0

0 0 0 0
sin sin sin sin sinxf x dx t f t dt t f t dt f t dt tf t dt

p p p p

p
=- p- p- = p- =p -ò ò ò ò ò , 

t.e.    ( ) ( ) ( )
0 0 0

sin sin sinxf x dx f x dx xf x dx
p p p

=p -ò ò ò ,   koe{to e ekvivalentno so 

 ( ) ( )
0 0

2 sin sinxf x dx f x dx
p p

=pò ò , t.e. so ( ) ( )
0 0

sin sin2xf x dx f x dx
p pp=ò ò ,  

{to treba{e i da se doka`e. 
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2.27. Doka`i deka ako  funkcijata f  e integrabilna na segmentot [ ],a b , toga{ 

i 2f  e integrabilna na [ ],a b . 

Re{enie. Neka funkcijata f  e integrabilna na segmentot [ ],a b . Neka 

{ }0 1 2, , ,..., nT a x x x x b= = =  e proizvolna podelba na [ ],a b  i neka [ ]1,i i ix x +D =  i 

1i i ix x x+D = - . Od integrabilnosta na f  na [ ],a b  sleduva deka taa e i ograni~ena 

na [ ],a b , pa zna~i postoi ( ) [ ]{ }sup ,f x x a bÎ , koj{to }e go ozna~ime so M . 

Neka ( ){ }supi iM f x x= ÎD , ( ){ }infi im f x x= ÎD , ( ){ }2' supi iM f x x= ÎD  i  

( ){ }2' infi im f x x= ÎD  i 
1

0

n

T i i
i

S M x
-

=
= Då , 

1

0

n

T i i
i

s m x
-

=
= Då , 

1

0
' '

n

T i i
i

S M x
-

=
= Då  i  

1

0
' '

n

T i i
i

s m x
-

=
= Då . 

Za   proizvolni  [ ], ,x y a bÎ , imame   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2f x f y f x f y f x f y- = + - £  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )2f x f y f x f y M f x f y£ + - £ - , t.e. va`i 

                       ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]2 2 2 , , ,f x f y M f x f y x y a b- £ - " Î                              (1) 

Sega da napravime ocenka na ' 'i iM m- (Pritoa, }e go koristime ravenstvoto 

sup inf sup( )A B A B- = - ). Имаме 

( ){ } ( ){ } ( ) ( ){ }2 2 2 2

(1)
' ' sup inf sup ,ii i i i

yM m f x x f y f x f y x yÎD- = ÎD - = - ÎD £  

( ) ( )( ){ } ( ){ } ( ){ }( )sup 2 , 2 sup infi i iM f x f y x y M f x x f y y£ - ÎD = ÎD - ÎD =  

( )2 2 2i i i iMM Mm M M m= - = - . 

Kone~no, ( ) ( ) ( )
1 1

0 0
' ' ' ' 2 2

n n

T T i i i i i i T T
i i

S s M m x M M m x M S s
- -

= =
- = - D £ - D = -å å , od 

kade zaradi integrabilnosta na funkcijata f  na [ ],a b , sleduva integrabilnost i 

na funkcijata 2f  na [ ],a b . 

2.28. Doka`i deka ako  funkcijata f  e integrabilna na segmentot [ ],a b  i ako 

postoi pozitiven realen broj 0m>  taka da va`i ( )f x m³ , za site [ ],x a bÎ , toga{ 

i funkcijata 1
f e integrabilna na [ ],a b . 
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Re{enie. Neka funkcijata f  e integrabilna na segmentot [ ],a b . Neka 

{ }0 1 2, , ,..., nT a x x x x b= = =  e proizvolna podelba na [ ],a b  i neka [ ]1,i i ix x +D =  i 

1i i ix x x+D = - . Neka ( ){ }supi iM f x x= ÎD , ( ){ }infi im f x x= ÎD ,  

( ){ }1' supi iM xf x= ÎD  i 
( ){ }1' infi im xf x= ÎD  i 

1

0

n

T i i
i

S M x
-

=
= Då , 

1

0

n

T i i
i

s m x
-

=
= Då ,  

1

0
' '

n

T i i
i

S M x
-

=
= Då i 

1

0
' '

n

T i i
i

s m x
-

=
= Då . 

Za   proizvolni  [ ], ,x y a bÎ , 
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )2

1 1 1f y f x f x f yf x f y f x f y m
-- = £ -    t.e. va`i 

                           
( ) ( )

( ) ( ) [ ]2
1 1 1 , , ,f x f y x y a bf x f y m

- £ - " Î                                         (1) 

Sega da napravime ocenka na ' 'i iM m- (Pritoa, }e go koristime ravenstvoto 

sup inf sup( )A B A B- = - ) 

( ){ } ( ){ } ( ) ( ){ }
(1)

1 1 1 1' ' sup inf sup ,i i i i iM m x y x yf x f xf y f y- = ÎD - ÎD = - ÎD £  

( ) ( )( ){ } ( ){ } ( ){ }( )2 2
1 1sup , sup infi i if x f y x y f x x f y y
m m

£ - ÎD = ÎD - ÎD =  

( )2 2 2
1 1 1

i i i iM m M m
m m m

= - = - . 

Kone~no, ( ) ( ) ( )
1 1

2 20 0

1 1' ' ' '
n n

T T i i i i i i T T
i i

S s M m x M m x S s
m m

- -

= =
- = - D £ - D = -å å , od  

kade zaradi integrabilnosta na funkcijata f na [ ],a b , sleduva integrabilnost i  

na funkcijata 1f  na [ ],a b . 

2.29. Neka funkcijata f  e neprekinata  na segmentot [ ],a b  i neka ( ),c a bÎ . 

Neka  na segmentot [ ],a b  e definirana funkcija g so ( )
( ) [ ] { }, , \

,
f x x a b c

g x A x c
ì Îïï=í =ïïî

, kade  

( )A f c¹ . Doka`i deka funkcijata g  e integrabilna na segmentot [ ],a b  i deka 

va`i ( ) ( )

b b

a a
g x dx f x dx=ò ò . 

Re{enie. Neka funkcijata f  e neprekinata na segmentot [ ],a b . Toga{ taa e i 

integrabilna na [ ],a b . Neka 0e>  e proizvolno izbran  pozitiven realen broj. Od 



1.1. Definicija i osnovni svojstva na opredeleniot integral 

 73

integrabilnosta na f sleduva deka postoi 0d>  taka da za sekoja podelba 

{ }0 1 2, , ,..., nT a x x x x b= = =  na [ ],a b , so ( )h T <d  i za sekoj izbor na to~ki 

[ ]1,i i i ix x +x ÎD =  va`i  

                                     ( ) ( )
1

0 2

b n

i i
ia

f x dx f x
-

=

e- x D <åò                                                       (1) 

kade  1i i ix x x+D = -  . 

Od integrabilnosta na f  na [ ],a b  u{te sleduva deka taa e i ograni~ena na 

[ ],a b , pa zna~i postoi ( ) [ ]{ }sup ,f x x a bÎ , koj{to }e go ozna~ime so M . Neka 

{ }1 min ,4K
ed = d , kade { }max ,K M A=  i neka ( ) 1h T <d . Kako 1d £d , sleduva deka 

va`i (1). Neka sega { }0 1 2, , ,..., nT a x x x x b= = =  e proizvolna podelba na [ ],a b , za 

koja  ( ) 1h T <d ,  i neka [ ]1,i i i ix x +x ÎD =  se proizvolno izbrani и нека 
k

c Î D . 

Toga{ imame 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1 1

0 0 0 0

b bn n n n

i i i i i i i i
i i i ia a

f x dx g x f x dx f x f x g x
- - - -

= = = =
- x D = - x D + x D - x D £å å å åò ò  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )

( ) ( )
(1)1 1

,0 0 2

b n n

i i i i i k k k
f x g x x ci ia

f x dx f x f g x f g x
- -

= " ¹= =

e£ - x D + x - x D £ + x - x D £å åò  

( ) ( )( ) ( ) 1 22 2 2 4k k kf g x M A K K
e e e e£ + x + x D £ + + d £ + =e . 

Zna~i, za sekoj 0e> , postoi 1 0d >  taka da za proizvolna podelba        

{ }0 1 2, , ,..., nT a x x x x b= = =  na [ ],a b , za koja  ( ) 1h T <d ,  i za sekoj izbor na to~ki 

[ ]1,i i i ix x +x ÎD =  va`i ( ) ( )
1

0

b n

i i
ia

f x dx g x
-

=
- x D <eåò , od kade sleduva deka funkcijata 

g  e integrabilna na [ ],a b  i, pritoa, va`i ( ) ( )

b b

a a
g x dx f x dx=ò ò . 

2.30. Dali funkcijata ( )
[ ]sin , 1,1

0, 0

xe x
g x x

ì Î -ïï=í =ïïî
 e integrabilna na [ ]1,1- ? 

Re{enie. Funkcijata ( ) sinxf x e=  e neprekinata na [ ]1,1- , kako kompozicija 

od neprekinati funkcii. Od druga strana funkciite f  i g se razlikuvaat samo 

vo to~kata 0x = , pa zaradi zada~a 2.29, sleduva deka i funkcijata g  e 

integrabilna na [ ]1,1- . 
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2.31. Doka`i deka ako  funkcijata f  e neprekinata na segmentot [ ],a b , 

( ) 0f x ³  , za site [ ],x a bÎ   i ako ( ) 0
b

a
f x dx =ò  toga{  ( ) 0f x = , za site [ ],x a bÎ . 

Re{enie. Neka se ispolneti uslovite na zada~ata. Neka  pretpostavime deka 

funkcijata f  ne e identi~ki ednakva na 0 na segmentot [ ],a b , t.e. neka postoi  

[ ]0 ,x a bÎ  za koe ( )0 0f x ¹ . Бидејќи ( ) 0f x ³ , za site [ ],x a bÎ , следува ( )0 0f x > . Od 

neprekinatosta na funkcijata f  na [ ],a b  i od [ ]0 ,x a bÎ , sleduva deka za sekoј 0e> , 

pa i za 
( )0 02
f x

e= > , postoi 0d> , taka da za site [ ],x a bÎ  za koi va`i 0x x- <d  e 

ispolneto ( ) ( )
( )0

0 2
f x

f x f x- <  ( d  se izbira taka {to ( ) [ ]0 0, ,x x a b-d +d Ì ). Od  

( ) ( )
( )0

0 2
f x

f x f x- <  {to e ekvivalentno so  

( )
( ) ( )

( )0 0
02 2

f x f x
f x f x- < - < , t.e. so 

( )
( ) ( )0

0
3

2 2
f x

f x f x< <   

sleduva deka va`i: 

Postoi 0d>  taka da za site ( )0 0,x x xÎ -d +d  va`i ( )
( )0
2
f x

f x >     (1) 

Poznato e deka ako za integrabilnata funkcija va`i ( ) 0f x ³  , za site 

[ ],x a bÎ , toga{ ( ) 0
b

a
f x dx ³ò . Koristej}i  го ова, (1), kako i svojstvata na 

opredeleniot integral, dobivame 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0

0 0 0 0

0

(1)
0 0

2

x x x xb b

a a x x x x

f x
f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx dx

-d +d +d +d

-d +d -d -d
= + + ³ + + ³ =ò ò ò ò ò ò

       
( )

( ) ( )[ ] ( )0
0 0 0 1 02

f x
x x f x= +d - -d = d=d > , t.e. dobivme deka ( ) 1 0

b

a
f x dx ³d >ò  

{to protivre~i so uslovot na zada~ata, t.e. so ( ) 0
b

a
f x dx =ò . Zna~i, ne e to~no deka 

postoi [ ]0 ,x a bÎ  za koe ( )0 0f x ¹ , pa zakлu~uvame deka mora ( ) 0f x = , za site 

[ ],x a bÎ . 

2.32. Doka`i deka ako  funkciite f   i g  se neprekinati na  segmentot [ ],a b , 

toga{ va`i neravenstvoto na Ko{i: 
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                                ( ) ( ) ( ) ( )

2
2 2

b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dx

é ù
£ê úò ò òê úë û

                                      (1) 

Pritoa, vo (1) va`i ravenstvo ako i samo ako za nekoj lÎ  va`i 

( ) ( ),g x f x=l za site [ ],x a bÎ . 

Re{enie. Od neprekinatosta na funkciite f   i g  na segmentot [ ],a b , sleduva 

integrabilnost na istite na segmentot [ ],a b , pa i integrabilnost na funkciite 

2f , 2g  i na fg  na [ ],a b . Za lÎ , ja razgleduvame  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22
b b b

a a a
T f x dx f x g x dx g x dxl =l + l +ò ò ò . 

Od svojstvata na opredeleniot integral se dobiva deka ( ) ( ) ( )[ ]2
b

a
T f x g x dxl = l +ò , 

pa, zaradi ( ) ( )[ ]2 0f x g xl + ³  za site [ ],x a bÎ  i za sekoj lÎ , sleduva deka ( ) 0T l ³ , 

za sekoj lÎ . 

Zna~i kvadratnata funkcija (po l ) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 22 0
b b b

a a a
T f x dx f x g x dx g x dxl =l + l + ³ò ò ò , za sekoj lÎ .   

Koeficientot pred 2l  e ( )2
b

a
f x dxò  i e pozitiven, bidej}i od ( )2 0f x ³ , za site 

[ ],x a bÎ . Me|utoa, mo`eme da smetame deka ( )2 0
b

a
f x dx >ò , zatoa {to ako го 

pretpostavime спротивното, т.е.  deka ( )2 0
b

a
f x dx =ò , zaradi zada~a 2.31 добиваме 

deka ( )2 0f x =  za site [ ],x a bÎ , pa i ( ) 0f x =  za site [ ],x a bÎ , a vo toj slu~aj (1) e 

trivijalno ispolneto. Zna~i, kvadratnata funkcija ( ) 0T l ³  i koeficientot 

pred 2l  e strogo pozitiven. Od svojstvata na kvadratnata funkcija e jasno deka 

diskriminantata mora da bide nepozitivna, t.e. mora da va`i 

( ) ( ) ( ) ( )

2
2 24 4 0

b b b

a a a
f x g x dx f x dx g x dx

é ù
- £ê úò ò òê úë û

 {to e ekvivalentno so (1). 

Vo (1) va`i ravenstvo ako i samo ako diskriminantata e 0, a toa zna~i deka 

postoi (i toa edinstven) lÎ , za koj va`i ( ) 0T l = , t.e. ( ) ( )[ ]2 0
b

a
f x g x dxl + =ò , od 

kade povtorno zaradi zada~a 2.31 sleduva deka mora ( ) ( )[ ]2 0f x g xl + =  za site 
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[ ],x a bÎ  odnosno ( ) ( ) 0f x g xl + =  za site [ ],x a bÎ , pa zna~i ( ) ( )' ,g x f x=l za site 

[ ],x a bÎ ( 'l =-lÎ ). 

2.33. Doka`i deka ako  funkcijata f e integrabilna  na  segmentot [ ]0,1 , 

toga{ va`i neravenstvoto ( ) ( )

1 1
2

0 0
f x dx f x dx£ò ò .                                 

Re{enie. So koristewe na neravenstvoto na Ko{i,  pri{to za funkcija g  ja 

zemame konstantnata funkcija ( ) [ ]1, 0,1g x x= Î , dobivame: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 21 1 1 1 1 1
2 2 2 2

0 0 0 0 0 0
1 1 1 0f x dx f x dx f x dx dx f x dx f x dx

é ù é ù æ ö÷ç= ⋅ £ = - =ê ú ê úò ò ò ò ò ò÷ç ÷çè øê ú ê úë û ë û
, t.e. 

( ) ( )

21 1
2

0 0
f x dx f x dx

é ù
£ê úò òê úë û

,  

od kade so korenuvawe se dobiva baranoto neravenstvo. 

2.34. Doka`i  deka  ako  funkcijata   f  e integrabilna na    segmentot [ ],a b , 

toga{ va`i neravenstvoto ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
2sin cos

b b b

a a a
f x xdx f x xdx b a f x dx

é ù é ù
+ £ -ê ú ê úò ò òê ú ê úë û ë û

.                                 

Re{enie. I vo ovaa zada~a, koristej}i go  neravenstvoto na Ko{i, dobivame 

( ) ( ) ( ) ( )

2 2
2 2 2 2sin cos sin cos

b b b b b b

a a a a a a
f x xdx f x xdx f x dx xdx f x dx xdx

é ù é ù
+ £ + =ê ú ê úò ò ò ò ò òê ú ê úë û ë û

 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 2sin cos sin cos 1
b b b b b b b

a a a a a a a
xdx xdx f x dx x x dx f x dx dx f x dx

æ ö÷ç= + = + = =ò ò ò ò ò ò ò÷ç ÷çè ø

         ( ) ( )2
b

a
b a f x dx= - ò ,  

so {to e doka`ano neravenstvoto. 

2.35. Doka`i deka ako  funkciite f , g  i h  se integrabilni na  segmentot 

[ ],a b , toga{ va`i neravenstvoto: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

4 2
2 4 4

b b b b

a a a a
f x g x h x dx f x dx g x dx h x dx

é ù æ ö÷ç£ê úò ò ò ò÷ç ÷çè øê úë û
. 

Re{enie. I vo ovaa zada~a, dvapati koristej}i go  neravenstvoto na Ko{i, 

dobivame 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]
24 2 2

22
b b b b

a a a a
f x g x h x dx f x g x h x dx f x dx g x h x dx

é ùé ù æ ö é ù÷ê úç= £ =ê ú ê úò ò ò ò÷ç ÷çê úè øê ú ê úë û ë ûë û
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2
2 2 2 2 4 4

b b b b b

a a a a a
f x dx g x h x dx f x dx g x dx h x dx

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç= £ò ò ò ò ò÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø
. 

2.36. Doka`i deka ako  funkcijata f  e integrabilna na  segmentot [ ]0,1  i ako 

( )

1

0
1f x dx =ò , toga{ va`i ( ) ( )

1
2 2

0

41 x f x dx+ ³ò p . 

Re{enie. Od uslovot na zada~ata i neravenstvoto na Ko{i, za 

integrabilnata funkcija f  imame 

( ) ( ) ( ) ( )

221 1 1 1
2 2 2 2

220 0 0 0

1 11 1 1
11

f x dx f x x dx x f x dx dx
xx

æ öæ ö ÷é ù÷ çç= = + £ +ò ò ÷ ò ò÷ ç ê úç ÷ ÷ç ç ë û +è ø è ø+
,  

od kade zaradi 
1

2
0

1 arctg1 arctg0 41
dx

x
p= - =ò +

, se dobiva deka  

( ) ( )

1
2 2

0
1 14 x f x dxp£ +ò , {to e ekvivalentno so neravenstvoto {to treba{e da se 

doka`e. 

2.37. Doka`i deka ako  funkcijata f  ima neprekinat prv izvod  na  segmentot 

[ ],a b  i ako ( ) 0f a = , toga{  

( ) ( )2 2'
b

a
b a f x dx M- ³ò ,  

kade ( ) [ ]{ }max ,M f x x a b= Î . 

Re{enie. Neka se ispolneti uslovite na zada~ata. Od neprekinatosta na 'f  

na [ ],a b  sleduva integrabilnost na  'f  na [ ],a b , od kade sleduva deka funkcijata 

2'f  e integrabilna na [ ],a b . 

Neka ( ),c a bÎ  e proizvolno izbrana. Toga{ ( ) ( ) ( ) ( )'
c

a
f x dx f c f a f c= - =ò ,t.e. 

                                             ( ) ( ) ( )' , ,
c

a
f x dx f c c a b= " Îò                                               (1) 

U{te va`i ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2' ' ' ' 0 '
b c b c c

a a c a a
f x dx f x dx f x dx f x dx f x dx= + ³ + =ò ò ò ò ò , t.e. 

                                              ( ) ( ) ( )2 2' ' , ,
b c

a a
f x dx f x dx c a b³ " Îò ò                                    (2) 
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Od diferencijabilnosta  na f  na [ ],a b  sleduva neprekinatost na f  na [ ],a b , 

pa  postoi ( ) [ ]{ }max ,f x x a bÎ , da go ozna~ime so M , i, pritoa, ovoj maksimum se 

dostignuva na [ ],a b , t.e. postoi ( ),c a bÎ  taka da ( )f c M= . Kone~no, imame 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2
22 2 2 2

(1) (2)
' ' 1 ' 1 '

c c c c b

a a a a a
M f c f x dx f x dx f x dx dx c a f x dx= = = ⋅ £ £ - £ò ò ò ò ò  

( )
( ) ( )2

,
'

b

c a b a
b a f x dx

Î
£ - ò ,  

t.e.  dobivme ( ) ( )2 2'
b

a
M b a f x dx£ - ò , {to treba{e i da se doka`e. 

2.38. Neka funkcijata f  e neprekinata i ograni~ena na  segmentot [ ],a b , t.e 

postojat ,m M Î  taka da ( )m f x M£ £ za site [ ],x a bÎ  i neka F  e neprekinata i 

konveksna funkcija na [ ],m M . Doka`i deka va`i 

                              ( ) ( )( )1 1b b

a a
F f x dx F f x dxb a b a
æ ö÷ç £ò ò÷ç ÷ç - -è ø

. 

Re{enie. Neka se ispolneti uslovite na zada~ata.  

Neka { }0 1 2, , ,..., nT a x x x x b= = = , kade { }, 0,1,2,...,i
b ax a i i nn
-= + Î  e podelba na 

[ ],a b  i neka [ ]1 1,i i i ix x x+ +x = Î . Toga{ 1i i i
b ax x x n+
-D = - = . Od neprekinatosta na 

f  na [ ],a b  sleduva integrabilnost na  f  na [ ],a b , pa imame 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1 1

1 1
0 0 0

lim lim lim lim
b n n n

i i i in n n ni i ia

b a b af x dx S T f x f x f xn n
- - -

+ +¥ ¥ ¥ ¥= = =

- -= = x D = =å å åò ,

t.e. 

                         ( ) ( ) ( ) ( )[ ]1 2lim ...
b

nna

b af x dx f x f x f xn¥
-= + + +ò                              (1) 

Od konveksnosta na funkcijata F  na [ ],m M , od 
1

1 11,0 1
n

i n n=
= < <å   i od uslovot 

na zada~ata deka  ( ) [ ],f x m MÎ za site [ ],x a bÎ , dobivame  

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )1 2 1 2
1 1 1 1 1 1... ...n nF f x f x f x F f x F f x F f xn n n n n n+ + + £ + + + , t.e. 

 ( ) ( ) ( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]1 2 1 2
1 1... ...n nF f x f x f x F f x F f x F f xn n+ + + £ + + +            (2) 
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Od druga strana, od f  e neprekinata na  [ ],a b , ( ) [ ],f x m MÎ  za site [ ],x a bÎ  i  

F  e neprekinata na [ ],m M , sleduva deka i kompozicijata F f  e neprekinata na 

[ ],a b , pa zna~i e i integrabilna na [ ],a b . Zna~i za sekoja podelba na [ ],a b , pa i za 

izbranata podelba na po~etokot na zada~ata i za sekoj izbor na to~ki [ ]1,i i ix x +x Î , 

pa i za toj na po~etokot na zada~ata va`i  

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )
1 1

1
0 0

lim ' lim lim
b n n

i i in n ni ia

b aF f x dx S T F f x F f x n
- -

+¥ ¥ ¥= =

-= = x D = =å åò  

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]
1

1 1 2
0

lim lim ...
n

i nn ni

b a b aF f x F f x F f x F f xn n
-

+¥ ¥=

- -= = + + +å , t.e. 

            ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )[ ]1 2lim ...
b

nna

b aF f x dx F f x F f x F f xn¥
-= + + +ò                    (3) 

Od (1), (2) , (3) i svojstva na konvergentni nizi, dobivame 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )1 2(1)

1 1 lim ...
b

nna

b aF f x dx F f x f x f xnb a b a ¥

æ ö -÷ç = + + + =ò ÷ç ÷ç - -è ø
 

        ( ) ( ) ( )( )( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )( )1 2 1 2
(2)

1 1lim ... lim ...n nn n
F f x f x f x F f x F f x F f xn n¥ ¥

= + + + £ + + +  

( )( )
(3)

1 b

a
F f x dxb a= ò- ,  

so {to e doka`ano neravenstvoto. 

2.39. Doka`i deka ako funkcijata g  e neprekinata i pozitivna na  segmentot 

[ ],a b  toga{  va`i  neravenstvoto 
( )( )

( )

1 ln 1
b

a

bg x dxb a

a
e g x dxb a

- ò
£ ò- . 

Re{enie. Funkcijata ( ) ( )( ) [ ]ln , ,f x g x x a b= Î  e neprekinata i ograni~ena 

funkcija na [ ],a b , zaradi uslovot na zada~ata, a funkcijata ( ) xF x e=  e konveksna 

funkcija, pa mo`e da se primeni prethodnata zada~a. Dobivame  

( )( )
( ) ( )( ) ( )( )

1 ln
ln1 1 1

b

a

b b bg x dxb a g x

a a a
e F f x dx F f x dx e dxb a b a b a

- æ öò ÷ç= £ = =ò ò ò÷ç ÷ç - - -è ø
 

( )1 b

a
g x dxb a= ò- ,  

{to treba{e da se doka`e. 
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2.40. Doka`i deka ako funkcijata f  e neprekinata na  segmentot [ ],a b , a 

funkcijata g  e integrabilna  na  segmentot [ ],a b  i ne go menuva znakot na [ ],a b  , 

toga{  postoi  to~ka [ ],c a bÎ  taka da va`i  neravenstvoto  

( ) ( ) ( ) ( )

b b

a a
f x g x dx f c g x dx=ò ò . 

Re{enie. Funkcijata f  e neprekinata na  segmentot [ ],a b , pa zna~i i 

integrabilna. Neka pretpostavime deka g  e pozitivna na [ ],a b . Neka 

( ) [ ]{ }inf ,m f x x a b= Î  i ( ) [ ]{ }sup ,M f x x a b= Î . Toga{ ( )m f x M£ £  za site 

[ ],x a bÎ , pa zaradi pozitivnosta na g , to~no e i ( ) ( ) ( ) ( )mg x f x g x Mg x£ £  za site 

[ ],x a bÎ . So integrirawe na poslednoto neravenstvo, se dobiva  

( ) ( ) ( ) ( )

b b b

a a a
m g x dx f x g x dx M g x dx£ £ò ò ò ,  

t.e. brojot 

( ) ( )

( )

[ ],

b

a
b

a

f x g x dx
m M

g x dx

ò
l = Î

ò
. Bidej}i funkcijata f  e neprekinata funkci-

ja na [ ],a b ,  ( )m f x M£ £  za site [ ],x a bÎ  i [ ],m MlÎ , od svojstvata na neprekinata 

funkcija, dobivame deka postoi to~ka [ ],c a bÎ  takva da va`i ( )f c =l , t.e.  

( )

( ) ( )

( )

b

a
b

a

f x g x dx
f c

g x dx

ò
=

ò
, od kade sleduva ona {to treba{e da se doka`e. 

Sli~no se doka`uva i slu~ajot koga funkcijata g  e negativna. 

Zabele{ka. Ovaa zada~a e poznata kako obop{tena teorema za sredna 

vrednost. 

2.41. Doka`i deka ako funkciite f  i g  se neprekinati i monotono raste~ki 

na  segmentot [ ]0,1 , toga{  va`i  neravenstvoto  

( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1

0 0 0
f x g x dx f x dx g x dx³ò ò ò . 
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Re{enie. Neka ozna~ime ( )

1

0
A f x dx= ò . Od teoremata za sredna vrednost 

sleduva deka postoi to~ka [ ]0,1cÎ  taka da ( ) ( ) ( )

1 1

0 0
1A f x dx f c dx f c= = =ò ò . Od druga 

strana, bidej}i funkcijata f  e monotono raste~ka,  za site x  za koi va`i 

0 x c£ £   to~no e ( ) ( )f x f c A£ =  i za site x  za koi va`i 1c x£ £  to~no e 

( ) ( )A f c f x= £ , t.e. za 0 x c£ £  va`i ( ) 0A f x- ³ , a za 1c x£ £  va`i ( ) 0A f x- £ . 

Primenuvaj}i ja teoremata za sredna vrednost, dobivame deka postojat to~ki 

[ ] [ ]1 20, , ,1c cx Î x Î  taka da va`i  

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1
0 0

c c
g x A f x dx g A f x dx- = x -ò ò , ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

1 1

2
c c
g x f x A dx g f x A dx- = x -ò ò  (1)  

Bidej}i  ( )( ) ( )

0 0
0

c c
A f x dx Ac f x dx£ - = - =ò ò ( ) ( )

1 1

0 c
Ac f x dx f x dx

æ ö÷ç- - =ò ò ÷ç ÷çè ø
 

( ) ( ) ( )

1 1
1

c c
Ac A f x dx A c f x dx

æ ö÷ç= - - =- - + =ò ò÷ç ÷çè ø
( ) ( )( )

1 1 1

c c c
Adx f x dx f x A dx- + = -ò ò ò , 

dobivame deka 

                                   ( )( ) ( )( )
1

0
0

c

c
A f x dx f x A dx£ - = -ò ò                                         (2) 

Od druga strana, od [ ] [ ]1 20, , ,1c cx Î x Î  se dobiva deka 1 2x £ x , od kade, zaradi 

monotonosta na funkcijata g , se dobiva deka  

                                                ( ) ( )1 2g gx £ x                                                              (3) 

Kone~no od (1), (2), (3)   dobivame   

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )1
(3)0 0

c c
g x A f x dx g A f x dx- = x - £ò ò  

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1 1

2 2 (1)(2)0

c

c c
g A f x dx g f x A dx g x f x A dx£ x - £ x - = -ò ò ò ,  

t.e. dobivme ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
1

0

c

c
g x A f x dx g x f x A dx- £ -ò ò , od kade se dobiva  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 1

0 0

c c

c c
A g x dx f x g x dx f x g x dx A g x dx- £ -ò ò ò ò , t.e.  

( ) ( ) ( )

1 1

0 0
A g x dx f x g x dx£ò ò ,t.e. ( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1

0 0 0
f x dx g x dx f x g x dx£ò ò ò   
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{to treba{e i da se doka`e. 

 2.42. Bez presmetuvawe na  integralot 
2

3

2
2xx dx

-
ò , opredeli go negoviot 

znak. 

 Re{enie. To~no e 
2 0 2

3 3 3

02 2
2 2 2x x xx dx x dx x dx

- -
= +ò ò ò . Ako vo prviot 

integral stavime smena x t=- ,  dobivame  

2 0 2
3 3 3

02 2
2 2 2x t xx dx t dt x dx-

-
= +ò ò ò , t.e.  

( )
2 2 2 2

3 3 3 3

0 0 02
2 2 2 2 2x x x x xx dx x dt x dx x dx- -

-
=- + = -ò ò ò ò .  

Primenuvaj}i ja teoremata za sredna vrednost ( ( ) ( ) 32 2 ,x xf x g x x-= - = ), dobivame 

deka postoi to~ka [ ]0,2cÎ  taka da  

( ) ( ) ( )
2 2 2 4

3 3 3

0 02

22 2 2 2 2 04
x x x c cx dx x dx f c x dx- -

-
= - = = - >ò ò ò . 

Zaklu~uvame deka integralot e pozitiven. 

2.43. Doka`i deka ako funkcijata f  e monotono opaѓa~ka na  segmentot [ ]0,1 , 

toga{  za sekoj [ ]0,1a Î  va`i  ( ) ( )

1

0 0

a
f x dx a f x dx³ò ò . 

Re{enie. Neka  se   ispolneti  uslovite    na   zada~ata. Od  toa  {to funkci-

jata f  e monotono opaѓa~ka na  segmentot [ ]0,1 , dobivame deka za 0 x a£ £  va`i 

( ) ( )f x f a³  i za 1a x£ £  va`i ( ) ( )f x f a£ . Toga{ 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

1 1

0 0

1 1 1 1 111 1 1

a a

a a
f x dx f a dx f a a f a f a dx f x dxa aa a a£ = - = = £ò ò ò ò- - - , 

od kade se dobiva ( ) ( ) ( )

1

0
1

a

a
a f x dx a f x dx£ -ò ò . Poslednoto e ekvivalentno so 

( ) ( ) ( )

1

0 0

a a

a
a f x dx f x dx a f x dx£ -ò ò ò , t.e so ( ) ( )

1

0 0

a
a f x dx f x dx£ò ò , {to treba{e i da se 

doka`e. 
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1.2. Primena na opredeleniot integral 

Neka 1( )y x  i 2( )y x  se neprekinati funkcii na segmentot [ ],a b  i neka 

1 2( ) ( ),y x y x£  za sekoe [ ], .x a bÎ  Plo{tinata na ramninskata figura ograni~ena so 

grafiците na funkciite 1( )y x  i 2( ),y x  i pravite x a=  i ,x b=  se presmetuva po 

formulata  

[ ]2 1( ) ( ) .
b

a
P y x y x dx= -ò  

Neka 1( )y x  i 2( )y x  se neprekinati funkcii na segmentot [ ],a b  i neka 

1 2( ) ( ),y x y x£  za sekoe [ ], .x a bÎ  Volumenot na vrtlivoto telo dobieno so rotacija 

okolu x- oskata na ramninskata figura ograni~ena so graficite na funkciite  

1( )y x  i 2( ),y x  pravite ,x a=   x b=  i apcisnata oska  se presmetuva po formulata  

[ ]2 2
2 1( ) ( ) .

b

a
P y x y x dx=p -ò   

Нека f  и f ¢  се непрекинати функцијии на ,a bé ùê úë û . Тогаш должината L  на делот од 

графикот на функцијата f  од ( )( ),A a f a  до ( )( ),B b f b  е ( )( )21
b

a

L f x dx¢= +ò . 

2.44. Presmetaj ja plo{tinata na 

ramninskata figura ograni~ena so 

krivata 2
1y
x

= , pravite 1x =  i 1x a= >  i 

0y= .  

Re{enie.  Od uslovot na zada~ata,  

imame 1( ) 0,y x =  i 2 2
1y
x

= .  Za baranata 

plo{tinata dobivame  
1

2 2
11 1

1 1 10 11

a a axP dx dx ax x
-é ù= - = = = -ò òê ú -ë û

 .  

2.45. Presmetaj ja plo{tinata na ramninskata figura ograni~ena so lakot na 

parabolata 2 2y x x=- +   i pravata 0y= .  
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Re{enie.  Od uslovot na zada~ata imame 

1( ) 0y x =  i 2
2 2y x x=- + . Za baranata 

plo{tinata dobivame  

( )
2

2

0

42 3P x x dx= - + =ò . 

2.46. Presmetaj ja plo{tinata na 

ramninskata figura ograni~ena so del od 

krivata 
2ln xy x=   i pravite  1,x x e= =   i 

0y= .  

Re{enie: Baranata plo{tina e 

2

1

ln 1
3

e xP dxx= =ò . Da zabele`ime deka pri 

presmetuvaweto na integralot, vovedovme 

smena lnt x= . Toga{, dxdt x=  , a granicite gi 

dobivme na sledniot na~in: za 1x = , dobivame 

ln1 0t = = , dodeka za x e= , imame ln 1t e= = , 

t.e go presmetavme integralot 
1

2

0

1
3t dt =ò .  

 

2.47. Presmetaj ja plo{tinata 

na ramninskata figura 

ograni~ena so parabolata  

22y x= -   i pravata y x= . 

Re{enie: So re{avaweto na 

sistemot ravenki { 22y x
y x
= -

= , gi 

dobivame apscisite na prese~nite 

to~ki od parabolata i pravata, a 

so toa i granicite na integracija. 

Dobivme 1 2x =-   i 2 1x = . Baranata plo{tina e 
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( )[ ] ( ) ( ) ( )
11 3 2

2

2 2

1 1 8 92 2 2 4 23 2 3 2 3 2
x xP x x dx x

- -
= - - = - - = - - - - + - =ò .  

2.48. Presmetaj ja plo{tinata na figurata ograni~ena so krivite: lny x=  i  

2lny x= . 

Re{enie. Apscisite na prese~nite 

to~ki na krivite gi nao|ame so re{avawe 

na sistemot ravenki: 2
ln
ln

y x
y x
=ìïïí =ïïî

, {to se 

sveduva na re{avawe na ravenstvoto 

2ln ln 0x x- = , odnosno ln (1 ln ) 0x x- = . 

Bidej}i  ln 0 1x x=  =   i  ln 1x x e=  = , 

apscisite na prese~nite to~ki se 1 1x =    i 

2x e= . Baranata plo{tina ja presmetuvame na sledniot na~in 

( )2

1
ln ln

e
P x x dx= -ò . So primena na metodot na parcijalna integracija, pri {to 

zemame 2ln lnu x x= -   i  dv dx= , dobivame 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 21 2lnln ln ln ln ln ln 1 2lnxx x dx x x x x dx x x x x dxx
-- = - - = - - -ò ò ò . 

 Za posledniot integral, povtorno go primenuvame metodot na parcijalna 

integracija, pri {to zemame 1 2lnu x= -   i  dv dx= . Toga{, 2du dxx=-  i v x= , pa 

dobivame ( )1 2ln 3 2 lnx dx x x x C- = - +ò .  

Kone~no, ( ) ( )2 2ln ln ln ln 3 2 lnx x dx x x x x x x C- = - - + +ò .  

Za vrednosta na opredeleniot integral dobivame 

( ) ( )( )2 2
11

ln ln ln ln 3 2 ln 3
e e
x x dx x x x x x x e- = - - + = -ò . 

2.49. Presmetaj ja plo{tinata na ramninskata figura ograni~ena so lakot na 

parabolata  2y x=   i pravata ( )4 15y x= + . 
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Re{enie. Dadenite krivi se se~at vo to~kite ( )1,14A  i ( )4,4B . Baranata plo{tina 

e 
4

1
4

4 92 ( 1)5 8P x x dxé ù= - + =ò ê úë û . 

 

2.50. Presmetaj ja plo{tinata na ramninskata 

figura ograni~ena so lakot na parabolata  

2 1y x= +   i pravata 1y x= - .  

Re{enie.  Baranata plo{tina e 1 2P P P= + , 

kade {to  1P  e plo{tinata na likot ograni~en so 

lakot na parabolata  2 1y x= +   i  y-oskata,  

dodeka 2P  e plo{tinata na ramninskata figura 

ograni~ena so lakot na parabolata  2 1y x= +   i 

pravite  0x =   i 1y x= - . 

Pri presmetuvaweto na plo{tinata 1P  zemame 1 2 1y x=- +  i  2 2 1y x= + . Taka, 

[ ] [ ]
0 0

1
1 1
2 2

2 1 ( 2 1) 2 1 2 1P x x dx x x dx
- -

= + - - + = + + + =ò ò  

0 1

01
2

22 2 1 2 2 3
dtx dx t

-

= + = =ò ò .     
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Za presmetuvaweto na plo{tinata 2P  imame 1 1y x= -  i  2 2 1y x= + , t.e,   

  [ ] ( )
4 4 4

2
0 0 0

2 1 ( 1) 2 1 1P x x dx x dx x dx= + - - = + - -ò ò ò . Voveduvame smena: 2 1t x= + . 

Toga{, 2
dtdx =   i  granicite se 1 2 0 1 1t = ⋅ + =  i 2 2 4 1 9t = ⋅ + = .  

Taka, dobivame  ( )
9 4

2
01

27 1 12 1412 3 3 3 3
dtP t x dx= - - = - - =ò ò .   

Kone~no, baranata plo{tina  e 1 2
2 14 16
3 3 3P P P= + = + = . 

2.51. Presmetaj ja plo{tinata na ramninskata figura ograni~ena so eden период 

na sinusoidata  siny x=  i apscisnata oska.  

Re{enie.   

 

Baranata plo{tina 1 2P P P= +  kade {to 1P  e plo{tinata na figurata ograni~ena 

so grafiците na funkciite 1( ) 0y x =  i 2( ) siny x x=  i pravite 0x =  i ,x =p  t.e. 

( )1
0 0

sin 0 sinP x dx xdx
p p

= - =ò ò , a 2P  e plo{tinata na figurata ograni~ena so grafiците 

na funkciite 1( ) siny x x=  i 2( ) 0y x =  i pravite x =p  i 2 ,x = p  t.e.   

[ ]
2 2

2 0 sin sinP x dx xdx
p p

p p
= - =-ò ò .   

 Toga{ 

2
2

0
0

sin sin cos cos 4.P xdx xdx x x
p p

p p

p
p

= - = - + =ò ò   

2.52. Presmetaj go volumenot  na teloto dobieno so rotacija na figurata 

ograni~ena so parabolata 24y x x= -  i  apscisnata oska  okolu x- oskata.   
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Re{enie.  Od uslovot na zada~ata imame 1( ) 0y x =   i 2
2 4y x x= - .  Za volumenot 

na vrtlivoto telo dobivame  ( )
4

22

0
4 0V x x dxé ù=p - - =ò ê úë û  

( )
4

2 3 4

0
16 8x x x dxp - +ò ( )

43 4 5

0

51216 8 53 4 15
x x x=p - + = p   .  

    

2.53. Presmetaj go volumenot na teloto dobieno so rotacija na делот од 

рамнината ograni~en  so  lny x= , 0x = , 0y=  i  1y =   okolu  y-oskata.  

Re{enie:  

Volumenot na teloto koe se dobiva so rotacija na делот од рамнината okolu 

y-oskata, e ( ) ( )
1 1 22 2 2

0 0 0

1
2 2

y y tV e dy e dy e dt ep p=p =p = = -ò ò ò .  
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2.54. Presmetaj go volumenot na teloto dobieno so rotacija na elipsata 

22

2 2 1yx
a b

+ =  okolu:   

а) x- oskata;   

б)  y-oskata.   

Re{enie:   

Teloto  {to se dobiva so rotacija na elipsa okolu svojata golema ili mala 

oska se vika rotacionen elipsoid. 

а) Od 
22

2 2 1yx
a b

+ = ,  imame  ( )
22 2 2
2
by a x
a

= - . Volumenot na teloto dobieno so 

rotacija na elipsata  okolu x- oskata e 

( )
2

2 2 2 2
2

4
3

a a

a a

bV y dx a x dx ab
a- -

=p = p - = pò ò .   

б) Sli~no kako pod а), volumenot na teloto dobieno so rotacija na elipsata  

okolu y-oskata e 

2 24
3

b

b
V x dy a b

-
=p = pò .   

2.55. Presmetaj go volumenot na cilinder so radius R  i  visina H . 

Re{enie. Cilinderot na slikata, so radius R  i  visina H ,  se dobiva so 

rotacija na pravoagolnikot OABC  okolu y-oskata. Ravenkata na pravata AB  e 

x R= , pa baraniot volumen  e 2 2 2

0 0

H H
V x dy R dy R H=p =p = pò ò .  
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 

2.56. Najdi ja formulata za presmetuvawe na volumen na konus.  

Re{enie. Konusot se dobiva so rotacija na pravoagolniot triagolnik OAB  

okolu y-oskata.  Ravenkata na pravata AB  e 1yx
R H+ =  и таа ротира okolu 

y-oskata, pa volumenot na konusot e  

( )
2

2
2 2

0 0
1 .3

H H y R HV x dy R dyH
p=p =p - =ò ò   

 

2.57. Najdi ja formulata za presmetuvawe na volumen na prese~en  konus. 

Re{enie: Prese~en  konus e rotaciono telo koe {to se dobiva so rotacija na 

pravoagolniot trapez OABC so osnovi R  i r  i visina ,H  okolu y-oskata.  
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Bidej}i  to~kite A   i B  imaat koordinati ( ),0A R  i  ( , )B r H , ravenkata na 

pravata AB  e r Rx y RH
-= + . Baraniot volumen e ( )

2
2

0 0
.

H H r RV x dy y R dyH
-=p =p +ò ò  

Voveduvame smena r Ry R zH
- + = , toga{ Hdy dzr R= - , a granicite na integrirawe 

se 1z R=  i 2z r= . Taka, imame ( )2 2 2 2 .3

r R

rR

H H HV z dz z dz R Rr rr R R r
p=p =p = + +ò ò- -  

 

2.58. Presmetaj go volumenot  na teloto dobieno 

so rotacija na figurata ograni~ena so del od 

parabolata 2 2y px=  i  pravite x a=  i 0y=  okolu 

x- oskata.   

Re{enie: Teloto dobieno so rotacija na 

figurata ograni~ena so del od parabolata 2 2y px=  

okolu svojata oska na simetrija, se vika rotacionen 

paraboloid.  

Negoviot volumen e 2

0
2 .
a

V pxdx pa=p =pò   

2.59. Пресметај ја должината L  на делот од графикот на функцијата 2y x=  од 

( )0,0O  до ( )1,1A . 

Решение. Имаме 2y x¢ = , па  

( )
( )1 1

2 2

0 0

ln 2 55
1 2 1 4

2 4
L x dx x dx

+
= + = + = +ò ò .  
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1.3. Nesvojstveni integrali 

 

Nesvojstveni integrali со бесконечна граница 

 

Neka funkcijata ( )f x  e opredelena na ),aé ¥ë  i e integrabilna na sekoj 

zatvoren interval sodr`an vo ),aé ¥ë  i neka postoi kone~en limes lim ( )
x

x a

f t dt
¥

ò . 

Toga{ ovoj realen broj se narekuva nesvojstven  integral na ( )f x  na ),aé ¥ë  i se 

ozna~uva so  ( )
a

f t dt
¥

ò , t.e. ( ) lim ( )
x

xa a

f t dt f t dt
¥

¥
=ò ò . 

Sli~no, ako ( )f x  e opredelena na intervalот ( ,bù-¥ û , integrabilna na sekoj 

zatvoren interval sodr`an vo ( ,bù-¥ û  i ako postoi kone~en limes lim ( )
b

x x

f t dt
-¥

ò , 

toga{  ( ) lim ( )
b b

x x

f t dt f t dt
-¥-¥

=ò ò . 

Za ( )f x  opredelena na ( ),-¥¥  i integrabilna na ( ,cù-¥ û  i ),cé ¥ë  po 

definicija ( ) ( ) ( )
c

c

f t dt f t dt f t dt
¥ ¥

-¥ -¥
= +ò ò ò  

Kriteriumi za konvergencija 

 

(I) Neka [ )0 ( ) ( ), ,f x g x x a£ £ " Î ¥  i neka ,f g  se integrabilni na sekoj 

[ ], ,a b b<¥ . Toga{: 

a) Od konvergencijata na ( ) ,
a
g x dx

¥

ò  sleduva konvergencija i na ( )
a
f x dx

¥

ò ; 

b) Od divergencijata na ( )
a
f x dx

¥

ò  sleduva divergencija i  na ( ) .
a
g x dx

¥

ò  
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(II) Neka [ )( ) 0, ( ) 0, ,f x g x x a³ > " Î ¥  i neka ,f g  se integrabilni na sekoj 

[ ], ,a b b<¥ . 

 Ako 
( )

lim , 0 ,
( )x

f x
k k

g x¥
= < <¥  toga{ ( )

a
f x dx

¥

ò  i ( )
a
g x dx

¥

ò  konvergiraat ili 

divergiraat istovremeno. 

b) Ako 
( )

lim 0
( )k b

f x
k

g x-
= =  toga{ od konvergenција na ( )

b

a
g x dxò  sleduva 

konvergenција на ( )
b

a
f x dxò . 

v) Ako k =¥  toga{ od divergenција на ( )
b

a
g x dxò  sleduva divergenција na 

( )
b

a
f x dxò . 

Kriterium na Ko{i. Neka ): ,f aé ¥ ë   e integrabilna na sekoj zatvoren 

interval sodr`an vo [ ),a ¥ . Toga{  tvrdewaта a) i b) se ekvivalentni, kade: 

a) Integralot ( )
a
f x dx

¥

ò  konvergira. 

b) Za sekoj 0e> ,  postoi b a³  t.{. za site [ )1, 2 ,b b bÎ ¥  da e ispolneto 

2

1

( )
b

b
f x dx <eò . 

Od kriteriumot za konvergencija (I): Ako [ )( ) ( ), ,f x g x x a£ " Î ¥  i ako  

konvergira ( )
a
g x dx

+¥

ò  toga{ konvergira  i integralot ( )
a
f x dx

¥

ò , ja imame slednata 

posledica. 

Posledica. Ako konvergira integralot ( )
a
f x dx

¥

ò , toga{ konvergira i 

integralot ( )
a
f x dx

¥

ò . 

(Ova va`i bidej}i ( )f x £ ( )f x , za sekoj realen broj x ) 
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Ako ( )
a
f x dx

¥

ò  konvergira velime  ( )
a
f x dx

¥

ò  konvergira apsolutno. Kone~no to~no 

e 

Posledica. Ako ( )
a
f x dx

¥

ò  konvergira apsolutno, toga{ toj konvergira. 

Ako ( )
a
f x dx

¥

ò  konvergira, a ( )
a
f x dx

¥

ò  divergira velime ( )
a
f x dx

¥

ò   uslovno  

konvergira. 

Kriterium na Dirihle. Neka ( )f x  i ( )g x  se funkcii opredeleni na [ ),a +¥  

t.{. 

(1) ( )f x  neprekinata na [ ),a +¥   i ( ) ( ) ( )
b

a

M f x dx M b a$ Î £ " >ò  

(2) funkcijata [ )( ) 0, ,g x x a³ Î ¥ , ( )g x  monotono opa|a, lim ( ) 0
x
g x

¥
=  i g   

ima neprekinat izvod.  

Toga{ integralot ( ) ( )
a
f x g x dx

+¥

ò  konvergira. 

 

 

Nesvojstven integrali со конечна граница 

 

 Neka funkcijata ( )f x  e opredelena na [ ),a b  i e integrabilna na sekoj 

zatvoren interval sodr`an vo [ ),a b  i neka postoi kone~en limes lim ( )
x

x b a
f t dt

 ò . 

Toga{ ovoj realen broj se narekuva nesvojstven  integral na ( )f x  na [ ),a b  i se 

ozna~uva so  ( )
b

a
f t dtò , t.e. ( ) lim ( )

b x

x ba a
f t dt f t dt

-
=ò ò . 

Sli~no, ako ( )f x  e opredelena na poluotvoren interval ( ],a b , integrabilna 

na sekoj zatvoren interval  sodr`an vo ( ],a b  i ako postoi kone~en limes 

lim ( )
b

x a x
f t dt

 ò , toga{  ( ) lim ( )
b b

x aa x
f t dt f t dt

+
=ò ò . 

Za ( )f x  opredelena na ( ),a b  i integrabilna na ( ],a c  i [ ),c b  po definicija 
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( ) ( ) ( )
b c b

a a c
f t dt f t dt f t dt= +ò ò ò  

 

 

Kriteriumi za konvergencija 

 

(I)   Neka 0 ( ) ( ),f x g x£ £  za site [ ),x a bÎ   i neka ,f g  se  opredeleni na [ ),a b  i 

integrabilni na sekoj [ ), , .a bx x< Toga{: 

a) Od konvergencijata na ( )
b

a
g x dxò  sleduva konvergencija  i na ( )

b

a
f x dxò . 

b) Od divergencijata na ( )
b

a
f x dxò sleduva divergencija i  na ( )

b

a
g x dxò . 

(II)   a) Ako ( ) 0, ( ) 0f x g x³ >  za site [ ),x a bÎ  i ako postoi 
( )

lim
( )x b

f x
k

g x-
=  i 

pritoa 0 k< <¥ , toga{  sleduva deka integralite ( )
b

a
f x dxò  i ( )

b

a
g x dxò  imaat ista 

priroda na konvergencija, t.e. konvergiraat ili divergiraat istovremeno. 

b) Ako 
( )

lim 0
( )k b

f x
k

g x-
= =  toga{ od konvergenција na ( )

b

a
g x dxò  sleduva 

konvergenција на ( )
b

a
f x dxò . 

v) Ako k =¥  toga{ od divergenција на ( )
b

a
g x dxò  sleduva divergenција na 

( )
b

a
f x dxò . 

2.60. Ispitaj ja konvergencijata na integralot 1 , 0
a
dx ax

¥

a >ò , vo zavisnost od  

realniot broj 0a> . 

 

Re{enie. (i) Neka  0a>  i 1a¹ . Toga{ imame 
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11 1lim lim 1

b b

b b aa a

xdx dxx x
¥ -a+

a a¥ ¥
= = =ò ò -a+ ( )1 11lim 1b

b a-a -a
¥

--a =

( )1 11 lim1 b
b a-a -a

¥
- =-a

1

11

, 1, 11 1
, 10 , 11 1

a
aa

-a

-a-a
¥ a<ì¥- a< ìï ïï ï= =í í- a>- a>-a -aï ïïîïî

 

Zaklu~uvame deka za 0 1,<a< integralot 1
a
dxx

¥

aò   divergira, a  za 1,a>    

integralot  konvergira i va`i 
11

1a

adxx
¥ -a

a =ò a- . 

(ii) Neka 1a= . Toga{ imame  

1 1
lim lim ln lim(ln ln ) ln

b
b

ab b b
a a

dx dx x b a a
x x

¥

¥ ¥ ¥
= = = - = ¥- = ¥ò ò , t.e. sleduva 

deka  za 1a= ,    integralot 1
a
dxx

¥

aò   divergira. 

Да забележиме дека овој интеграл дивергира и за 0a £ . 

2.61.  Presmetaj gi integralite ili  utvrdi ja  nivnata divergencija: 

a) 2
2

1
1
dx

x

¥

ò -
;        b) 

0
cos2xdx

¥

ò ;  v) 2 2
1 dx

a x

¥

-¥
ò +

;  g) 
0

sinx xdx
¥

ò . 

Re{enie. a) Od 

( )2 2 22 2

1 1 1 1lim lim ln2 11 1

b b

b b
xdx dx xx x

¥

¥ ¥
-= = =ò ò +- - ( ) ( )1 1 1 1lim ln ln2 2 31b

b
b¥
-é ù-ê ú+ë û

 i pri b¥ ,   

1 11
b
b
- + ,  pa  1lim ln ln1 01b

b
b¥
- = =+ , od kade  sleduva  deka 

 ( )2
2

1 1 1 1 1 10 ln ln ln32 3 2 3 21
dx

x

¥
=+ - =- =ò -

, t.e. 2
2

1 ln3
21

dx
x

¥
=ò -

. 

b) Zaradi  

00 0

sin2cos2 lim cos2 lim 2

b b

b b
xxdx xdx

¥

¥ ¥
= = =ò ò ( )sin2 sin2 0 sin2lim lim2 2 2b b

b b
¥ ¥

⋅- =  i zaradi 

faktot deka lim sin
x

x
¥

 ne postoi, sleduva deka integralot 
0
cos2xdx

¥

ò   divergira. 

v)
0

2 2 2 2 2 2
0

1 1 1dx dx dx
a x a x a x

+¥ +¥

-¥ -¥
= + =ò ò ò+ + +

  

0

2 2 2 2
0

1 1lim lim
c

cb b
dx dx

a x a x¥-¥
= + =ò ò+ +
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( ) ( )0

0
1 1lim arctg lim arctg

c

b cb
x x

a a a a¥-¥
= + =  

{ ( ) ( ) }1 lim arctg(0) arctg lim arctg arctg0
cb

b c
a a a¥-¥

é ù é ù= - + - =ê ú ë ûë û
 

( ){ }1 10 0 22 2 2a a a
p p p pé ù é ù= - - + - = ⋅ =ê úê ú ë ûë û . 

g) Se ostava na ~itatelot.  

2.62. Ispitaj ja konvergencijata na slednite integrali: 

a)
2

3 41

sin 3
1
x dx

x

¥

ò
+

;  b) 
1

1
4 ln

dx
x x

¥

ò +
; v) 2

1

1
sin

dx
x x

¥

ò +
; 

g) 
1

arctgxdxx
¥

ò ;  d) 
3

1
( 1)( 2)

dx
x x x

¥

ò
+ -

. 

Re{enie. 

a) Za  [ )1,x Î ¥   va`i 
2

33 4 4
sin 3 10

1
x

x x
£ <

+
. Bidej}i 4

1 3

1 dx
x

¥

ò  konvergira 

(zada~a 2.60., za 4 13a= > ) i zaradi (I) sleduva deka  i integralot 

2

3 41

sin 3
1
x dx

x

¥

ò
+

  konvergira. 

b) Neka 1( )
4 ln

f x
x x

=
+

,    1( )g x x=  i [ )1,x Î ¥ . Toga{ imame  

1
( ) 4 lnlim lim lim1 4 ln( )x x x

f x x x x
x xg x

x
¥ ¥ ¥

+= = =+
1 1lim ln ln4 4 limx

x
x x
x x

¥
¥

= =
+ +

 

1
1

4 lim 1x
x

¥

=

+

= 1 1 1 , 01 4 24 lim
x

k k
x¥

= = = < <¥
+

. 

Zaradi (II) sleduva deka integralite  
1

1
4 ln

dx
x x

¥

ò +
 i 1

1 2

1 dx
x

¥

ò  imaat ista pri- 

roda na konvergencija, a kako integralot 1
1 2

1 dx
x

¥

ò  divergira (zada~a 2.60. za 

1 12a= <  ) sleduva  deka i integralot 
1

1
4 ln

dx
x x

¥

ò +
   divergira. 

v) Bidej}i  2
1 1 0,1sin xx x

> >++
 za site [ )1,x Î ¥  i bidej}i  
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1 1

1 1lim lim(ln( 1) ln2)1 1

b

b b
dx dx bx x

¥

¥ ¥
= = + - =¥ò ò+ + , t.e. integralot 

1

1
1dxx

¥

ò +    

divergira, zaradi  (I) sleduva  deka i integralot  2
1

1
sin

dx
x x

¥

ò +
  divergira.  

g) Neka 
arctg 1( ) , ( )xf x g xx x= =  i [ )1,x Î ¥ . Zaradi  

arctg
( )

lim lim lim arctg , 01 2( )x x x

x
f x x x k k
g x

x
¥ ¥ ¥

p= = = = < <¥  i zaradi (II) sleduva  deka 

integralite 
1

arctgxdxx
¥

ò  i 
1

1dxx
¥

ò  imaat ista priroda na konvergencija. Bidej}i   

integralot  
1

1dxx
¥

ò    divergira (zada~a 2.60), sleduva  deka i integralot 
1

arctgxdxx
¥

ò    

divergira. 

d) Neka [ )3,x Î ¥  i  neka 1( )
( 1)( 2)

f x
x x x

=
- -

i 1( )g x xa= . Ќe go  

odredime a  taka што 
( )

lim
( )x

f x
g x¥

 bide kone~en broj razli~en od 0. Od 

( )( )3
2

( )
lim lim lim

( ) 1 2( 1)( 2) 1 1 1
x x x

f x x x
g x x x x x x x

a a

¥ ¥ ¥
= =

- - - -
  

sleduva deka za 3
2a= ,  a toga{ 3

2

1( )g x
x

= , imame  

( )( )
( ) 1lim lim 1
( ) 1 21 1 1

x x

f x
k

g x
x x

¥ ¥
= = =

- -
 i 0 k< <¥ .  

Sega  zaradi toa {to 3
3 2

1 dx
x

¥

ò  konvergira и od  (II)   sleduva deka i  integralot  

3

1
( 1)( 2)

dx
x x x

¥

ò
+ -

 konvergira. 

Zabele{ka. Vo site slu~ai od ovaa zada~a pozitivnosta na podintegralnite 

funkcii i na novodadenite funkcii (onamu kade {to ne be{e proverena ) e jasna 

i se ostava na ~itatelot da ja utvrdi.  

2.63. Doka`i deka integralot 
2

1

sin xdxx
¥

aò  divergira za realniot broj  0 1.<a£  
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Re{enie. Soglasno критериумот на Коши, za da ja re{ime zada~ata, treba 

da go doka`eme slednoto: 

        0,$e>  t.{. 1 21, ,b b b b" ³ $ >   така што  
2

1

( )
b

b
f x dx ³eò                           (*) 

Neka 1
4e=  i neka ( )1,bÎ ¥  e proizvolno izbran. Toga{, zaradi Arhime-

dovoto svojstvo, postoi n NÎ  t.{. n bp⋅ > . Za  1 2, 2b n b b n b= p> = p> , imame  

2

1

2 22 2sin sin( )
b n n

n nb

x xf x dx dx dxx x
p p

a a
p p

= =ò ò ò .  

Bidej}и [ ],2 , 1x n nÎ p p a£ , va`i 1 1,x x xx
a

a£ ³ , pa dobivame  

2

1

2 2sin( )
b n

nb

xf x dx dxx
p

a
p

=ò ò
2 22

2sin 1 sin2

n n

n n

x dx xdxx n

p p

p p
³ > =ò òp  

( ) ( )
2 21 1 cos2 1 1 sin2

2 2 2 2 2

n n

nn

x xdx xn n

p p

pp

-= = - =òp p  

( )1 12 0 04 4 4
nn nn n
p= p- - p+ = = =ep p  

Zna~i  10, 4$e> e=  t.{. 1 2 1 21 , 2 , ,b b n b n b b b" > $ = p = p > za koi 
2

1

( )
b

b
f x dx ³eò  

t.e (*) e ispolneto, pa soglasno kriteriumot na Ko{i, zaklu~uvame deka 

2

1

sin xdxx
¥

aò  divergira za 0 1<a£ . 

 

2.64. Doka`i  deka integralot 
1

sinx dxx
¥

ò  uslovno  konvergira. 

Re{enie. Treba da дoka`eme deka 
1

sinx dxx
¥

ò  konvergira, a 
1

sinx dxx
¥

ò  

divergira. Od lim ( ) ( ) ( ) ( )
xa a

udv u x v x u a v a vdu
¥ ¥

¥
= - -ò ò  i stavaj}i, vo integralot  

1

sinx dxx
¥

ò , 1, sinu dv xdxx= =  imame  2
1 , cosdu dx v x
x

=- =- , od kade se dobiva 

211 1

sin 1 coscosx xdx x dxx x x

¥ ¥¥
=- -ò ò 2

1

cos1 cos coslim1 x
x x dxx x

¥

¥
= - - =ò  



II. Opredelen integral 

 100

2
1

coscos1 0 xdx
x

¥
= - - ò ,  

t.e dobivme deka  

  2
1 1

sin coscos1x xdx dxx x

¥ ¥
= -ò ò                                          (1) 

Da ја одредиме природата на integralot 2
1

cosxdx
x

¥

ò . 

Od [ )2 2
cos 1 , 1,x x
x x

< " Î ¥ , konvergencijata na integralot 2
1

1 dx
x

¥

ò  i 

kriteriumot  (I), sleduva deka i 

                2
1

cosx dx
x

¥

ò  konvergira                                                 (2) 

 

Od  (1) i (2)  sleduva deka  

                        
1

sinx dxx
¥

ò  konvergira                                                 (3)  

Da ja ispitame sega konvergencijata na integralot 
1

sinx dxx
¥

ò . 

Od [ )1,x Î ¥  imame 
2 2sin sin sinsin sinx x xx x

x x x xx= = > = . Bidej}i 
2

1

sin xdxx
¥

ò  diver-

gira (zada~a 2.63.), zaradi  kriteriumot (I) dobivame deka  

                         
1

sinx dxx
¥

ò   divergira                                                      (4) 

Od (3) i (4) sleduva uslovna konvergencija na 
1

sinxdxx
¥

ò .  

2.65. Ispitaj apsolutna i uslovna konvergencija na   
1

sinxdxx
¥

aò  , za  realniot 

broj 0a> . 

Re{enie. 

 (I) Neka 1a>  i neka  [ )1,x Î +¥ .Toga{ od sin 1x
x xa a£   i konvergencijata na 

integralot 
1

1 dxx
¥

aò za 1a>  (zada~a 2.60.), zaradi  kriteriumot  (I),  sleduva deka 
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integralot  
1

sinx dxx
¥

aò  konvergira.Zna~i, integralot 
1

sinxdxx
¥

aò , za 1a> , apsolutno 

konvergira.  

(II)  Neka  0 1<a£  i neka [ )1,x Î +¥ . ]e poka`eme uslovna konvergencija na  

integralot 
1

sinxdxx
¥

aò . 

Za funkciite ( ) sinf x x=  i 1( )g x x a=  , imame: 

 

(1)  Funkcijata  f   e  neprekinata na [ )1,+¥                                          (a) 

Od 
1

1

sin cos cos1 cos cos1 cos 1 1 2
b

b
xdx x b b= - = - £ + £ + =ò , za sekoj 

1b> , sleduva  

          Postoi 2 0M = >    taka da  va`i ( )

1

b
f x dx M£ò                     (b) 

(2) [ )( ) 0, 1,g x x³ " Î +¥                                                                    (v) 

Od 1
1'( ) 0g x
xa+

=-a < , za site [ )1,x Î +¥ ,  sleduva  deka 

          g  monotono opa|a na [ )1,+¥                                              (g) 

 

U{te va`i   1lim 0
x x a¥

=  i 1'( )g x
x a+
-a=  e neprekinata na [ )1,+¥ , t.e. 

lim ( ) 0
x
g x

¥
=  i  g  ima neprekinat izvod na [ )1,+¥                    (d) 

Od (a), (b), (v), (g) i (d), sleduva deka se ispolneti uslovite od kriteriumot na 

Dirihle, pa zna~i deka  

 Integralot   
1 1

sin( ) ( ) ,xf x g x dx dxx
¥ ¥

a=ò ò  za   0 1<a£  konvergira                       (*) 

Ponatamu, za [ )1,x Î ¥ , imame 
2sinsin sinxx x

x x xa a a= ³ . Bidej}i integralot   

2

1

sin x
x

¥

aò  divergira za 0 1<a£   (zaradi  zada~a 2.63), od  kriteriumot (I), sleduva 

deka i 
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 Integralot 
1

sin ,x dxx
¥

aò  0 1<a£   divergira      (**) 

Od (*) i (**) sleduva uslovna konvergencija na   
1

sinxdxx
¥

aò  za 0 1<a£ . 

2.66. Presmetaj gi integralite ili utvrdi ja nivnata  divergencija: 

 a)  
1

20

1
1

dx
x

ò
-

;        b)  
1

0
lnxdxò ;  

 v) 
1

1
( )f x dx

-
ò , kade  

2
1 , 0

( ) 1 , 0

x
xf x
xx

ìï <ïï=íï >ïïî
    g) 

1

21

arccos
1

x dx
x-

ò
-

. 

Re{enie.  

a) Funkcijata 
2

1( )
1

f x
x

=
-

 e opredelena na [ )0,1 , no ne i vo 1, i e integra-

bilna na sekoj zatvoren interval sodr`an vo [ )0,1 . Od definicijata imame 

1

2 21 1 100 0

1 1lim lim arcsin lim(arcsin 0) 21 1
dx dx x

x x- - -

x x

x x x
p= = = x- =ò ò

- -
,  

pa zna~i deka 
1

20

1
21

dx
x

p=ò
-

. 

b) Funkcijata ( ) lnf x x=  e opredelena na ( ]0,1 , no ne i vo 0, i e integrabilna 

na sekoj zatvoren interval sodr`an vo( ]0,1 . Od definicijata imame 

1 1
1

0 00
ln lim ln lim ( ln )xdx xdx x x x

+ + VV VV
= = - =ò ò

0 0

lnlim ( 1 ln ) 1 lim 01+ +V V
V- -V V+V =- - + =

V
 

0
2

1
1 lim 1 0 11+V

V=- - =- - =-
-
V

, t.e. 
1

0
ln 1xdx =-ò . 

v) Funkcijata 
2
1 , 0

( ) 1 , 0

x
xf x
xx

ìï <ïï=íï >ïïî
 e opredelena na [ ] { }1,1 \ 0-  i e integrabilna 

na sekoj zatvoren interval sodr`an vo [ )1,0-  i ( ]0,1 . Od definicijata imame 

1 0 1

01 1
( ) ( ) ( )f x dx f x dx f x dx

- -
= +ò ò ò

1

0 01
lim ( ) lim ( )f x dx f x dx

- +

x

x h h-
= + =ò ò  
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( ) ( )
1

1
20 00 011

1 1 1lim lim lim lim 2dx dx xxxx- -+ +

x x

hx xh h-h-
= + = - + =ò ò  

( ) ( )
0 0

1lim 1 lim 2 1 2
- +x h

= - + + ⋅ - h =¥x . 

Zaklu~uvame deka integralot 
1

1
( )f x dx

-
ò  divergira.   

g) Se ostava na ~itatelot.  

2.67.  Za  realniot broj 0l> , ispitaj ja  konvergencijata na slednite 

integrali: 

a) 1
( )

b

a
dx

b x lò -
;   b)  1

( )

b

a
dx

x a lò -
.   

Re{enie.  Funkcijata 1( )
( )

f x
b x l=
-

  e opredelena na [ ),a b , no ne i vo x b= , i 

e integrabilna na sekoj zatvoren interval sodr`an vo [ ),a b . 

1) Neka 0l>  i neka 1l¹ .Toga{ imame 

( ) 11 1lim lim 1( ) ( )

b

b ba a a

b xdx dx
b x b x- -

xx -l+

l lx x

æ ö- ÷ç= = - =÷ò ò ç ÷÷ç -l+- - è ø
 

( )( )1 11lim ( )1b
b b a

-

-l -l
x

= -x+ - - =l- ( )( )1 11 lim ( )1 b
b b a

-

-l -l
x

-x+ - - =l-  

11 ( ) , 0 11
, 1
b a -lìï - <l<ï -l=íï¥ l>ïî

. 

Zna~i, za 1l>   integralot 
( )

1b

a
dx

b x lò
-

  divergira, a za 0 1<l<   integralot  

( )
1b

a
dx

b x lò
-

 konvergira  i va`i  
( )

1b

a
dx

b x lò
-

= 11 ( )1 b a
-l-l- . 

2) Neka  1l= . Toga{  

( )1 1lim lim ln( ) ( )

b

ab ba a
dx dx b xb x b x- -

x
x

x x
= =- =-ò ò- -

 

 

( )lim ln ln
b

b b a
-x

=- -x - - =¥  . 
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Zaklu~uvame deka integralot 
( )

1b

a
dx

b x lò
-

 za 1l=  divergira. 

b)  Se ostava na~itatelot.  

2.68. Presmetaj go intrgralot  
2

0
lnsinxdx

p

ò . 

Re{enie. Prvo }e utvrdime   konvergencija  na dadeniot intregral. 

Funkcijata ( ) lnsinf x x=   e opredelena na (0, 2pùúû , no ne i vo 0, i e integrabilna na 

sekoj zatvoren interval sodr`an vo(0, 2pùúû . Stavaj}i, vo integralot 
2

0
lnsinxdx

p

ò , 

lnsin ,u x dv dx= = , dobivame cos ,sin
xdu dx v xx= = , pa ottuka imame 

2 2
2
0

0 0
lnsin lnsin ctgxdx x x x xdx+

p p
p

= -ò ò
2

0 0
0 lim lnsin ctg2 x xdx

+

p

x
p= ⋅ - x x- =ò  

2

0 0

lnsin0 lim ctg1 x xdx
+

p

x

x= - - =ò
x

2

0 02

1 cossinlim ctg1 x xdx
+

p

x

⋅ xx+ - =ò
x

 

2 2

0 0 0

1lim ( cos ) ctg 0 1 ctgsin x xdx x xdx
+

p p

x
= x x - = ⋅ - =ò òx

x

2

0
ctgx xdx

p

-ò . 

Dobivme 

                                                     
2

0
lnsinxdx

p

ò
2

0
ctgx xdx

p

=-ò                                 (*) 

Od  opredelenosta na ( ) ctgg x x x=  na (0, 2pùúû  i od  

( )
0 0 0 0 0

cos 1 1lim lim ctg lim limcos lim cos0 1sin sin 1x x x x x
xg x x x x xx x

x
    

= = = ⋅ = ⋅ =  ,  

sleduva  deka  funkcijata ( ) ctgg x x x=  e opredelena  na 0, 2
pé ù

ê úë û , pa zaradi (*), inte-

gralot
2

0
lnsinxdx

p

ò  konvergira. 

Neka  J=
2

0
lnsinxdx

p

ò . Stavaj}i 2 , 2x t dx dt= = , dobivame 
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J=
4 4

0 0
2 lnsin2 2 ln(2sin cos )tdt t t dt

p p

= =ò ò
4 4 4

0 0 0
2 ln2 2 lnsin 2 lncosdt tdt tdt

p p p

+ +ò ò ò .Sega 

stavaj}i, vo integralot 
4

0
lncostdt

p

ò , ,2t u dt dup= - =- , dobivame 

J= ( )
4 4 4

0 0
2

2 ln2 2 lnsin 2 lncos 2dt tdt u du

p p p

p

p+ - - =ò ò ò  

4 2

0
4

2ln2 2 lnsin 2 lnsin4 tdt udu

p p

p

p= ⋅ + + =ò ò
2

0

ln22ln2 2 lnsin 24 2tdt

p

p p+ = + ⋅ò J. 

Kone~no dobivme  J=2J+ ln2
2

p , od kade  sleduva  J= ln2
2

p- .  

 

2.69. Ispitaj ja konvergencija na integralite: 

a) 
21

0

1cos xdxxò ;  b)
1

3
0

1
1

dx
xò -

;   v)  
8

32
0

1 dx
x xò +

; 

g)  
2

0

1
sin dxx xò - ;  d)  

1

4
0 1

x dx
xò -

. 

Re{enie. a)  Za ( ]0,1x Î  va`i 
2 1cos 10 x
x x£ < . Integralot 

1 1 1
2

0 0

1 dx xx =ò ò   

konvergira (zaradi zada~a 2.67., za 1 12l= < ), pa zaradi kriteriumot (I) ,  sleduva 

konvergencija i na integralot  
( )21

0

1cos x
dxxò . 

b) Neka 3
1( )

1
f x

x
=

-
, 1( ) 1g x x= -  i neka [ )0,1x Î . Toga{ imame  

2

21 1 1

1
( ) (1 )(1 ) 1 1lim lim lim1 3( ) 1

1
x x x

f x x x x
k

g x x x
x

- - -  

- + +
= = = =

+ +
-

 i 0 k< <¥ , od kade 

zaradi kriteriumot (II), sleduva deka integralite 
1

3
0

1
1

dx
xò -

 i 
1

0

1
1 dxxò -  imaat 

ista priroda na konvergencija. Kako integralot 
1

0

1
1 dxxò -  divergira (zada~a 2.67.,  
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za 1l= ) sleduva deka i integralot 
1

3
0

1
1

dx
xò -

 divergira. 

v)  Zaradi 3 32
1 10

x x x
£ £

+
, za site ( ]0,8x Î  ,  konvergencijata na 

8

3
0

1 dx
xò  

(zada~a 2.67, za 1 13l= < ) i kriteriumot (I), sleduva deka i integralot 

8

32
0

1 dx
x xò +

  konvergira.  

g)   Neka 1( ) sinf x x x= - ,  1( )g x x=  i neka ( ]0,2x Î . 

Od 
0 0 0

1
( ) 1 1sinlim lim lim 01 sin( ) 1x x x

f x x x
xg x

x x
+ + +  

-= = = =¥
-

, divergentnosta na integralot 

2

0

1dxxò  (zada~a 2.67.) i  kriteriumot  (II),   sleduva  deka integralot 
2

0

1
sin dxx xò -   

divergira. 

d)  Neka [ )0,1x Î , 4( )
1
xf x
x

=
-

 i 
( )

1( )
1

g x
x l=

-
. Pritoa l  go opredeluvame 

taka што 
1

( )
lim

( )x

f x
g x-

 bide kone~en realen broj razli~en od 0.  

Od 

( )

2

21 1 1

1
(1 )(1 )(1 )( ) 2lim lim lim1( ) (1 )(1 )

1
x x x

x
x x xf x x

g x x x
x

- - -  
l

l=- + +
= = =

+ +
-

1 ,2 k=  0 k< <¥ ,  

konvergencijata na  
( )

1

1
0 2

1
1

dx
x

ò
-

  (zada~a 2.67.) i kriteriumot (II), sleduva deka 

integralot  
1

4
0 1

x dx
xò -

 konvergira.  
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III. BROJNI REDOVI  

 

3.1. Definicija i svojstva na konvergentni redovi  

 

 

Neka ( )na  e dadena niza realni broevi. So pomo{ na nizata ( )na  induktivno 

definirame niza ( )nS :  

1 1
S a=  

2 1 2
S a a= +  

....... 

1 2
1

... .
n

n n k
k

S a a a a
=

= + + + =å  

Podredenata dvojka ( ) ( )( ),
n n
a S  od nizite ( )na  i ( )nS  ja vikame broen red, i za 

oznaka na red go koristime formalniot izraz  

1 2
.... ...

n
a a a+ + +     ili    

1
n

n

a
¥

=
å .  

Broevite 
1
,a

2
,..., ,...

n
a a  se ~lenovi na redot. Zbirot na prvite n -~lena na redot 

se narekuva n -ta parcijalna suma na redot i se ozna~uva so ,
n
S  odnosno  

 
1 2

1

... .
n

n n k
k

S a a a a
=

= + + + =å  

 Ako postoi granicata  lim ,
nn
S S

¥
=  S-¥ < <+¥  

velime deka redot 
1
n

n

a
¥

=
å konvergira, a brojot S  se narekuva negov zbir ili suma i 

pi{uvame 
1

.
n

n

a S
¥

=

=å  Vo sprotivno velime deka redot 
1
n

n

a
¥

=
å divergira.  

Ako vo redot 
1
n

n

a
¥

=
å  gi otfrlime prvite n -~lena dobivame nov red 

1
n k

k

a
¥

+
=
å  

koj se vika ostatok na dadeniot red i se ozna~uva so .
n
r   
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1. Redot  
1
n

n

a
¥

=
å konvergira ako i samo ako nizata parcijalni sumi ( )nS  e 

Ko{ieva, odnosno za sekoe 0>e  postoi 
0
n Î   taka {to va`i 

0
( )n n" ³ ( p" Î  ) 

1 2
... .

n p n n n n p
S S a a a

+ + + +
- = + + + < e  

2. Ako redot 
1
n

n

a
¥

=
å  konvergira toga{ lim 0.

nn
a

¥
=  

3. Ako redovite 
1
n

n

a
¥

=
å i 

1
n

n

b
¥

=
å se konvergentni, toga{ redot ( )

1

,
n n

n

a b
¥

=

å a b  

kade a  i b  se realni broevi, konvergira i pritoa va`i   

( )
1 1 1

.
n n n n

n n n

a b a b
¥ ¥ ¥

= = =

 = å å åa b a b  

Zbir (razlika) na konvergenten i divergenten red e divergenten red.  

 

 

3.1. Najdi barem edna formula za op{tiot ~len 
n
a  na slednite redovi: 

               a) 
1 1 1

1 ...;
3 5 7

+ + +              b) 
2 4 6 8

...;
5 8 11 14
+ + + +       v) 1 1 1 1 ...;- + - +  

               g) 
1 8 27 64

...;
2 3 4 5
+ + + +     d) 

1 4 9 16
...;

2 4 8 16
+ + + +        |) 

2 6 24 120
...

3 8 15 24
+ + + +                     

   Re{enie.  a) 
1

;
2 1n

a
n

=
-

         b) 
2

;
3 2n

n
a

n
=

+
                    v) 1( 1) ;n

n
a += -          

             g)  
3

;
1n

n
a

n
=

+
            d) 

2

;
2n n

n
a =                          |) 

2

( 1)!
.

( 1) 1n

n
a

n

+
=

+ -
     

3.2. Napi{i gi prvite pet ~lena na redot so op{t ~len 
n
a ako:  

               a) 
2

3 2
;

1n

n
a

n

-
=

+
                b) 1( 1) ;n

n
a -= -                             v) 

( 1)
;

2

n

n n

n
a

-
=                     

               g) 
2

2 ( 1)
;

n

n
a

n

+ -
=             d) 

2 sin cos
2

;
!n

n
n

a
n

æ ö÷ç ÷+ç ÷ç ÷çè ø
=

p
p

       |) 
3 4

;
5 1n

n
a

n

+
=

+
        

               e)
1

;
1

n

n

n
a

n

æ ö- ÷ç ÷= ç ÷ç ÷ç +è ø
               `) 

4

( 1)
;

( 2) 1

n

n

n
a

n n

-
=

+ +
              z) 

1
.

[3 ( 1) ]n n n
a =

+ -
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Re{enie. a)  
1

1
,

2
a =     

2

4
,

5
a =     

3

7
,

10
a =     

4

10
,

17
a =     

5

1
;

2
a =  

b) 
1

1,a =    
2

1,a = -     
3

1,a =      
4

1,a = -     
5

1;a =  

v)  
1

1
,

2
a = -     

2

1
,

2
a =     

3

3
,

8
a = -     

4

1
,

4
a =     

5

5
;

32
a = -  

g)  
1

1,a =     
2

3
,

4
a =     

3

1
,

9
a =     

4

3
,

16
a =     

5

1
;

25
a =  

d)  
1

3,a = -     
2

1,a =     
3

1
,

6
a = -     

4

1
,

12
a =     

5

1
;

40
a = -  

|) 
1

7
,

6
a =     

2

10
,

11
a =     

3

13
,

4
a =     

4

4
,

21
a =     

5

19
;

26
a =  

e) 
1

0,a =     
2

1
,

9
a =     

3

1
,

8
a =     

4

81
,

625
a =     

5

32
;

243
a =  

`) 
1 4

1
,

3 2
a = -     

2 4

1
,

2 3
a =     

3 4

3
,

5 4
a = -     

4 4

2
,

3 5
a =     

5 4

5
;

7 6
a = -     

z) 
1

1
,

2
a =     

2

1
,

16
a =     

3

1
,

8
a =     

4

1
,

256
a =     

5

1
.

32
a =  

3.3. Najdi ja formulata za op{tiot ~len ,
n
a  parcijalnata suma 

n
S  i ostatokot 

n
r  na geometriskiot red 2 31 ....q q q+ + + +  a potoa ispitaj ja negovata 

konvergencija. 

Re{enie. Op{tiot ~len 1.n
n
a q -=   

Nizata parcijalni sumi 
1

,
1

n

n

q
S

q

-
=

-
 za 1q ¹  i 

n
S n=  za 1,q =   

a ostatokot 1

1 1

.n k
n n k

k k

r a q
¥ ¥

+ -
+

= =

= =å å   

Ponatamu  

1
lim ,

1nn
S

q¥
=

-
 za 1q <  i lim

nn
S

¥
= ¥  ili ne postoi, za 1.q ³  

Spored toa geometriskiot red konvergira za 1q <  i divergira za 1.q ³  

3.4. Doka`i deka redot 
1
n

n

a
¥

=
å  konvergira i najdi ja negovata suma, ako: 

               a) 
1

;
( 1)n

a
n n

=
+

                 b) 
1

;
( 1)( 2)( 3)n

a
n n n n

=
+ + +

    v) 
2

1
;

2n
a

n n
=

+
 



III. Brojni redovi 

 110

               g) 
2

1
;

9 3 2n
a

n n
=

- -
         d) 

12
;

3

n

n n
a

+

=                                    |) 
2 2

2 1
.

( 1)n

n
a

n n

+
=

+
 

Re{enie. a)  Od  

( 1)1 1 1 2 1 3 2
.... ...

1 2 2 3 ( 1) 1 2 2 3 ( 1)n

n n
S

n n n n

+ -- -
= + + + = + + + =

⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +
  

1 1 1 1 1 1
1 ... 1 ,

2 2 3 1 1 1

n

n n n n

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷= - + - + + - = - =ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç + + +è ø è ø è ø
  

dobivame lim lim 1.
1nn n

n
S

n¥ ¥
= =

+
 

 Spored toa dadeniot red konvergira i negovata suma e 1.S =  

b) Od  

( 3)1

( 1)( 2)( 3) 3 ( 1)( 2)( 3)n

n n
a

n n n n n n n n

+ -
= = =

+ + + + + +

 
1 1

,
3 ( 1)( 2) 3( 1)( 2)( 3)n n n n n n

= -
+ + + + +

 

 sleduva deka  

1 1

1 1 1
.

( 1)( 2)( 3) 18 3( 1)( 2)( 3)

n n

n k
k k

S a
k k k k n n n= =

= = = -
+ + + + + +å å  

Toga{  

1 1 1
lim lim ,

18 3( 1)( 2)( 3) 18nn n
S

n n n¥ ¥

æ ö÷ç ÷= - =ç ÷ç ÷ç + + +è ø
 

 od kade {to zaklu~uvame deka dadeniot  red konvergira i negovata suma 
1

.
18

S =  

v) Od 
2

1 1 1 1 1

( 2) 2 22n
a

n n n nn n

æ ö÷ç ÷= = = -ç ÷ç ÷ç+ ++ è ø
 dobivame deka    

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 ... .

2 3 2 2 4 2 2 2 4 2 1 2 2n
S

n n n n

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷= - + - + + - = + - -ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç + + +è ø è ø è ø
 

 Razgleduvaniot red konvergira bidej}i  

3 1 1 1 3
lim lim .

4 2 1 2 4nn n
S

n n¥ ¥

æ ö÷ç ÷= - + =ç ÷ç ÷ç + +è ø
  

Negovata suma 
3

.
4

S =  

g) Bidej}i  
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2

1 1 1 1 1
,

(3 2)(3 1) 3 3 2 3 19 3 2 n n n nn n

æ ö÷ç ÷= = -ç ÷ç ÷ç- + - +- - è ø
 

 dobivame deka  

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 ... 1 .

3 4 3 4 7 3 3 2 3 1 3 3 1n
S

n n n

æ ö æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷= - + - + + - = -ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç- + +è ø è ø è ø è ø
  

Toga{  

1 1 1
lim lim 1 .

3 3 1 3nn n
S

n¥ ¥

æ ö÷ç ÷= - =ç ÷ç ÷ç +è ø
 

 Dadeniot red konvergira i negovata suma 
1

.
3

S =  

d) Op{tiot ~len na dadeniot red e 
12 2

2
33

nn

n n
a

+ æ ö÷ç ÷= = ç ÷ç ÷çè ø
. Nizata parcijalni sumi 

2
2

1
32 2 2 2 2

2 ... 2 4 4 ,
3 3 3 3 2 3

1
3

n

n n

n
S

æ ö÷ç ÷-çæ ö ÷ç ÷æ ö æ ö æ öç÷ç è ø÷÷ ÷ ÷ç ç çç ÷÷ ÷ ÷= + + + = ⋅ ⋅ = -ç ç çç ÷÷ ÷ ÷ç ç çç ÷÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è øç ÷çè ø -
 

od kade {to sleduva deka  

2
lim lim 4 4 4.

3

n

nn n
S

¥ ¥

æ öæ ö ÷ç ÷÷çç ÷÷= - =çç ÷÷çç ÷÷çè øç ÷çè ø
 

 Dadeniot red konvergira i negovata suma 4.S =  

|) Da voo~ime deka 2 22 1 ( 1) .n n n+ = + -  Zaradi toa 
2 2

1 1
,

( 1)n
a

n n
= -

+
 od 

kade {to sleduva deka  

2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1
1 ... 1 .

2 2 3 ( 1) ( 1)n
S

n n n

æ öæ ö æ ö ÷÷ ÷ çç ç ÷÷ ÷ ç= - + - + + - = -ç ç ÷÷ ÷ çç ç ÷÷ ÷ç ç ÷ç + +è ø è ø è ø
  

Toga{  

2

1
lim lim 1 1.

( 1)nn n
S S

n¥ ¥

æ ö÷ç ÷ç= = - =÷ç ÷÷ç +è ø
 

3.5. Najdi ja nizata parcijalni sumi 
n
S  i sumata S  na slednive redovi:  

          a) 
2 2 2

... ...;
5 25 5n
+ + + +                 
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         b) 
2 2

1 1 1 1 1 1
... ...;

3 5 3 5 3 5n n

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷+ + + + + + +ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø
 

    v)
1 1 1

... ...;
3 4 4 5 ( 2)( 3)n n

+ + + +
⋅ ⋅ + +

   g) 

1 1 1
... ...

1 2 3 2 3 4 ( 1)( 2)n n n
+ + + +

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + +
 

Re{enie. a) Za nizata parcijalni sumi 
n
S  na razgleduvaniot red imame    

2 1

1
1

52 2 2 2 1 1 1 2 1 1
... 1 ... 1

5 25 5 5 5 1 25 5 5 51
5

n

n n n n
S

-

æ ö÷ç ÷-ç ÷ç ÷æ ö æ öçè ø÷ ÷ç ç÷ ÷= + + + = + + + + = = -ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø-
 

od kade {to sleduva  deka  

1 1 1
lim lim 1 .

2 25n nn n
S S

¥ ¥

æ ö÷ç ÷= = - =ç ÷ç ÷çè ø
 

b) Za nizata parcijalni sumi 
n
S  na razgleduvaniot red imame     

2 2 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
... 1 ... 1 ...

3 5 3 3 5 53 5 3 5 3 5n n n n n
S

- -

æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷= + + + + + + = + + + + + + + =ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç çè ø è ø è ø è ø è ø

 

1 1
1 1

3 51 1 1 1 1 1
1 1

3 1 5 1 2 43 51 1
3 5

n n

n n

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷- -ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ æ ö æ öç çè ø è ø ÷ ÷ç ç÷ ÷= + = - + -ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø- -
.  

Toga{ za negovata suma imame   

1 1 1 1 3
lim lim 1 1 .

2 4 43 5n n nn n
S S

¥ ¥

é ùæ ö æ ö÷ ÷ç çê ú÷ ÷= = - + - =ç ç÷ ÷ê úç ç÷ ÷ç çè ø è øê úë û
 

        v) Nizata parcijalni sumi na dadeniot red glasi  

1 1 1
...

3 4 4 5 ( 2)( 3)n
S

n n
= + + + =

⋅ ⋅ + +
 

1 1 1 1 1 1 1 1
... .

3 4 4 5 2 3 3 3n n n

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷= - + - + + - = -ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç + + +è ø è ø è ø
 

Negovata suma  

1 1 1
lim lim .

3 3 3nn n
S S

n¥ ¥

æ ö÷ç ÷= = - =ç ÷ç ÷ç +è ø
 

g) Nizata parcijalni sumi   
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1 1 1
...

1 2 3 2 3 4 ( 1)( 2)n
S

n n n
= + + + =

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + +
 

1 1 1 1 1 1 1 1 1
...

2 1 2 2 3 2 3 3 4 ( 1) ( 1)( 2) 2 ( 1)( 2)n n n n n n

æ ö÷ç ÷= - + - + + - = -ç ÷ç ÷ç ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + + + + +è ø
. 

 Za zbirot na dadeniot red dobivame  

1 1 1
lim lim .

2 ( 1)( 2) 2nn n
S S

n n¥ ¥

æ ö÷ç ÷= = - =ç ÷ç ÷ç + +è ø
 

3.6. Najdi ja sumata na slednive redovi: 

               a) 
2

1

1
;

4 1n n

¥

= -
å                  b) 

2
1

1
;

16 8 3n n n

¥

= - -
å             v) 

2
2

1
ln 1 ;

n n

¥

=

æ ö÷ç ÷-ç ÷ç ÷çè ø
å   

               g) 
1

1 3
sin cos ;

2 2n n
n

¥

=
å         d) 

1

1
1

( 1) (2 1)
;

2

n

n
n

n-¥

-
=

- -å          

 |) ( )
1

2 2 1 .
n

n n n
¥

=

+ - + +å  

Re{enie. a) Zaradi  

2

1 1 1 1 1

(2 1)(2 1) 2 2 1 2 14 1n
a

n n n nn

æ ö÷ç ÷= = = -ç ÷ç ÷ç- + - +- è ø
 

 dobivame  

 
1 1 1 1 1 1 1 1

1 ... 1 .
2 3 3 5 2 1 2 1 2 2 1n

S
n n n

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷= - + - + + - = -ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç- + +è ø è ø
  

Od  

1 1 1
lim 1

2 2 1 2nn
S

n¥

æ ö÷ç ÷= - =ç ÷ç ÷ç +è ø
 

sleduva deka sumata na dadeniot red e 
1
.

2
S =  

b) Bidej}i   

2

1 1 1 1 1

(4 3)(4 1) 4 4 3 4 116 8 3n
a

n n n nn n

æ ö÷ç ÷= = = -ç ÷ç ÷ç- + - +- - è ø
 

 dobivame deka  

1 1 1 1 1 1 1 1
1 ... 1 .

4 5 5 9 4 3 4 1 4 4 1n
S

n n n

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷= - + - + + - = -ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç- + +è ø è ø
  

Od  
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1 1 1
lim lim 1

4 4 1 4n nn n
S S

n¥ ¥

æ ö÷ç ÷= - =ç ÷ç ÷ç +è ø
 

 sleduva deka sumata na dadeniot red e 
1

.
4

S =  

v) Zaradi  

2 2

( 1)( 1)1
ln 1 ln

n

n n
a

n n

æ ö - +÷ç ÷= - =ç ÷ç ÷çè ø
 

 dobivame  deka  

2 2 2

(2 1)(2 1) (3 1)(3 1) ( 1)( 1)
ln ln ... ln

2 3n

n n
S

n

- + - + - +
= + + + =  

2 2 2

(2 1)(2 1) (3 1)(3 1) ( 1)( 1) 1
ln ... ln .

22 3

n n n

nn

- + - + - + +
= ⋅ ⋅ ⋅ =  

Od  

1 1
lim lim ln ln ln2,

2 2n nn n

n
S S

n¥ ¥

+
= = = -  

sleduva deka sumata na dadeniot red e ln 2.S = -  

g) Bidej}i   

21 3 1 2 2
sin cos sin sin

22 2 2 2n n n n n
a

æ ö÷ç ÷ç= = - ÷ç ÷÷çè ø
  

dobivame deka 

2 2 2

2 2

1 2 2 1 2 2 1 2 2
sin sin sin sin ... sin sin

2 2 2 2 22 2 2 2n n n
S

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç= - + - + + - =÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø
  

1 2
sin2 sin .

2 2n
æ ö÷ç ÷= -ç ÷ç ÷çè ø

 

Od  

1 2 1
lim lim sin2 sin sin2

2 22n nn n
S

¥ ¥

æ ö÷ç ÷= - =ç ÷ç ÷çè ø
  

sleduva deka sumata na dadeniot red e 
1

sin2.
2

S =  

d) Za 3 :n ³   

2 1

1 2 3 2 1

3 5 7 2 3 2 1
1 ... ( 1) ( 1)

2 2 2 2 2
n n

n n n

n n
S - -

- -

- -
= - + - + + - + - ,  
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        2 1

1 2 3 2

5 7 2 3 2 1
2 2 3 ... ( 1) ( 1) .

2 2 2 2
n n

n n n

n n
S - -

- -

- -
= - + - + + - + -   

Toga{ od  

       1 1

1 2 2 1

(2 1) (2 3)5 3 7 5 2 1
3 ... ( 1) ( 1)

2 2 2 2
n n

n n n

n n n
S - -

- -

- - -- - -
= - + + - + - =  

2

1 1 1

1 2 3 3 1 1

1
1

21 1 1 1 2 1 2 1
1 ... ( 1) ( 1) ( 1)

2 2 2 2 2 21
1

2

n

n n n

n n n

n n

-

- - -

- - -

æ ö÷ç ÷- -ç ÷ç ÷çè ø- -
= - + - + + - + - = + -

æ ö÷ç ÷- -ç ÷ç ÷çè ø

 

dobivame deka  

2 1

2 1

( 1) ( 1) (2 1)2
1 .

9 2 3 2

n n

n n n

n
S

- -

- -

æ ö- - -÷ç ÷ç= - +÷ç ÷÷ç ⋅è ø
 

 Spored toa sumata na dadeniot red e  

 
2 1

2 1

( 1) ( 1) (2 1)2 2
lim lim 1 .

9 92 3 2

n n

n n nn n

n
S S

- -

- -¥ ¥

é ùæ ö- - -÷çê ú÷ç= = - + =÷ê úç ÷÷ç ⋅è øê úë û
 

|) Op{tiot ~len na dadeniot red }e go transformirame vo oblik  

( ) ( ) 1 1
2 1 2 .

2 1 2
n
a n n n n

n n n n
= + - + - + - = -

+ + + + +
  

 Spored toa   

 

1 1 1 1
...

3 2 2 1 4 3 3 2
1 1

...
2 1 1

n
S

n n n n

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç= - + - +÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø+ + + +
æ ö÷ç ÷ç+ - =÷ç ÷ç ÷çè ø+ + + + +

 

       1 1
.

2 1 2 1n n
= - +

+ + + +
  

Toga{  

1 1 1
lim lim 1 2.

2 1 2 1 2 1
nn n

S S
n n¥ ¥

æ ö÷ç ÷ç= = - + = - = -÷ç ÷ç ÷çè ø+ + + + +
  

3.7. Дoka`i deka redot 
1

,n

n

nq
¥

=
å  | | 1,q <  konvergira i najdi ja negovata suma. 

Re{enie. Bidej}i  

1

n
k

n
k

S kq
=

= å  
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imame  

2 2 3 1( 2 ... ) ( 2 ... ( 1) )n n n
n n
S S q q q nq q q n q nq +- = + + + - + + + - + = 

2 1... n nq q q nq += + + + -  

od kade {to sleduva  
1

1(1 ) ,
1

n
n

n

q q
S q nq

q

+
+-

- = -
-

 t.e.  

 
1 1

2 2
.

1(1 ) (1 )

n n

n

q q nq
S

qq q

+ +

= - -
-- -

  

Od pretpostavkata | | 1q <  dobivame deka 1lim 0,n

n
q +

¥
= 1lim 0.n

n
nq +

¥
=  Spored 

toa 
2

lim
(1 )nn

q
S

q¥
=

-
  

od kade {to zaklu~uvame deka dadeniot red konvergira i negovata suma  

 
2
.

(1 )

q
S

q
=

-
 

3.8. Ispitaj ja konvergencijata na redot 
2

1

1
arctg .

1n n n

¥

= + +
å  

Re{enie. Od  

1 1
1

2 1
( 1)

1 1 1 1
arctg arctg arctg ctg arctg

1 ( 1) 1 11
n n

n n

ar
n n n nn n

+

+

-
= = = -

+ + + ++ +
 

dobivame deka  

 
2

1 1

1 1 1 1
arctg arctg arctg arctg1 arctg .

1 11

n n

n
k k

S
k k nk k= =

æ ö÷ç ÷= = - = -ç ÷ç ÷ç + ++ + è ø
å å  

 Bidej}i  

1
lim lim arctg1 arctg

1 4nn n
S

n¥ ¥

æ ö÷ç ÷= - =ç ÷ç ÷ç +è ø

p
  

dadeniot red konvergira i negovat suma .
4

S =
p
 

3.9. Najdi ja sumata na redot 
1

1
,

n n
x

¥

=
å  ako 

1
1x a= >  i 2

1
1.

n n n
x x x+ = - +  

Re{enie. Od uslovot na zada~ata imame 

2
1

( 1) 0, 2, 3,...
n n n
x x x n

+
- = - ³ =   
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od kade {to zaklu~uvame deka nizata ( )nx  e monotono raste~ka. Ako nizata e 

ograni~ena od gore toga{ taa e konvergentna, odnosno postoi granicata  

 lim .
nn
x x

¥
=   

Od ravenkata 2 1x x x= - +  dobivame deka 1.x =  Toa zna~i deka 1,
n
x £  1,2,..n =  

{to e kontradikcija. Spored toa  

lim .
nn
x

¥
= +¥   

Ponatamu, od 
1

1 ( 1)
n n n
x x x+ - = -  dobivame deka  

1

1 1 1 1
,

1 ( 1) 1
n n n n n
x x x x x

+

= = -
- - -

  

odnosno  

1

1 1 1
.

1 1
n n n
x x x

+

= -
- -

  

Toga{  

1 2 1 2 3 1

1 1 1 1 1 1 1 1
... ...

1 1 1 1 1n
n n n

S
x x x x x x x x

+

= + + + = - + + - =
- - - - -

 

1 1

1 1

1 1
n

x x +

= -
- -

  

sleduva deka  

1 1

1 1 1
lim lim .

1 1 1nn n
n

S
x x a¥ ¥

+

æ ö÷ç ÷ç= - =÷ç ÷ç ÷- - -çè ø
 

 Spored toa dadeniot red konvergira i negovata suma 
1

.
1

S
a

=
-
 

 

3.10. Najdi gi slednive granici:  

   a) 
3 2

1

6 11 5
lim ;

( 3)!

n

n
k

k k k

k¥
=

+ + +
+å       

   b)  
1 1 1

lim ... .
1 2 3 2 3 4 ( 1)( 2)n n n n¥

æ ö÷ç ÷+ + +ç ÷ç ÷ç ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + +è ø
 

Re{enie. a) Da voo~ime deka 3 26 11 5 ( 1)( 2)( 3) 1.k k k k k k+ + + = + + + -   

Toga{  od  
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3 2

1 1

6 11 5 1 1 1 1 1 1 1
1

( 3)! ! ( 3)! 2! 3! ( 1)! ( 2)! ( 3)!

n n

n
k k

k k k
S

k k k n n n= =

æ ö+ + + ÷ç ÷= = - = + + - - -ç ÷ç ÷ç+ + + + +è ø
å å

 dobivame deka  

1 1 5
lim 1 .

2 6 3nn
S

¥
= + + =  

b) Baranata granica e vsu{nost sumata na redot 
1

1
.

( 1)( 2)n n n n

¥

= + +å   Spored  

toa, od  

( 2)1 1 1 1 1 1 2 1

2 ( 1)( 2) 2 ( 1) ( 1)( 2) 2 ( 1) 2n

n n
a

n n n n n n n n n n

æ ö æ ö+ - ÷ ÷ç ç÷ ÷= ⋅ = - = - +ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç+ + + + + + +è ø è ø
 

dobivame deka  

1 2

1 1 1 1 2 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 1 2 2 2 2

n n n n n n

n
k k k k k k

S
k k k k k k

+ +

= = = = = =

= - + = - + =
+ +å å å å å å  

3 3 3

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 4 2 2 1 2 2( 1) 2( 2)

n n n

k k kk k n k n n= = =

= + + - - - + + + =
+ + +å å å  

1 1 1 1
.

4 1 2( 1) 2( 2)n n n
= - + +

+ + +
  

Toga{   

1 1 1
lim ...

1 2 3 2 3 4 ( 1)( 2)n n n n¥

æ ö÷ç ÷+ + + =ç ÷ç ÷ç ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + +è ø
 

1 1 1 1 1
lim .

4 1 2( 1) 2( 2) 4n n n n¥

æ ö÷ç ÷- + + =ç ÷ç ÷ç + + +è ø
 

3.11. Doka`i deka redot 
1
n

n

a
¥

=
å divergira ako:  

    a) 
1

( 1) ;
3

n
n

n
a

n

+
= -

+
                                          b) 

3 3

2
;

2 4
n

n
a

n n

+
=

+ +
        

           v) 

2

2

2

2 3
;

2 1

n

n

n
a

n

æ ö- ÷ç ÷ç= ÷ç ÷÷ç +è ø
                                          g)  2

2

1
( 2)ln 1 ;

n
a n

n

æ ö÷ç ÷= + +ç ÷ç ÷çè ø
   

           d)  0, 02;n
n
a =                                                   |) sin ,

n
a n= a ,k¹a p k Î  .  

           e) 2sin ;
n
a n=                   

 Re{enie. a) Od  

 
2

lim 1
kk
a

¥
=  i 

2 1
lim 1,

kk
a

+¥
= -   
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zaklu~uvame deka nizata ( )na  nema granica. Spored toa dadeniot red divergira.  

b) Dadeniot red divergira bidej}i  

3 3

2
lim 1 0.

2 4n

n

n n¥

+
= ¹

+ +
 

v) Zaradi  

2

2

2

3
22 2

2

2 1

2

2

3
1

22 3
lim lim lim 0,

2 1 1
1

2

n

n

n nn n n

nn e
a e

n
e

n

-

-

¥ ¥ ¥

æ ö÷ç ÷-ç ÷çæ ö ÷çè ø- ÷ç ÷ç= = = = ¹÷ç ÷÷ç +è ø æ ö÷ç ÷+ç ÷ç ÷çè ø

  

sleduva deka redot divergira.  

g) Zaradi  

2
2 2

2 2

2

1
1 1

lim lim( 2)ln 1 lim( 2)ln 1 1 0
1nn n n

na n n
n n

n

¥ ¥ ¥

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷= + + = + + = ¹ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
.  

sleduva deka redot divergira.  

d) Dadeniot red divergira bidej}i  

lim 0,02 1 0.n

n¥
= ¹  

|) Pretpostavuvame deka dadeniot red konvergira. Toga{  

lim sin 0
n

n
¥

=a  i lim sin( 1) 0,
n

n
¥

+ =a  

odnosno  

( )lim sin cos cos sin 0,
n

n n
¥

+ =a a a a  

 od kade {to sleduva deka lim cos 0.
n

n
¥

=a Taka dobivame deka  

lim sin lim cos 0
n n

n n
¥ ¥

= =a a  

od kade {to sleduva deka  

2 2lim(sin cos ) 0
n

n n
¥

+ =a a  

 {to e kontradikcija bidej}i 2 2sin cos 1.n n+ =a a  Spored toa redot  divergira. 

e) Redot divergira bidej}i op{tiot ~len ne te`i kon nula. Navistina, ako 

pretpostavime deka 2lim sin 0
n

n
¥

=  toga{ i 2lim sin( 1) 0.
n

n
¥

+ =  Ottuka imame  
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2 2 2 2lim sin( 1) lim sin( 2 1) lim(sin cos(2 1) sin(2 1) cos )
n n n

n n n n n n n
¥ ¥ ¥

+ = + + = ⋅ + + + ⋅ =

 2 2lim sin(2 1) 1 sin lim sin(2 1) 0
n n

n n n
¥ ¥

= + ⋅ - = + = .   

Ponatamu, od poslednoto ravenstvo dobivame    

lim sin(2 3) lim(sin(2 1) cos2 cos(2 1)sin2) lim sin2 cos(2 1) 0.
n n n

n n n n
¥ ¥ ¥

+ = + ⋅ + + = ⋅ + =

 Zna~i, dobivame deka  

2 2lim(sin (2 1) cos (2 1)) 0
n

n n
¥

+ + + =  

{to e kontradikcija.  

3.12. Ispitaj ja konvergencijata na redot 
1

,
n

n

a
¥

=
å  ako 

1
1,a =

1
cos( ).

n n
a a

+
=  

Re{enie. Od  

0 1
n
a£ £  i 

1
cos( ) cos1 0

n n
a a

+
= ³ >   

sleduva deka  

lim 0.
nn
a

¥
¹   

Spored toa dadeniot red divergira.  

3.13. Poka`i deka redot 
1

2

( 1)n

n

n n

¥

=

+

+
å  go ispolnuva potrebniot uslov za 

konvergencija, no toj divergira.   

Re{enie. Od   

2
lim lim 0,

( 1)
nn n

n
a

n n¥ ¥

+
= =

+
  

zaklu~uvame deka dadeniot red go ispolnuva potrebniot uslov za konvergencija. 

Za 1,2,...,k n=  va`i neravenstvoto  

2 1 1
,

( 1)
k

k
a

k k k n

+
= > ³

+
  

od kade {to sleduva deka  

1

2 1
.

( 1)

n

n
k

k
S n n

k k n=

+
= ³ =

+
å   

Toga{ lim
nn
S

¥
= ¥ od kade {to zaklu~uvame deka dadeniot red divergira. 

3.14. Ispitaj ja konvergencijata na slednite redovi:  
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a) 
1 1 1

1 ... ...;
3 5 2 1n

+ + + + +
-

         b) 
1 1 1

... ...
1 3 3 5 (2 1)(2 1)n n

+ + + +
⋅ ⋅ - +

 

Re{enie. a) Nizata parcijalni sumi na dadeniot red e raste~ka. ]e poka`eme 

deka taa e neograni~ena. Za taa cel ja izbirame nejzinata podniza ( )2n
S  

         1 22

1
1 ,

3
S S= = +  2 42

1 1 1
1 ,...,

3 5 7
S S= = + + +  

12

1 1
1 ... .

3 2 1
n n
S

+
= + + +

-
 

         Od neravenstvata 

 
1

1 1,
3

+ >    
1 1 2 1

,
5 7 8 4
+ > =     

1 1 1 1 4 1
,...

9 11 13 15 16 4
+ + + > =  

1

1 1

1 1 1 2 1
... ,

42 1 2 3 2 1 2

n

n n n n

-

+ +
+ + + > =

+ + -
  

go dobivame neravenstvoto  

12

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 ... .......... 1 .

3 5 7 9 11 13 15 42 1 2 1
n n n

n
S

+

æ ö æ ö æ ö æ ö -÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷= + + + + + + + + + + + > +ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç + -è ø è ø è ø è ø
 

Spored toa, podnizata ( )2n
S  e neograni~ena, od kade {to sleduva deka i 

nizata ( )nS  e neograni~ena. So toa doka`avme deka dadeniot red divergira.  

b) Od neravenstvoto  

1 1 1 1 1 1
... ...

2 4 21 3 3 5 (2 1)(2 1)
n
S

nn n
= + + + > + + + >

⋅ ⋅ - +
  

1 3 1 1
ln2 ln ... ln ln( 1),

2 2 2

n
n

n

æ ö+ ÷ç ÷> + + + = +ç ÷ç ÷çè ø
  

sleduva deka dadeniot red divergira. 

3.15. So pomo{ na Ko{ieviot kriterium doka`i deka redot 
2

1

1

n n

¥

=
å  

konvergira.  

Re{enie. Nizata parcijalni suma na dadeniot red 
2

1

1
.

n

n
k

S
k=

= å  Neka  0>e  e 

proizvolno dadeno. Izbirame 
0

1
1.n

é ù
ê ú= +ê ú
ë ûe

Toga{ za sekoe 
0

n n³  i za sekoj 

priroden broj p  va`i:  
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2 2 2

1 1 1
...

( 1) ( 2) ( )n p n
S S

n n n p+
- = + + + <

+ + +
 

1 1 1
...

( 1) ( 1)( 2) ( 1)( )n n n n n p n p
< + + + =

+ + + + - +
 

0

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
... ,

( 1) 1 2 1n n n n n p n p n n p n n
e= - + - + + - = - < < <

+ + + + - + +

  
od kade {to sleduva deka dadeniot red konvergira. 

3.16. So pomo{ na Ko{ieviot kriterium da se poka`e deka slednite redovi 

se konvergentni:  

    a) 
1

sin
;

( 1)n

nx

n n

¥

= +å                                                  b) 
2

1

cos
;

n

n

x

n

¥

=
å          

    v) 
1

cos
;

2nn

nx¥

=
å                                                     g) 

1

cos cos( 1)
.

n

nx n x

n

¥

=

- +å              

Re{enie. a) Neka  0>e  e proizvolno dadeno. Izbirame 
0

1
1.n

é ù
ê ú= +ê ú
ë ûe

Toga{ za 

sekoe 
0

n n³  i za sekoj priroden broj p  va`i:  

sin( 1) sin( 2) sin( )
...

( 1)( 2) ( 2)( 3) ( )( 1)n p n

n x n x n p x
S S

n n n n n p n p+

+ + +
- = + + + £

+ + + + + + +
 

1 1 1
...

( 1)( 2) ( 2)( 3) ( )( 1)
1 1 1 1

( 1) 1 1

n n n n n p n p

n n p n n
e

£ + + + =
+ + + + + + +

= - < < <
+ + + +

 

od kade {to sleduva deka dadeniot red konvergira.  

b) Neka  0>e  e proizvolno dadeno. Izbirame 
0

1
1.n

é ù
ê ú= +ê ú
ë ûe

Toga{ za sekoe 

0
n n³  i za sekoj priroden broj p  va`i:  

1 2

2 2 2

2 2 2

cos cos cos
...

( 1) ( 2) ( )
1 1 1

...
( 1) ( 2) ( )

n n n p

n p n

x x x
S S

n n n p

n n n p

+ + +

+ - = + + + £
+ + +

£ + + + <
+ + +

 

1 1 1 1 1 1
...

( 1) ( 1)( 2) ( 1)( )n n n n n p n p n n p n
e< + + + = - < <

+ + + + - + +
  



3.1. Definicija i svojstva na konvergentni redovi  

 123

od kade {to sleduva deka dadeniot red konvergira.  

v) Neka  1 0e³ >  e proizvolno dadeno. Izbirame 
0 2

1
log 1.n

e

é ù
ê ú= +ê ú
ë û

Toga{ za 

sekoe 
0

n n³  i za sekoj priroden broj p  va`i:  

1 2

cos( 1) cos( 2) cos( )
...

2 2 2n p n n n n p

n x n x n p x
S S

+ + + +

+ + +
- = + + + £  

1 2 1

1
1

1 1 1 1 1 1 12... 1
12 2 2 2 2 2 21
2

p

n n n p n n p n
e

+ + + +

- æ ö÷ç ÷£ + + + = = - < <ç ÷ç ÷çè ø-
 

od kade {to sleduva deka dadeniot red konvergira.  

g) Neka  0>e  e proizvolno dadeno. Izbirame 
0

2
1.n

é ù
ê ú= +ê ú
ë ûe

Toga{ za sekoe 

0
n n³  i za sekoj priroden broj p  va`i:  

 
n p n
S S

+
- =  

cos( 1) cos( 2) cos( 2) cos( 3) cos( ) cos( 1)
...

1 2

n x n x n x n x n p x n p x

n n n p

+ - + + - + + - + +
= + + + =

+ + +
 

cos( 1) cos( 2) cos( 3) cos( ) cos( 1)
...

1 ( 1)( 2) ( 2)( 3) ( 1)( ) ( )

n x n x n x n p x n p x

n n n n n n p n p n p

+ + + + + +
= - - - - - £

+ + + + + + - + +

 1 1 1 1 2
...

( 1) ( 1)( 2) ( 1)( )n n n n p n p n p n
£ + + + + < <

+ + + + - + +
e   

od kade {to sleduva deka dadeniot red konvergira. 

3.17.  So pomo{ na Ko{ieviot kriterium doka`i deka redot 
1

1

n n

¥

=
å  divergira.  

Re{enie. Nizata parcijalni sumi na dadeniot red 
1

1
.

n

n
i

S
i=

= å  Neka  
1
.

2
=e  Za 

proizvolno k Î  , stavame .n p k= =  Toga{  

1 1 1 1 1 1 1 1
... ...

1 2 1 2 2 2n p n
S S k

n n n p k k k p k
e

+
- = + + + = + + + ³ = =

+ + + + + +

  

 od kade {to sleduva deka dadeniot red divergira.   
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3.18. So pomo{ na Ko{ieviot kriterium doka`i deka slednive redovi se 

divergentni.     

    a)  
1 1 1 1 1

1 ...
2 3 4 5 6

+ - + + - +           b) 
1 1 1

... ...
1 2 2 3 ( 1)n n

+ + +
⋅ ⋅ +

 

Re{enie. a) Od  

6 3

1 1 1 1 1 1
... ,

3 1 3 2 3 3 6 2 6 1 6n n
S S

n n n n n n
- = + - + + + -

+ + + - -
  

kade {to ( )6n
S  i ( )3n

S  se podnizi na nizata parcijalni sumi na dadeniot red 

dobivame  

6 3

1 1 1 1
...

3 1 3 4 6 2 6 2 6n n

n
S S

n n n n
- > + + + > >

+ + - -
 

 od kade {to zaradi Ko{ieviot kriterium sleduva deka dadeniot red divergira.  

 b) Neka 
1

.
4

=e  Od   

2

1 1 1
...

( 1)( 2) ( 2)( 3) 2 (2 1)
n n
S S

n n n n n n
- = + + + >

+ + + + +
 

1 1 1 1
...

2 3 2 1 4n n n
> + + + ³

+ + +
  

sleduva deka redot divergira. 

3.19. So pomo{ na Ko{ieviot kriterium ispitaj ja konvergencijata redot 

1

,
n

n

a
¥

=
å  ako  , | | 10.

10
n

n nn

d
a d= <            

Re{enie. Neka  0>e  e proizvolno dadeno. Izbirame 
0

1
1 log 1.n
é ù
ê ú= + +ê ú
ë ûe

 

Toga{ za sekoe 
0

n n³  i za sekoj priroden broj p  va`i:  

1 2

1 2 1 2

10 10 10
... ...

10 10 10 10 10 10
n pn n

n p n n n n p n n n p

dd d
S S ++ +

+ + + + + + +
- == + + + < + + + =  

1
10

1 11 9
10 10

1 ( )1 1 1 1 1

110 10 9 10 10

p

n n n n
e

- -

-
= ⋅ < ⋅ = < <

- ⋅
. 

od kade {to sleduva deka dadeniot red konvergira. 
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 3.20. Dali redot 
1
n

n

a
¥

=
å  konvergira, ako 

1 2
lim( ... ) 0,

n n n pn
a a a

+ + +¥
+ + + =  

1,2,....?p =  

Re{enie. Da, bidej}i dadeniot uslov e vsu{nost Ko{ieviot kriterium za 

konvergencija na broen red.  

3.21. Doka`i deka ako redovite 
1
n

n

a
¥

=
å  i 

1
n

n

b
¥

=
å  konvergiraat i ako ,

n n n
a c b£ £   

za sekoe n Î  , toga{ konvergira i redot 
1

.
n

n

c
¥

=
å   

Re{enie. Od uslovot na zada~ata sleduva deka  

1 1 1

,
p p p

n k n k n k
k k k

a c b
+ + +

= = =

£ £å å å  za sekoi ,n p Î  .  

Bidej}i redovite 
1
n

n

a
¥

=
å  i 

1
n

n

b
¥

=
å  konvergiraat, za sekoe 0>e  postojat '

0
n  i ''

0
n  takvi 

{to za sekoe '
0

n n>  i sekoe p Î   va`i 
1

,
p

n k
k

a
+

=

- < <åe e  odnosno za sekoe ''
0

n n>  

i sekoe p Î  , va`i  
1

.
p

n k
k

b
+

=

- < <åe e  

Neka ' ''
0 0 0

max( , ).n n n=  Toga{ za sekoe 
0

n n>  i za sekoe p Î  , va`i 

1

,
p

n k
k

c
+

=

- < <åe e  od kade {to sleduva deka redot  
1
n

n

c
¥

=
å  konvergira.   

3.22. Doka`i deka redot  
1
n

n

a
¥

=
å konvergira ako i samo ako konvergira 

ostatokot na redot, t.e. redot 
1

.
n k

k

a
¥

+
=
å  

Re{enie. Ako  

1 2
...

k k
S a a a= + + +  

 e parcijana suma  na redot 
1
n

n

a
¥

=
å  i  

, 1 2
...

n m n n n m
r a a a

+ + +
= + + +  

e parcijalna suma na redot  
1

,
n k

k

a
¥

+
=
å  toga{  
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, 1 2 1 2 1 2
( ... ... ) ( ... ) .

n m n n n n m n n m n
r a a a a a a a a a S S

+ + + +
= + + + + + + + - + + + = -  

Ako redot 
1
n

n

a
¥

=
å  konvrgira i lim ,

kk
S S

¥
=  od  

,
lim lim( )

n m n m n nm m
r S S S S+¥ ¥

= - = -   

sleduva deka ostatokot 
1
n k

k

a
¥

+
=
å  konvergira i ima suma .

n
S S-    

 Obratno, ako redot 
1
n k

k

a
¥

+
=
å  konvergira i 

,
lim ,

n m nm
r r

¥
=  toga{  zaradi   

,
lim lim( )

n m n m n n nm m
S r S r S

+¥ ¥
= + = +  

  sleduva deka redot 
1
n

n

a
¥

=
å  konvergira i ima suma .

n n
r S+  

3.23. Doka`i deka ako lim 0,
nn

na a
¥

= ¹  toga{ redot 
1
n

n

a
¥

=
å divergira.  

Re{enie. Od definicijata na konvergentna niza imame deka za sekoe 0,>e  

0 ,a< <e  postoi 
0
n  taka {to za sekoe 

0
n n>  i za sekoe p Î   va`i 

neravenstvoto  

( ) ,
m n

a m n a a+- < + < +e e  1,2,..., ,m p=   

odnosno  

.
m n

a a
a

m n m n+

- +
< <

+ +
e e

 

 So sumirawe na ovie neravenstva po m  od 1  do ,p  dobivame  

( ) ( )
1 1 1

1 1
.

p p p

m n
m m m

a a a
m n m n+

= = =

- < < +
+ +å å åe e  

Bidej}i harmoniskiot red divergira  divergira i negoviot ostatok, odnosno 

1

1
lim .

p

p
m m n¥
=

= +¥
+å  

 Spored toa dadeniot red divergira.  
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3.2. Redovi so nenegativni ~lenovi  

 

 

 Redot 
1
n

n

a
¥

=
å se vika red so nenegativni ~lenovi ako 0,

n
a ³  za sekoe n Î  .  

 1. Redot 
1
n

n

a
¥

=
å so nenegativni ~lenovi  konvergira ako i samo ako nizata 

parcijalni sumi 
1

n

n k
k

S a
=

= å  e ograni~ena od gore, odnosno postoi realen broj 

0M >  taka {to ,
n
S M£  za sekoe n Î  .   

 2. (Kriterium na sporeduvawe) Neka 
1
n

n

a
¥

=
å  i 

1
n

n

b
¥

=
å se redovi so nenegativni 

~lenovi. Toga{ to~ni se slednive tvrdewa.  

 a) Ako ,
n n
a b£ za sekoe 

0
,n n> toga{ od konvergencijata na redot 

1
n

n

b
¥

=
å  

sleduva konvergencija na redot 
1

,
n

n

a
¥

=
å  dodeka od divergencija na redot 

1
n

n

a
¥

=
å  

sleduva divergencija na redot 
1

.
n

n

b
¥

=
å  

 b) Neka , 0
n n
a b >  za sekoe n Î   i neka lim .n

n
n

a
k

b¥
=   

Ako 0 ,k< < +¥  toga{ redovite 
1
n

n

a
¥

=
å  i 

1
n

n

b
¥

=
å se ekvikonvergentni, odnosno 

konvergiraat ili divergiraat istovremeno.  

 Ako 0k =   toga{ od konvergencijata na redot 
1
n

n

b
¥

=
å  sleduva konvergencija 

na 
1
n

n

a
¥

=
å . 

 Ako k = ¥   toga{ od divergencijata na redot 
1
n

n

b
¥

=
å  sleduva divergencija na 

1
n

n

a
¥

=
å . 
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  3. (Dalamberov kriterium) Ako za redot 
1
n

n

a
¥

=
å ( 0

n
a > ) va`i  

1lim n

n
n

a

a
+

¥
= l  

toga{ za 1<l  redot konvergira, a za 1>l  redot divergira. Ako 1=l  

kriteriumot ne dava odgovor.  

 4. (Ko{iev kriterium) Ako za redot 
1
n

n

a
¥

=
å ( 0

n
a > ) va`i  

lim n
nn
a

¥
= l  

toga{ za 1<l  redot konvergira, a za 1>l  redot divergira. Ako 1=l  

kriteriumot ne dava odgovor.  

5. (Rabeov kriterium) Ako za redot 
1
n

n

a
¥

=
å ( 0

n
a > ) va`i  

1

lim 1n

n
n

a
n
a¥

+

æ ö÷ç ÷ç - =÷ç ÷ç ÷çè ø
l  

toga{ za 1>l  redot konvergira, a za 1<l  redot divergira. Ako 1=l  

kriteriumot ne dava odgovor.  

6. (Kumerov kriterium) Neka e daden redot 
1
n

n

a
¥

=
å ( 0

n
a > ). Ako postoi niza 

pozitivni realni broevi ( )nb  taka {to redot 
1

1

n n
b

¥

=
å  divergira i ako { }n n N

k
Î

 e niza 

realni broevi takva {to  

1
1

n
n n n

n

a
k b b

a +
+

= -  

 toga{ za 0,
n
k ³ >d  (za sekoe 

0
)n n> redot konvergira, a za 0

n
k £  redot 

divergira.  

7. (Integralen kriterium) Ako funkcijata f  e neprekinata, nenegativna i 

monotono opa|a~ka za 1,x ³  i ( )lim 0
x
f x

¥
= , toga{  redot 

1

( )
n

f n
¥

=
å  konvergira ili 

divergira istovremeno so nesvojstveniot integral 

1

( ) .f x dx
¥

ò   
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 3.24. Ispitaj ja konvergencijata na redot 
1

,
n

n

a
¥

=
å  ako:  

                  a) 
2cos

;
( 1)n

n
a

n n
=

+
                                                b) 

2sin 2
.

( 1)( 2)n

n
a

n n
=

+ +
 

 Re{enie. a) Od neravenstvoto   

2cos 1 1 1

( 1) ( 1) 1

k

k k k k k k
£ = -

+ + +
 

dobivame nizata parcijalni sumi na dadeniot red e ograni~ena, odnosno   

2

1 1

cos 1 1 1
1 1

( 1) 1 1

n n

k k

k

k k k k n= =

æ ö÷ç ÷£ - = - <ç ÷ç ÷ç+ + +è ø
å å  

od kade {to sleduva deka dadeniot red konvergira.  

 b) Dadeniot red konvergira bidej}i nizata parcijalni sumi  e ograni~ena od 

gore, odnosno 

4

1 1

sin 2 1 1 1
1 1.

( 1)( 2) 1 2 2

n n

n k

k

k k k k n= =

æ ö÷ç ÷£ - = - <ç ÷ç ÷ç+ + + + +è ø
å å  

 

 3.25. Doka`i deka ako redot  
1

,
n

n

a
¥

=
å  0

n
a ³  konvergira, toga{ konvergira 

redot 2

1

.
n

n

a
¥

=
å  Dali va`i obratnoto? 

 Re{enie. Neka  
n
A  i 

n
B  se nizite parcijalni sumi  na redovite  2

1
n

n

a
¥

=
å  i 

1

,
n

n

a
¥

=
å  

soodvetno. Ako nizata ( )nB   konvergita, taa e ograni~ena, pa  

2 2 2 2 2
1 2 1 2

... ( ... )
n n n n
A a a a a a a B M= + + + < + + + = £ , za sekoj n , 

od kade {to sleduva deka nizata parcijalni sumi ( )nA  na redot  2

1
n

n

a
¥

=
å  e 

ograni~ena od gore. Toga{ redot  2

1
n

n

a
¥

=
å  konvergira. 

Obratnoto ne va`i. Taka na primer redot  
2

1

1

n n

¥

=
å   konvergira, dodeka redot 

1

1

n n

¥

=
å   divergira.  
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3.26. Doka`i deka ako redovite 2

1
n

n

a
¥

=
å  i 2

1
n

n

b
¥

=
å  konvergiraat, toga{  

konvergiraat i redovite   
1

,
n n

n

a b
¥

=
å   ( )2

1
n n

n

a b
¥

=

+å  i  
1

.n

n

a

n

¥

=
å  

 Re{enie. Od neravenstvoto  

2 21
| | ( )

2n n n n
a b a b£ +  

zaradi ograni~enosta na nizite od parcijalni sumi na redovite 2

1
n

n

a
¥

=
å  i 2

1
n

n

b
¥

=
å  

dobivame  

2 2

1 1 1

1
| |

2

n n n

k k k k
k k k

a b a b M
= = =

æ ö÷ç ÷£ + £ç ÷ç ÷çè ø
å å å , za sekoj n ,   

od kade {to mo`e da zaklu~ime deka redot 
1

| |
k k

k

a b
¥

=
å  konvergira.  

 Specijalno, za 
1

n
b

n
=  dobivame deka redot 

1

| |
k

k

a

k

¥

=
å  konvergira.  

 Ponatamu, od  

2 2 2
1 2 3

1 1 1 1

( ) 2 | | 2
n n n n

k k k k k k
k k k k

a b a a b b M M M M
= = = =

+ = + + £ + + =å å å å , za sekoj n , 

sleduva deka redot 2

1

( )
n n

n

a b
¥

=

+å  konvergira.  

 

3.27. So primena na kriteriumot na sporeduvawe ispitaj ja konvergencijata 

na redot 
1

,
n

n

a
¥

=
å ako :  

       a) 
3

5 3( 1)
;

2

n

n n
a

+

+ -
=                        b) 

2

1
;

n

n
a

n

+
=                        v) 

1
;

4 7
n n
a =

+
      

       g) 
2sin 3

;
2n n

n
a =                            d) 

5 10

cos
4

;
1

n

n
a

n

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
=

+

p

                |) tg ;
n
a

n

æ ö÷ç ÷= ç ÷ç ÷çè ø

p
    

       e) 1 cos ;
3n n

a
æ öæ ö÷ç ÷ç ÷÷ç= - ç ÷÷ç ç ÷÷ç ÷ç è øè ø

p
                `) 

2

1
;

2 cosn n
a

n
=

+
      

Re{enie. a) Bidej}i za sekoe n Î  , 2 5 3( 1) 8,n£ + - £  sleduva deka  
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2 3

5 3( 1)1 1
0 .

2 2 2

n

n n n+ +

+ -
< £ £  

 Toga{ od konvergencijata na redot  
1

1

2nn

¥

=
å  sleduva konvergencija na redot  

3
1

5 3( 1)
.

2

n

n
n

¥

+
=

+ -å  

b) Zaradi neravenstvoto  

2

1 1n

nn

+
>   

od divergencijata na redot  
1

1

n n

¥

=
å  sleduva divergencija na redot 

2
1

1
.

n

n

n

¥

=

+å  

v) Zaradi  neravenstvoto  

1 1 1

24 7 4
nn n

£ =
+

 

 od konvergencijata na redot 
1

1

2nn

¥

=
å  sleduva konvergencija na redot 

1

1
.

4 7n
n

¥

= +
å  

g) Za op{tiot ~len na dadeniot red va`i  

2sin 3 1
0 .

2 2n n

n
£ £  

Toga{ od konvergencijata na redot 
1

1

2nn

¥

=
å  sleduva konvergencija na dadeniot red.  

d) Od neravenstvoto  

25 10

cos
4 1

1

n

nn

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
£

+

p

 

bidej}i  redot 
2

1

1

n n

¥

=
å  konvergira, sleduva deka dadeniot red konvergira. 

Da zabele`ime deka 
5 10

cos
4

0
1

n

n

pæ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
>

+
, za sekoj n , bidej}i 0

4 4n

p p
< £  za sekoj n Î   . 

|) Dadeniot red divergira bidej}i 
1

tg .
n n

æ ö÷ç ÷ >ç ÷ç ÷çè ø

p
 

e) Zaradi neravenstvoto   
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2 2
2 1

1 cos 2 sin 2
23 2 3 2 3 9n n n n

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷- = £ = ⋅ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç⋅ ⋅è ø è ø è ø

p p p p
  

sleduva deka dadeniot red kovergira, bidej}i konvergira redot 
1

1
.

9nn

¥

=
å  

`) Spored kriteriumot za sporeduvawe, od  

2

1 1

2 cos 2n nn
£

+
 

sleduva deka razgleduvaniot  red konvergira. 

3.28. Ispitaj ja konvergencijata na redot 
1

,
n

n

a
¥

=
å ako :  

a) 
4

2
;

3 ln ( 1)

n

n n

e n
a

n

+
=

+ +
           b) 

2

6 2

2 5 1
;

3 2
n

n n
a

n n

+ +
=

+ +
        v) 

2

1
ln 1 .

n
a

n

æ ö÷ç ÷= +ç ÷ç ÷çè ø
 

 Re{enie. a) Zaradi  

   

4

23 ln ( 1)
lim 1

3

n

n

nn

n

e n

n

e¥

+
+ +

=   

i konvergencijata na redot 
1 3

n

n

e¥

=

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
å  sleduva deka dadeniot red konvergira.  

 b) Bidej}i  

2

6 2

2 5 1

3 2lim 1
2n

n n

n n

n

¥

+ +

+ + =  

 i od toa {to redot 
1

2

n n

¥

=
å  divergira sleduva divergencija na dadeniot red.  

v) Od  

2

2

1
ln 1

lim 1
1n

n

n

¥

æ ö÷ç ÷+ç ÷ç ÷çè ø
=  

sleduva deka redovite 
2

1

1
ln 1

n n

¥

=

æ ö÷ç ÷+ç ÷ç ÷çè ø
å  i 

2
1

1

n n

¥

=
å  se ekvikonvergentni.  Bidej}i redot   
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2
1

1

n n

¥

=
å  konvergira sleduva deka i dadeniot red konvergira. 

 

3.29. So pomo{ na Dalamberoviot kriterium ispitaj ja konvergencijata na 

redot 
1

,
n

n

a
¥

=
å ako :  

   a)  
3

;
3n n

n
a =                                 b) 

2

2
;

n

n
a

n n
=

+
                     v) 

4

;
4 1n n

n
a =

+
         

                 g) 
4 7 10 (3 4)

;
2 6 10 (4 2)n

n
a

n

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +
=

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +
      d) ;

!

n

n

n
a

n
=                           |) 

2

!
;

2n n

n
a

n
=

⋅
              

         e) 3 sin ;
3n n

a n=
p

                       `) 
1

tg ;
2n n

a n
+

=
p

                 z) ,
!

n

n

a
a

n
=  0;a >     

   y) 
3 !

;
n

n n

n
a

n
=                               i) 

2

2( !)
;

2
n n

n
a =                        j) 

(2 1)!!
.

3 !n n

n
a

n

+
=  

Re{enie. a) Od  

3

3
1

1

3

( 1)
1 1 13lim lim lim 1 1
3 3

3

n
n

n n n
n

n

n
a

a nn

+
+

¥ ¥ ¥

+
æ ö÷ç ÷= = + = <ç ÷ç ÷çè ø

 

sleduva deka dadeniot red konvergira.  

b) Zaradi  

1

2 2
1

2

2

2

( 1) ( 1)
lim lim 2 lim 2 1

2 3 2

n

n

nn n n
n

a n n n n

a n n

n n

+

+

¥ ¥ ¥

+ + + +
= = = >

+ +
+

 

dadeniot red divergira.   

v) Zaradi  

4

4
1

1

4

( 1)
1 4 1 14 1lim lim lim 1 1

44 4 1

4 1

nn
n

nn n n
n

n

n
a

a nn

+
+

¥ ¥ ¥

+
æ ö ++ ÷ç ÷= = + ⋅ = <ç ÷ç ÷ç ⋅ +è ø

+

 

redot konvergira.  

g) Redot konvergira bidej}i  



III. Brojni redovi 

 134

4 7 10 (3 4)(3 7)
2 6 10 (4 2)(4 6) 3 7 3

lim lim 1.
4 7 10 (3 4) 4 6 4
2 6 10 (4 2)

n n

n n
n n n

n n
n

¥ ¥

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + +
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + + +

= = <
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + +
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +

 

d) Zaradi  

1

1

( 1)
( 1)! 1

lim lim lim 1 1

!

n

n

n

nn n n
n

n
a n

e
a nn

n

+

+

¥ ¥ ¥

+
æ ö+ ÷ç ÷= = + = >ç ÷ç ÷çè ø

 

dadeniot red divergira.  

|) Dadeniot red divergira bidej}i  

2 1 2
1

2

( 1)!

( 1) 2
lim lim lim .

! 2( 1)

2

n
n

n n n
n

n

n
a n n

a n n

n

+
+

¥ ¥ ¥

+
+ ⋅

= = = +¥
+

⋅

 

e) Od  

1 1

33

1 3 3
3

33

( 1) sin sin1 1
lim lim lim 1 1

sin 3sin

n n

nn

n

n n n
n

na

a nn

+ ++

¥ ¥ ¥

+ æ ö÷ç ÷= = + = <ç ÷ç ÷çè ø

p p

pp
 

sleduva deka dadeniot red konvergira.   

`) Zaradi  

2 2

1 1

1 2 2

2 2

( 1) tg tg1 1
lim lim lim 1 1

tg tg 2

n n

n n

n

n n n
n

na

a n n

p p

p p

+ +

+ +

+

¥ ¥ ¥

+ æ ö÷ç ÷= = + = <ç ÷ç ÷çè ø
 

redot konvergira.  

z) Redot  konvergira bidej}i  

1

1 ( 1)!
lim lim lim 0 1.

( 1)

!

n

n

nn n n
n

a
a n a

a na
n

+

+

¥ ¥ ¥

+
= = = <

+
 

y) Od  

1

1
1

3 ( 1)!

( 1) 1 3
lim lim 3 lim 1

3 ! 1
1

n

n
n

n nn n n
n

n

n
a n

a en

n n

+

+
+

¥ ¥ ¥

+
+

= = = >
æ ö÷ç ÷+ç ÷ç ÷çè ø

 

sleduva deka dadeniot red divergira.  
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i)  Dadeniot red konvergira bidej}i  

( )2

2

2
2

( 1)
1

2 2 1

(( 1)!)
12lim lim lim 0.

( !) 2

2

n
n

nn n n
n

n

n
na

a n

+
+

+¥ ¥ ¥

+
+

= = =  

j) Zaradi  

1
1

(2 3)!!

3 ( 1)! 1 2 3 2
lim lim lim 1

(2 1)!! 3 1 3

3 !

n
n

n n n
n

n

n
a n n

a n n

n

+
+

¥ ¥ ¥

+
+ +

= = = <
+ +

 

spored kriteriumot  na Dalamber sleduva deka dadeniot red konvergira. 

 

3.30. So pomo{ na kriteriumot na Ko{i ispitaj ja konvergencijata na redot 

1

,
n

n

a
¥

=
å ako :  

   a) 5 3 2
;

4 3

n

n

n
a n

n

æ ö+ ÷ç ÷= ç ÷ç ÷ç +è ø
       b) 

2

3 2
;

5 3

n n

n

n n
a

n n

æ ö æ ö+÷ ÷ç ç÷ ÷= ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç+ +è ø è ø
        v) 

2

;
2

n

n

n
a

n

æ ö÷ç ÷= ç ÷ç ÷ç +è ø
 

   g) ;
2 1

n

n

n
a

n

æ ö÷ç ÷= ç ÷ç ÷ç +è ø
             d) 

( 1)
1

;
1

n n

n

n
a

n

-æ ö- ÷ç ÷= ç ÷ç ÷ç +è ø
                   |) 

28
;

5

n

n n
a

+

=     

   e) 

( 1)

;
2

n n

n

n
a

n

+æ ö÷ç ÷= ç ÷ç ÷ç +è ø
        `) 

2

1
2 ;

n

n
n

n
a

n
-

æ ö+ ÷ç ÷= ç ÷ç ÷çè ø
               z) 

1
arctg ;n

n
a

n
=            

   y) 
2 1

ln ;n
n

n
a

n

+
=              i) 

3
2

2
;

3

n

n

n
a

n

æ ö÷+ç ÷ç= ÷ç ÷ç ÷÷ç +è ø
               j)

3 3 1
1

.
1

n n

n

n
a

n

+ +æ ö- ÷ç ÷= ç ÷ç ÷ç +è ø
 

Re{enie. a) Od  

5 53 2 3 2 3
lim lim lim 1

4 3 4 3 4

n n

nn n
n n n

n n
n n

n n¥ ¥ ¥

æ ö æ ö+ +÷ ÷ç ç÷ ÷= = <ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç+ +è ø è ø
 

 sleduva deka dadeniot red konvergira.  

b) Redot divergira bidej}i  

2 2
13 2 3 3

lim lim 1.
5 3 5 3

1

n

n n

n

n n

n n n n
n n n e

n

¥ ¥

æ ö÷ç ÷+ç ÷æ ö æ ö ç+ ÷÷ ÷ç ç ç ÷÷ ÷ = = >ç ç ç ÷÷ ÷ç ç ç ÷÷ ÷ç ç+ + +è ø è ø ÷ç ÷ç + ÷ç ÷çè ø
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v) Zaradi   

2

2

1
lim lim 1

2 2

n n

n
n n

n n

n n e¥ ¥

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷= = <ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç+ +è ø è ø
 

dobivame deka redot konvergira.  

g) Dadeniot red konvergira bidej}i  

1
lim lim 1.

2 1 2 1 2

n

n
n n

n n

n n¥ ¥

æ ö÷ç ÷ = = <ç ÷ç ÷ç + +è ø
 

d)  Od  

( 1) 1 1

2

1 1 2 1
lim lim lim 1 1

1 1 1

n n n n

n
n n n

n n

n n n e

- - -

¥ ¥ ¥

æ ö æ ö æ ö- -÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷= = - = <ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç+ + +è ø è ø è ø
 

zaklu~uvame deka dadeniot red konvergira.  

|) Zaradi  

28 8 8
lim lim 64 1

5 55

n
nn

nn n

+

¥ ¥
= = >  

sleduva deka dadeniot red divergira.  

e) Bidej}i  

( 1) 1

2

1
lim lim 1

2 2

n n n

n
n n

n n

n n e

+ +

¥ ¥

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷= = <ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç+ +è ø è ø
 

 dadeniot red konvergira.   

`) Dadeniot red divergira bidej}i  

2

1 1 1
lim 2 lim 1.

2 2

n n

nn
n n

n n e

n n
-

¥ ¥

æ ö æ ö+ +÷ ÷ç ç÷ ÷= = >ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
 

z) Granicata   

1 1
lim arctg lim arctg 0 1nn

n nn n¥ ¥
= = <  

od kade {to spored Ko{ieviot kriterium zaklu~uvame deka dadeniot red 

konvergira.  

y) Redot konvergira bidej}i  

2 1 2 1
lim ln lim ln ln2 1.nn

n n

n n

n n¥ ¥

+ +
= = <  
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i) Od  

3
2

3

3

1
1

2 2 13lim lim lim 1
3 3 1

1
3

n

n n

n

n n n

n n n
en n

n

+

¥ ¥ ¥

æ ö÷ç ÷-ç ÷çæ ö æ ö ÷÷ç÷ ÷ è ø+ +ç ç +÷ ÷ç ç= = = <÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç ç æ ö+ +è ø è ø ÷ç ÷-ç ÷ç ÷÷çè ø+

 

dobivame deka dadeniot red konvergira.  

j) Redot konvergira bidej}i  

3

3

3 1

3 1
1 1

lim lim 1 0 1
1 1

2

n n

n
n n

n

n n

n

n n

+ +

+ +

¥ ¥

æ ö÷ç ÷ç ÷æ ö ç- ÷÷ç ç ÷÷ = - = <ç ç ÷÷ç ç ÷÷ç + +è ø ÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

. 

 

3.31. Doka`i deka ako  

lim sup ,n
n

n
a q

¥
=  0

n
a ³   

toga{ za 1q <  redot 
1
n

n

a
¥

=
å konvergira, a za 1q >  redot divergira.   

Re{enie. Neka 1.q < Od uslovot vo zada~ata imame deka za 0 1 q< < -e  

postoi 
0
n Î  , taka {to  

0 ( )i
i
a q£ < + e  kade {to 

0 0 1
, ,...,i n n n+=  i 1.q + <e   

Bidej}i redot 
1

( )n

n

q
¥

=

+å e  konvergira, od kriteriumot za sporeduvawe sleduva 

deka i redot 
1
n

n

a
¥

=
å  konvergira. 

Neka 1.q > Toga{ za izbrano 0 1q< < -e  postoi m Î  , taka {to za sekoe 

k m> va`i 

1

1
( ) ,m

m

n

n
a q +

+ > - e  
2

2
( ) ,..., ( ) ,m k

m k

n n

n n
a q a q+

+ > - > -e e  za 1.q - <e   

Spored toa op{tiot ~len na redot 
1
n

n

a
¥

=
å  ne te`i kon nula od kade {to 

zaklu~uvame deka redot divergira. 
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3.32. Ispitaj ja konvergencijata na slednive redovi: 

 a) 
3

1

( 2 ( 1) )
;

3

n n

n
n

n¥

=

+ -å                       b) 

2 ln

1

1 cos
.

2 cos

n n

n

n

n

-¥

=

æ ö+ ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç +è ø
å  

 Re{enie. a) So primena na zada~a 3.31 dobivame  

2 3 2 223

2 2

( 2 ) ( 2 ( 1) )( 2 ( 1) ) 2 1
lim sup lim 1

33 3

k k kkn n
n

n kk kn

kn
¥¥

+ -+ - +
= = <   

od kade {to sleduva deka dadeniot red konvergira. 

  b) So primena na zada~a 3.31 dobivame  

ln2 ln 2
1 cos 1 cos 4

lim sup lim sup 1
2 cos 2 cos 9

n
n

n n

n
nn

n n

n n

- -

¥¥

æ ö æ ö+ +÷ ÷ç ç÷ ÷= = <ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç+ +è ø è ø
  

od kade {to sleduva deka dadeniot red konvergira. 

 

3.33. So pomo{ na Rabeoviot kriterium da se ispita konvergencijata na 

redot 
1

,
n

n

a
¥

=
å ako :  

  a)   
(2 1)!!

;
(2 )!!n

n
a

n

-
=                                 б) 

(2 1)!! 1
;

(2 )!! 2 1n

n
a

n n

-
= ⋅

+
                 

  в)  
!

,
( 2)( 3) ( 1)

n

n
a

a a a n
=

+ + ⋅⋅⋅ + +
0;a >  

 

  г) 
ln 2 ln 3 ln( 1)

,
ln(2 ) ln(3 ) ln( 1 )n

n
a

a a n a

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ +
=

+ ⋅ + ⋅⋅ ⋅ + +
0;a >                 

Re{enie.  а) Zaradi 

(2 1)!!
(2 )!! 2 2 1

lim 1 lim 1 1
(2 1)!! 2 1 2
(2 2)!!

n n

n
n n

n n
n n
n

¥ ¥

æ ö- ÷ç ÷ç ÷ç æ ö÷ +ç ÷ ÷çç ÷ ÷- = - = <çç ÷ ÷ç÷ç ÷ç+ +è ø÷ç ÷ç ÷ç ÷ç +è ø

 

spored Rabeoviot kriterium mo`e da zaklu~ime deka dadeniot red divergira. 

б) Bidej}i  

2

(2 1)!! 1
(2 )!! 2 1 (2 2)(2 3) 3

lim 1 lim 1 1
(2 1)!! 21 (2 1)
(2 2)!! 2 3

n n

n
n n n n

n n
n n
n n

¥ ¥

æ ö- ÷ç ÷⋅ç ÷ç æ ö÷+ + +ç ÷÷ çç ÷÷ ç- = - = >÷ç ÷ ç ÷÷ç ÷ç+ +è ø÷ç ÷ç ⋅ ÷ç ÷ç + +è ø
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spored Rabeoviot kriterium zaklu~uvame deka dadeniot red konvergira.  

в) Od  

!

( 2)( 3) ( 1) 2 1
lim 1 lim

( 1)! 1

( 2)( 3) ( 1)( 2)

n n

n

a a a n a n n
n n

n n

a a a n a n

¥ ¥

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç æ ö÷ç ÷ ÷+ + ⋅⋅ ⋅ + + + + - +çç ÷ ÷ç- = = ¥÷ç ÷ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ÷ç+ +÷ è øç ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç + + ⋅⋅ ⋅ ⋅ + + + +è ø
 

 sleduva deka dadeniot red konvergira.   

г) Zaradi  

ln 2 ln 3 ln( 1)
ln(2 ) ln(3 ) ln( 1 )

lim 1
ln2 ln 3 ln( 1) ln( 2)

ln(2 ) ln(3 ) ln( 1 ) ln( 2 )
ln( 2 ) ln( 2)

lim 0
ln( 2)

n

n

n
a a n a

n
n n

a a n a n a
n a n

n
n

¥

¥

æ ö⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ÷ç ÷ç ÷ç ÷+ ⋅ + ⋅⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + +ç ÷ç ÷- =ç ÷÷ç ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ + ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç + ⋅ + ⋅⋅ ⋅ ⋅ + + ⋅ + +è ø
æ ö+ + - + ÷ç ÷= =ç ÷ç ÷ç +è ø

 

zaklu~uvame deka dadeniot red divergira.  

 

3.34. So primena na Kumeroviot kriterium da se ispita konvergenvijata na 

redot 
1

1
,

p
n n

¥

=
å  0.p >  

Re{enie. Stavaj}i vo Kumeroviot kriterium ,
n
b n=  go dobivame redot 

1

1

n n

¥

=
å  

koj divergira. Ponatamu od  

1
1

1
1

p

n

n
k

n

æ ö÷ç ÷+ç ÷ç ÷çè ø
= -  

dobivame deka  

lim 1.
nn
k p

¥
= -  

Spored toa redot konvergira za 1 0,p- >  odnosno 1.p >  Ako 1p <  redot 

divergira.  
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3.35. Ispitaj ja konvergencijata na redot 
1

,
n

n

a
¥

=
å  ako :  

   a) 
2

1 1
sin ;

n
a

nn
=                          b) 

1
,

ln
n
a

n n
=   2;n ³    

   v)  
2

arctg
;

1n

n
a

n
=

+
                         g) 

2

2 ;
n

n
a ne

-
=    

   d) 
1

;
n
a

n
=

a
                                 |) 

1
,

lnn
a

n n
=

b
2;n ³           

  e) 
1

,
ln ln lnn

a
n n n

=
⋅ ⋅

3;n ³     ж) 
1

1
,

ln (ln ln )n
a

n n n +
=

⋅ a
3.n ³  

Re{enie.  

a) Bidej}i  funkcijata 
2

1 1
( ) sinf x

xx

æ ö÷ç ÷= ç ÷ç ÷çè ø
 e nenegativna,  monotono opa|a~ka na 

intervalot )1,é +¥êë  i  ( )lim 0
x
f x

¥
=  sleduva 

1

2
1 0

1 1
sin sin 1 cos1dx tdt
xx

¥ æ ö÷ç ÷ = = -ç ÷ç ÷çè øò ò   

zaklu~uvame deka redot konvergira.  

b) Funkcijata 
1

( )
ln

f x
x x

=  e nenegativna i monotono opa|a na intervalot 

)2,é +¥êë  i ( )lim 0
x
f x

¥
= .  Od  

2 ln 2 ln 2

1 2
2

ln

t
dx dt dt

tx x

¥ +¥ +¥

= = = +¥ò ò ò   

sleduva deka redot divergira.  

v) Dadeniot red konvergira bidej}i  

2 2 2
2

2 1
1

arctg 1 1 3
arctg

2 2 4 16 321

x
dx x

x

+¥
+¥ æ ö÷ç ÷ç= = - = < +¥÷ç ÷÷ç+ è øò

p p p
  

kade {to 
2

arctg
( )

1

x
f x

x
=

+
 e nenegativna i monotono opa|a~ka funkcija na 

intervalot  )1,é +¥êë  i ( )lim 0
x
f x

¥
= . 
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 г) Dadeniot red konvergira bidej}i funkcijata 

2

2( )
x

f x xe
-

=    e nenegativna i 

monotono opa|a~ka na intervalot )1,é +¥êë  i ( )lim 0
x
f x

¥
=  i 

 

2 1

2 2

1 1

2

.
x

txe dx e dx e
¥ -¥

- -

-

= = < +¥ò ò  

 д) Za 0>a  funkcijata 
1

( )f x
x

=
a

 e nenegativna i monotono opa|a~ka na 

intervalot )1,é +¥êë  i ( )lim 0
x
f x

¥
= . Integralot  

 

1

dx

x

+¥

ò a
 

 konvergira za 1>a  i divergira za 0 1.< £a  Spored toa redot 
1

1

n n

¥

=
å a

 konvergira 

za 1>a  i divergira za 0 1.< £a    

Ako 0,£a  redot 
1

1

n n

¥

=
å a

 divergira,  bidej}i 
1

lim lim 0.
nn n
a

n¥ ¥
= ¹

a
 

Zna~i redot 
1

1

n n

¥

=
å a

 konvergira za 1>a  i divergira za 1.£a  

ѓ) Funkcijata 
1

( )
ln

f x
x x

=
b

 e nenegativna na intervalot )2,é +¥êë  i 

( )lim 0
x
f x

¥
= . Nejziniot izvod '

2 1

ln
( ) .

ln

x
f x

x x+

+
= -

b

b
 Ako ln 0,x + >b  odnosno 

,x e-> b  toga{ ( ) 0.f x¢ <  Spored toa funkcijata monotono opa|a na 

razgleduvaniot segment. Ponatamu  

2 ln 2ln

dx dt

x x t

+¥ +¥

= < +¥ò òb b
  

od kade {to sleduva deka dadeniot red konvergira.  

е) Funkcijata 
1

( )
ln ln ln

f x
x x x

=  e nenegativna i monotono opa|a~ka na 

intervalot )3,é +¥êë  i ( )lim 0
x
f x

¥
= . Od  

3 ln ln 3
ln ln ln

dx dt

x x x t

+¥ +¥

= = +¥ò ò  

sleduva deka dadeniot red divergira. 
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ж) Od  

1 1
3 ln ln 3ln (ln ln )

dx dt

x x x t

+¥ +¥

+ +
= < +¥ò òa a

 

sleduva deka dadeniot red konvergira za 0a > . 

Redot divergira za 0a £  .  

3.36. Doka`i deka redot 
1

,
n

n

a
¥

=
å 0

n
a >  konvergira ako postoi 0>a  taka {to 

1ln
1 ,

ln
n
a

n

-

³ + a  za 
0
,n n³  a divergira ako 

1ln
1,

ln
n
a

n

-

£  za 
0
.n n³  

Re{enie. Od uslovite vo zada~ata gi dobivame neravenstvata  

1

1
0 ,

n
a

n +
< £

a
 za 

0
,n n³  i 

1
n
a

n
³  za 

0
.n n³  

Spored kriteriumot za sporeduvawe vo prviot slu~aj redot konvergira ako 0,>a  

a vo vtoriot slu~aj redot divergira. 

3.37. Ispitaj ja konvergencijata na redot 
3
n

n

a
¥

=
å ako:  

   a) 
ln

1
,

(ln(ln ))n n
a

n
=  2;n >                      b) 

ln(ln )

1
,

(ln )n n
a

n
=  2.n >  

Re{enie. a) Od  

1 lnln ln(ln(ln )
ln(ln(ln )) 1,1

ln ln

n
n
a n

n
n n

-

= = >  za exp(exp(exp1,1))n >   

i od prethodnata zada~a sleduva deka redot konvergira. 

b)  Bidej}i 

1 2ln (ln(ln ))
lim lim 0

ln ln
n

n n

a n

n n

-

¥ ¥
= =  sleduva deka  

1 2ln (ln(ln ))
1

ln ln
n
a n

n n

-

= £  za dovolno golemo n , pa dadeniot red divergira 

(spored prethodnata zada~a).   

 

3.38. So kombinirana primena na razni kriteriumi da se ispita 

konvergencijata na slednite redovi:  

    a) 
2

4
1

1
;

1n

n n

n n

¥

=

+ +

+ +
å                   b) 

2
3

1
;

( 1)lnn n n

¥

= +
å                  v)  

2
2

1
;

(3 2)lnn n n

¥

= +
å   
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    g) 
4

4
1

;
ln ( 1)n

n

n

¥

= +
å                   d) 

2 2
1

;
2 lnn

n

n

n n

¥

= +
å                 |) 

2
1

sin .
1n n

¥

=

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç +è ø
å p

                    

Re{enie. a) Od  

2

4

2

1

1lim 1
1n

n n

n n

n

¥

+ +
+ + =  

sleduva deka dadenot red i redot 
2

1

1

n n

¥

=
å  se ekvikonvergentni.  Bidej}i redot 

2
1

1

n n

¥

=
å  e konvergenten sleduva deka i dadeniot red e konvergenten.  

b) Bidej}i  

2 2

1 1

( 1)lnn
a

n n n
= <

+
 

 i redot 
2

3

1

n n

¥

=
å  konvergira zaklu~uvame deka dadeniot red konvergira.  

 

v)  Od  

2 2

1 1

(3 2)ln lnn
a

n n n n
= <

+
 

sleduva deka dadenot red konvergira bidej}i spored zada~a 3.35. |) konvergira 

redot  
2

1

1
.

lnn n n

¥

=
å  

g) Dadeniot red divergira bidej}i  

4

4
lim lim

ln ( 1)nn n

n
a

n¥ ¥
= = +¥

+
. 

d) Bidej}i  

2 22 22 ln 2
n nn n

n n n
a

n n
= < £

+
 

i redot 
1 2nn

n¥

=
å  konvergira zaklu~uvame deka dadeniot red konvergira.  

|) Bidej}i 
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2

2

sin
1

lim 1

1

n

n

n

¥

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç +è ø
=

+

p

p
 

 i redot 
2

1 1n n

¥

= +
å p

 konvergira zaklu~uvame deka dadeniot red konvergira.   

 

3.39. Ispitaj ja konvergencijata na slednive redovi:  

   a) 
1

1
, 0;

1 n
n

a
a

¥

=

>
+

å                    b) 
2

1

( !)
;

(2 )!n

n

n

¥

=
å                          v) 

1

1
;

( 1)n n n

¥

= +
å  

   g) 
2

1

1
;

( 1)n n n

¥

= +
å                        d) 

2

1
, 0;

(ln )pn

p
n

¥

=

>å            |) 
1

!
;

n
n

n

n

¥

=
å  

   e) 
ln

2

1
;

(ln ) n
n n

¥

=
å                           `) 

ln
3

1
;

(ln ln ) n
n n

¥

=
å                 z) 

3

1
.

ln( !)n n

¥

=
å  

Re{enie. a) Za 1a £  redot divergira bidej}i negoviot op{t ~len ne te`i 

kon nula.  Ako 1a >  toga{  

1 1
0

1

n

n aa

æ ö÷ç ÷< < ç ÷ç ÷ç+ è ø
 

od kade {to zaradi kriteriumot za sporeduvawe sleduva deka redot konvergira.  

b) Redot konvergira bidej}i  

2( !) ! 1
.

(2 )! 2 (2 1)!! 2n n

n n

n n
= <

-
 

v) Bidej}i  

1

( 1)n n
>

+

1
,
n

 

dadeniot red divergira.  

g) Od  

2

1

( 1)n n
<

+
3/2

1
,

n
 

 sleduva deka dadeniot red konvergira.   
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d) Zaradi 
ln

lim 0
p

n

n

n¥
=  imame deka ln ,p n n<  za dovolno golemo ,n  odnosno 

1 1
,

lnp nn
>  za dovolno golemo ,n  

od kade {to sleduva deka dadeniot red divergira. 

|) Dadeniot red konvergira bidej}i  

2

! 2
,

n

n

n n
<  za 3.n >  

e) Od  

ln ln ln 2

1 1 1
,

(ln ) n nn n n
= <  za dovolno golemo ,n   

sleduva deka redot konvergira.  

`) Dadeniot red konvergira bidej}i  

ln ln ln ln 2

1 1 1
,

(ln ln ) n nnn n n
= <  za dovolno golemo .n     

z) Zaradi neravnstvoto ln( !) ln ,n n n<  odnosno  

1 1

ln( !) lnn n n
>  

imame deka dadeniot red divergira. 

 

3.40. Ispitaj ja konvergencijata na slednive redovi:  

   a) 
ln ln

3

1
;

(ln ) n
n n

¥

=
å                    b) 

1

1
;

( )sn a bn

¥

= +
å            

   v) 
1

1
;

n
n n n

¥

=
å     g) ( )

1

1 ;n

n

a
¥

=

-å                          

Re{enie. a) Zaradi  

2ln ln ln(ln ln )

1 1 1 1

(ln ) n nn nn ee
= > =  

 sleduva deka redot divergira.   

b) Od   

1

( )
lim 1

1

s

n

s s

a bn

b n

¥

+
= , 
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mo`e da zaklu~ime deka redot konvergira za 1,s >  a divergira za 1.s £  

v) Dadeniot red divergira bidej}i  

1

lim 1
1

n

n

n n

n

¥
= . 

g) Zaradi  

1

1
lim ln 0

n

n
n

a
a

¥

-
= ¹  

dadeniot red divergira.   

  

3.41. Ispitaj ja konvergencijata na redot  
1

,
n

n

a
¥

=
å  ako: 

           a) 

1/

2
0

;
1

n

n

x
a dx

x
=

+ò       b) 

1

4 4

0

1 ;
n

n
a x dx

-æ ö÷ç ÷ç= + ÷ç ÷ç ÷çè ø
ò        v) 

1

;
n

x
n

n

a e dx
+

-= ò    

  g) 

( 1) 2sin
;

n

n

n

x
a dx

x

+

= ò
p

p

       d) 

/ 3

0

sin
;

1

n

n

x
a dx

x
=

+ò
p

               |)  
1! 2! ... !

.
(2 )!n

n
a

n

+ + +
=

   

 Re{enie. a) Od  

1/ 1/ 1/2
2

2 4 3/2
0 0 0

2 2 1
0 2

31 1

n n n

n

x t dt
a t dt

x t n
< = = £ = ⋅

+ +ò ò ò  

 sleduva deka redot konvergira.  

 b) Od neravenstvoto  

2
4 4

0 0

1
1

2

n n

n

n
x dx xdx

a
= + > =ò ò  

sleduva deka 
2

2
0

n
a

n
< <  od kade {to zaklu~uvame deka dadeniot red konvergira.  

 v) Za da poka`eme deka dadeniot red konvergira, zaradi  

1n n
n

e a e- + -< <  

 dovolno e da poka`eme deka konvergira redot 
1

.n

n

e
¥

-

=
å  Zaradi  
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1 1 1

1 4
2 2 2

1 1
x t t t te dx te dt e t e dt e

e e

+¥ +¥ +¥
- - - - -

æ ö æ ö+¥ +¥÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç= = - ⋅ + = - = <+¥÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø
ò ò ò   

 sleduva deka redot 
1

n

n

e
¥

-

=
å konvergira.  

 g) Od neravenstvoto  

( 1)

21 1
sin

( 1) 2( 1)

n

n

n

a xdx
n n

+

> =
+ +ò

p

p
p

 

 imaj}i vo vid deka redot 
1

1

2 1n n

¥

= +å  divergira, sleduva deka dadeniot red 

divergira.  

 d) Konvergencijata na dadeniot red sleduva od neravenstvoto  

/

2

3
0

0 .
3

n

n
a x dx

n
< < =ò

p
p

 

 |) Zaradi neravenstvoto 

!
0

(2 )!n

n n
a

n

⋅
< <  

imaj}i vo vid deka redot 
1

!

(2 )!n

n n

n

¥

=

⋅å  konvergira, sleduva deka dadeniot red 

konvergira.  

 

4.42. Ispitaj ja konvergencijata na redot 
1

,
n

n

a
¥

=
å  ako:  

  a) 
1000

;
!

n

n
a

n
=                                 b) 

1000 (1000 1) ... (1000 )
;

(2 1)!!n

n
a

n

⋅ + ⋅ ⋅ +
=

-
     

 v) 
2

;
1

2

n n

n
a

n

=
æ ö÷ç ÷+ç ÷ç ÷çè ø

                            g) 
1

2 ( 1)/2
;

(2 1)

n

n n

n
a

n n

-

+
=

+ +
     

 d) 
1/

;
1

n n

n n

n
a

n
n

+

=
æ ö÷ç ÷+ç ÷ç ÷çè ø

                            |) 
2 13 5( 2 2)( 2 2) ... ( 2 2);n

n
a += - - ⋅ ⋅ -          

 e) 
1

;
ln

n n
a

n
=                                   `) 

1

2 2 2 ... 2 .
n

n

a
-

= - + + +                  
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Re{enie. a) Redot konvergira bidej}i  

1

1

1000
( 1)! 1000

lim lim lim 0 1.
11000

!

n

n

nn n n
n

a n

a n

n

+

+

¥ ¥ ¥

+
= = = <

+
 

b) Od  

1

1000(1000 1) ... (1000 )(1000 1)
(2 1)!! 1000 1 1

lim lim lim 1
1000(1000 1) ... (1000 ) 2 1 2

(2 1)!!

n

n n n
n

n n
a n n

a n n
n

+

¥ ¥ ¥

+ ⋅ ⋅ + + +
+ + +

= = = <
+ ⋅ ⋅ + +

-
     sleduva deka dadeniot red konvergira.                   

v) Zaradi 
( )

2

2 1
lim lim lim 1

1 21 22

n

n
n nn n n

n

nn
a

nn

¥ ¥ ¥
= = = <

æ ö÷ +ç ÷+ç ÷ç ÷çè ø

 mo`e da zaklu~ime 

deka dadeniot red konvergira.  

 g) Od  

1
1 1

2 ( 1)/2 ( 1)/2 1 2 ( 1)/2

1 1

(2 1) 2 2 2

n
n n

n n n n

n n

n n n n

+
- -

+ + + +

æ ö÷ç ÷ç< = < ÷ç ÷÷ç+ + è ø
, 

imaj}i vo vid deka redot 

1

1

1

2

n

n

+
¥

=

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷÷çè ø
å konvergira, zaradi kriteriumot za 

sporeduvawe dobivame deka dadeniot red konvergira.  

 d) Dadeniot red divergira bidej}i  

1/

2

lim lim lim 1 0.
1 1

1

nn n

n n nn n n

n n
a

n
n n

+

¥ ¥ ¥
= = = ¹

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷+ +ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

 

 |) Redot konvergira bidej}i  

( )2 31lim lim 2 2 2 1 1.nn

n n a
n

a

a
++

¥ ¥
= - = - <  

 e) Od neravenstvoto ln ,n n< n Î  , sleduva ln ,n nn n<  odnosno  

1 1
.

lnn nn n
>  
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Bidej}i redot 
1

1
n

n n

¥

=
å  divergira, zaradi kriteriumot za sporeduvawe, divergira i 

razgleduvaniot red.   

`) Imaj}i go vo vid ravenstvoto 2 2 cos ,
4

=
p

 so pomo{ na matemati~ka 

indukcija mo`e doka`eme deka 

1

2 2 ... 2 2 cos ,
2n

n-

+ + + =
p

2.n ³  Od   

1
2 2 cos 2 sin

2 2 2n n n n
a

+
= - = <

p p p
 

 sleduva deka dadeniot red konvergira.  

 

3.43. Ispitaj ja konvergencijata na redot 
1

,
n

n

a
¥

=
å  ako:  

   a) 
1 /ln

1
;

n k n
a

n +
=                                        b) 

1 1/

1
;

n n
a

n +
=                     

   v) 
1

sin ;
n p
a

nn
=

p
                                       g) 

1
, 2;

ln ln lnn p q
a n

n n n
= >     

  d)  
ln

;
(ln )

n

n n

n
a

n
=                                          |) 

ln( !)
;

n

n
a

n
=

a
                           

  e)  
(( 1)!)

;
2! 4 ! 6! ... (2 )!

n

n

n
a

n

+
=

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
                         

Re{enie. a) Od  

/lnln ( /ln ) ln

1 /ln /ln

1 1 1 1k n
k

n k n n
n k n k n

e
a e e

n n nn n n

-
-

- ⋅

+
= = = ⋅ = ⋅ =

⋅
  

mo`e da zaklu~ime deka dadeniot red divergira.  

 b) Dadeniot red divergira bidej}i 
1 1/

1 1
n n n
a

n n n
+

= = ∼ 1
,
n

koga .n  ¥  

 v) Bidej}i  

1

1
sin

lim 1
1

p

n

p

nn

n

¥

+

=

p

 

dobivame deka redot divergira za 0,p £ a konvergira za 0.p >  

 g) Dadeniot red e ekvikonvergenten so integralot  
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3 ln 3

.
ln (ln(ln )) lnp q p q

dx dt

x x x t t

+¥ +¥

=ò ò  

 Ako 1,p = so smenata ln t z=  dobivame deka integralot, pa spored toa i 

dadeniot red konvergira za 1.q >  

 Za proizvolno q Î  , ako 1,p > toga{ za dovolno golemo ,t  od  

1 1
,

lnp qt t t
£

a
 za 1p ³ >a  

sleduva deka dadeniot red konvergira.  

 Sli~no, ako 1,p <  toga{ za dovolno golemo ,t  od  

1 1
,

lnp qt t t
³

a
 za 1p £ <a  

sleduva deka dadeniot red divergira.  

 d) Dadeniot red konvergira bidej}i  

 
2

ln ln /
ln / 01

0 1,
ln ln(ln )

n n n
n nn n

n n

n n
a e e

n nn
= = = ⋅  ⋅ =  koga .n  ¥  

 |) So pomo{ na matemati~ka indukcija mo`e da poka`eme deka za 3n ³  va`i 

neravenstvoto  ln ! 2.n n³ -  Spored toa  

1

2 ln ! ln ln
.

n n n n n

n n n n -

-
£ < =

a a a a
 

Redovite 
1

2

n

n

n

¥

=

-å a
 i 

1
1

ln

n

n

n

¥

-
=
å a

 se konvergentni za 2>a  od kade {to sleduva deka 

dadeniot red konvergira za 2.>a  

  

 e) Zaradi  

 

1

1
1

(( 2)!)
2! 4 ! 6! ... (2 )!(2 2)! ( 2) ( 1)!

lim lim lim
(2 2)!(( 1)!)

2! 4 ! 6! ... (2 )!

n

n
n

nn n n
n

n
a n n n n

a nn
n

+

+
+

¥ ¥ ¥

+
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + + +

= = =
++

⋅ ⋅ ⋅ ⋅

 

 
1( 2)

lim 0
2 (2 1) ... ( 3)

n

n

n

n n

-

¥

+
= =

⋅ + ⋅ ⋅ +
 

 sleduva deka dadeniot red konvergira.  
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3.44. Doka`i deka ako redot 
1
n

n

a
¥

=
å e red so pozitivni ~lenovi i ako redot 

1

,
n

n

A
¥

=
å  dobien so grupirawe na ~lenovite na dadeniot red konvergira, toga{ 

konvergira i dadeniot red.  

Re{enie. Neka ( )kp e proizvolna podniza prirodni broevi i neka ( )nS  i 

( )
kp
S  se parcijalni sumi na prviot i vtoriot red soodvetno. Bidej}i 0

n
a ³  to~ni 

se neravenstvata: 

11 n p
S S S£ £           za sekoe ,n  

1
1 ,n p£ £  

1 2p n p
S S S£ £         za sekoe ,n  

1 2
,p n p£ £  

... 

1k kp n p
S S S

+
£ £     za sekoe ,n  

1
,

k k
p n p

+
£ £  

od kade {to zaradi pretpostavkata deka vtoriot red konvergira sleduva deka  

1
lim lim lim .

k kp n pk n k
S S S S

+¥ ¥ ¥
= = =  

3.45.  Doka`i deka redot  
1
n

n

a
¥

=
å  konvergira, ako 

2

1

1

,

,
n

n

n

a
ìïïï= íïïïî

ако
ако

  
2;

;

n m

n m

=
=

 m Î  .  

Re{enie. Zaradi  zada~aта 3.44 dovolno e da poka`me konvergencija na redot  

1 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 1
1 ... ... ... ...

2 3 4 5 8 ( 1) (( 1) 1)

n
A A A

n n n

æ öæ ö æ ö ÷÷ ÷ çç ç ÷÷ ÷ ç+ + + + + + + + + + + +ç ç ÷÷ ÷ çç ç ÷÷ ÷ç ç ÷ç + + -è ø è ø è ø  

Od neravenstvata   

2 2 2 2

1 2 1
2 ,

( 1)n

n
A

n n n
< + < ⋅

+
 za sekoe n Î  ,  

sleduva deka redot 
1
n

n

A
¥

=
å konvergira, od kade {to mo`e da zaklu~ime deka redot 

1
n

n

a
¥

=
å  konvergira. 

  

3.46. Da se ispita konvergencijata na redot  

 
1 1 1 1

... ...
2 2 3 3 4 1n n
+ + + + +

+
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 Re{enie. Da go razgledame redot  

1 1

1 1 1 1 1 1 1
...

2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8

1 1
... ... ...

2 2 1 (2 1) 2n n n n+ +

æ öæ ö ÷÷ çç ÷÷ çç+ + + + + + +÷÷ çç ÷÷÷ ÷ç çè ø è ø
æ ö÷ç ÷ç ÷+ + + +ç ÷ç ÷÷ç + -è ø

 

dobien so grupirawe na ~lenovite na dadeniot red. Od neravenstvata  

1 1 1 1 2 1
,

2 3 3 4 2 2 3 3 2 2 2
+ < + < =  

2 2

1 1 1 1 4 1
... ... ,

4 5 7 8 4 4 7 7 (2 2) ( 2)
+ + < + + < =  

................................................................................................. 

( )
3 31 1

12 2

1 1 1 1 1
... ... ,

( 2)2 2 1 (2 1) 2 2 (2 1)
nn n n n

nn
+ +

+

+ + < + + <
+ - -

 

sleduva deka  

21 1

1 1 1 1 1 1 1 1
... ... .

2 2 2 ( 2) ( 2) 2 2 1(2 1) 2
n nn n
S

+ +
= + + < + + + + £ +

--
 

Spored toa nizata parcijalni sumi 
n
S  e ograni~ena. Osven toa taa e i monotona, 

pa spored toa redot dobien so grupirawe na ~lenovite na dadeniot red e 

konvergenten. Zaradi  zada~aта 3.44.  dadeniot red e konvergenten. 

 

3.47. Neka ( )na  e monotono opa|a~ka niza pozitivni realni broevi. Doka`i 

deka redovite 
1
n

n

a
¥

=
å i 

2
0

2 n

n

n

a
¥

=
å se ekvikonvergentni.  

Re{enie. Neka redot  
2

0

2 n

n

n

a
¥

=
å  konvergira. Zaradi toa {to ( )na  monotono 

opa|a sleduva 
3 2 4 3

, ,...a a a a³ ³ , pa go dobivame neravenstvoto  

11 2 3 4 1 2 42 2
0 ... 2 4 ... 2n n

na a a a a a a a a+< + + + + + £ + + + + . 

 Zaradi kriteriumot za sporeduvawe sleduva konvergencija na redot  
1

.
n

n

a
¥

=
å   

Obratno, neka redot 
1
n

n

a
¥

=
å  konvergira. Nizata ( )na  monotono opa|a, pa imame  
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( )1 2 2
2 2a a a+ ³  

( )3 4 4 4
2 2 2 4a a a a+ ³ ⋅ =  

( )5 6 7 8 8 8
2 2 4 8a a a a a a+ + + ³ ⋅ =  

. 

. 

. 

( )1 1 1 1

1

2 1 2 2 2 2 2 2
2 ... 2 2 2n n n n n n

n na a a a a- - - -

-

+ + +
+ + + ³ ⋅ =  

Sleduva  

( )1 2 2 42 2
2 ... 2 4 ... 2n n

na a a a a a+ + + ³ + + +  

i od kriteriumot za sporeduvawe sleduva konvergencija na redot  
2

0

2 n

n

n

a
¥

=
å . 

 

3.48. Neka ): 1,f é +¥ êë   e pozitivna monotono opa|a~ka funkcija. Doka`i 

deka ako redot  
1

( )
n

f n
+¥

=
å  konvergira toga{ za negoviot ostatok 

1

( )
n

k n

r f k
+¥

= +

= å  va`i  

1 1

( ) ( 1) ( ) .
n

n n

f x dx r f n f x dx
+¥ +¥

+ +

£ £ + +ò ò  

Najdi ja sumata na redot 
3

1

1

n n

+¥

=
å  so to~nost od 0, 01. 

Re{enie. Bidej}i funkcijata f  e pozitivna i monotono opa|a~ka va`at 

neravenstvata  

0 ( 1) ( ) ( ),f k f x f k< + £ £  za 1,k x k£ £ +  k Î  , 

od kade {to sleduva  

1

1 11

( ) ( ) ( )
k

n
k n k nn k

f x dx f x dx f k r
+¥ ++¥ +¥

= + = ++

= £ =å åò ò   i   

1

1 11

( ) ( ) ( 1) ( 1).
k

n
k n k nn k

f x dx f x dx f k r f n
+¥ ++¥ +¥

= + = ++

= ³ + = - +å åò ò  

Od dobienite neravenstva sleduva dokazot na tvrdeweto vo zada~ata. 

Za 
3

1
( )f x

x
=  imame  
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3 3 3 2
1

1 1 1 1
.

( 1) ( 1) 2( 1)n

n

r dx
n x n n

+¥

+

£ + £ +
+ + +ò  

 Najmaloto n za koe va`i 
3 2

1 1
0,01

( 1) 2( 1)n n
+ £

+ +
 e 6.n =  Toga{ 

6
0, 01.r £  

Spored toa najmaliot potreben broj sobiroci za presmetuvawe na sumata 
3

1

1

n n

+¥

=
å  

so to~nost do 0,01  e 6.n =  Taka dobivame  

6

6 6 63 3
1 1

1 1
1,1903.

n n

S r S
n n

+¥

= =

= + » = =å å  

 

3.49. Ako za redot  
1

,
n

n

a
¥

=
å  0,

n
a ³  va`i uslovot 1 1,n

n

a

a
+ £ <r  za 

0
,n n³  toga{ za 

ostatokot 
1

n n k
k

r a
¥

+
=

= å  va`i neravenstvoto 
0

0

1

,
1

n n

n n
r a

- +

£
-

r
r

 za 
0
.n n³  

 Re{enie. Od uslovot  

0 01
,

n n
a a

+
£ r

0 02 1
,.....

n n
a a

+ +
£ r  

dobivame deka  

0

0

0 0

1
1 2(1 ...) ,

1

n n
n n

n n n
r a a

- +
- +£ + + + =

-
r

r r r
r

 za 
0
.n n³  

 

3.50. Kolku ~lenovi od redot 
1
n

n

a
¥

=
å  treba da se otfrlat za sumata na 

ostatokot na redot da bide pomala od 610 ,-=e  ako: 

a) 
2

1
;

n
a

n
=                       b) 

2
;

( 1)!

n

n
a

n
=

+
                         v) 

1
.

(2 1)!n
a

n
=

-
 

Re{enie. a) Brojot na ~lenovi koi treba da se otfrlat e re{enieto na 

neravenkata 610 .
n
r -<  Zaradi  

1

2 2

1 1
,

( 1)

n

n

dx
n x

+

<
+ ò   

2

2 2
1

1 1
,....

( 2)

n

n

dx
n x

+

+

<
+ ò  

1

2 2

1 1
,

( 1)

n

n

dx
n x

+

<
+ ò  

 imame  

2 2 2

1 1 1
.... .

( 1) ( 2)n

n

r dx
n n x

+¥

= + + <
+ + ò  
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 Toga{   

6

2

1
10

n

n

r dx
x

+¥
-< £ò  za 610 .n ³  

Spored toa po otfrlaweto na 610 -te prvi ~lena na redot, zbirot na ostatokot  }e 

bide pomal od 610 .-  

 b) Od relaciite  

1 2 1

2

2 2 2 2 2 2
1 ... 1 ...

( 2)! 3 ( 3)( 4) ( 2)! 3 ( 3)

n n

n
r

n n n n n n n

+ + æ öæ ö ÷÷ çç ÷÷ çç= + + + < + + + =÷÷ çç ÷÷÷ ÷ç ç+ + + + + + +è ø è ø

  
1

6( 3)2
10

( 2)!( 1)

nn

n n

+
-+

= £
+ +

 

dobivame 8.n ³  Zna~i po otfrlaweto na prvite osum ~lena na redot, zbirot na 

ostatokot }e bide pomal od 610 .-  

 v) Zaradi   

1 1 1 1 1
... ...

(2 1)! (2 3)! (2 1)! (2 2)! (2 3)!n
r

n n n n n
= + + < + + + =

+ + + + +
 

2

1 1 1 1 1 1
1 ... 1 ...

(2 1)! 2 2 (2 3)(2 2) (2 1)! 2 2 (2 2)n n n n n n n

æ öæ ö ÷÷ çç ÷÷ ç= + + + < + + + =ç ÷÷ çç ÷÷ç ÷ç+ + + + + + +è ø è ø
 

61 1 2 2
10

(2 1)! 1 (2 1)!(2 1)
1

2 2

n

n n n
n

-+
= ⋅ = £

+ + +
-

+

  

dobivame 5.n ³  Po otfrlaweto na prvite pet  ~lena na redot, zbirot na 

ostatokot }e bide pomal od 610 .-  

  

3.51. Neka 
1
n

n

a
¥

=
å  i 

1
n

n

b
¥

=
å  se divergentni redovi so nenegativni ~lenovi. Kakvi 

se toga{ redovite  

     a) 
1

min( , );
n n

n

a b
¥

=
å                                     b) 

1

max( , )?
n n

n

a b
¥

=
å  

 Re{enie. a) Ako ,
n n
a b£  za sekoe n Î  , toga{   

min( , )
n n n
a b a=   

pa redot 
1

min( , )
n n

n

a b
¥

=
å   divergira.  
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Sli~no, ako ,
n n
b a£  za sekoe n Î  , toga{   

min( , )
n n n
a b b=  

 pa redot 
1

min( , )
n n

n

a b
¥

=
å  divergira.  

Ako ne e ispolnet eden od ovie dva uslovi toga{ redot 
1

min( , )
n n

n

a b
¥

=
å  mo`e da 

konvergira. Taka na primer,  

 
1 3

1 1 1 1
1 ...

3 52 2
+ + + + +   i  

2 4

1 1 1
1 ...

32 2
+ + + +

+
  

se redovi so pozitivni ~lenovi, koi divergiraat, dodeka redot  

 
2 1 4 3

1

1 1 1 1
min( , ) ...

2 2 2 2n n
n

a b
¥

=

= + + + +å    

konvergira.  

b) Od neravenstvata  max( , ) 0
n n n
a b a³ ³  sleduva deka redot 

1

max( , )
n n

n

a b
¥

=
å  

sekoga{ divergira. 

 

3.52.  Doka`i deka ako redot 
1

,
n

n

a
¥

=
å  0

n
a >  so opa|a~ki ~lenovi konvergira, 

toga{ lim 0.
nn

na
¥

=  

Re{enie. Od konvergencijata na redot 
1
n

n

a
¥

=
å , bidejќи остатокот тежи кон 0, 

sleduva deka za sekoe 0>e  postoi 
0
n Î   taka {to 

1 2
... .

2n n n p
a a a

+ + +
+ + + <

e
 

Bidej}i nizata ( )na  e monotono opa|a~ka i pozitivna niza od poslednoto 

neravenstvo sleduva deka .
2n p

pa
+

<
e

 Ako stavime p n=  i 1,p n= +  toga{ 

dobivame deka 
2

2
n

na < e  i 
2 1

(2 1)
n

n a
+

+ < e  za 
0
.n n>  Tогаш 

n
na < e  za sekoј 

0
.n n>  
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3.53. Ako redovite  
1
n

n

a
¥

=
å  i 

1
n

n

b
¥

=
å  se konvergentni (divergentni) redovi so 

pozitivni ~lenovi i ako lim 0,n

n
n

a

b¥
=  toga{ velime deka redot 

1
n

n

b
¥

=
å  pobavno 

konvergira (divergira) od redot 
1

.
n

n

a
¥

=
å  

a) Neka 
1
n

n

a
¥

=
å e konvergenten red so pozitivni ~lenovi i neka 

1

.
n n k

k

r a
¥

+
=

= å  

Poka`i deka redot 
1

n

n
n

a

r

¥

=
å  konvergira i toa pobavno od dadeniot red.  

b) Neka 
1
n

n

a
¥

=
å e divergenten red so pozitivni ~lenovi i neka 

1

.
n

n k
k

S a
=

= å  

Poka`i deka redot 
1

n

n
n

a

S

¥

=
å  divergira i toa pobavno od dadeniot red.  

Re{enie. a) Bidej}i nizata ( )nr  monotono opa|a imame  

( )( ) ( )1 1

1
2 .

n n n n
n

n n

n n

r r r ra
r r

r r

+ +

+

- +
= £ -  

Toga{  

( )1 1
1 1

2 2
n n

k
k k

k k
k

a
r r r

r
+

= =

£ - <å å  

od kade {to sleduva deka nizata parcijalni sumi na redot 
1

n

n
n

a

r

¥

=
å  e ograni~ena, 

odnosno redot 
1

n

n
n

a

r

¥

=
å  konvergira. Ponatamu  

lim lim 0n
nn n

n

n

a
r

a

r

¥ ¥
= =  

od kade {to sleduva deka redot 
1

n

n
n

a

r

¥

=
å  pobavno konvergira od redot 

1

.
n

n

a
¥

=
å  

Da voo~ime deka ovaa postapkata mo`e da ja prodol`ime. Spored toa ne 

postoi red koj najbavno konvergira.  
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b)  Bidej}i nizata ( )nS  monotono raste imame  

( )( ) ( )1 1

1
, 1.

n n n n
n

n n

n n

S S S Sa
S S n

S S

- -

-

- +
= ³ - >  

Toga{  

1
1

n
k

n
k

k

a
S S

S=

³ -  ¥å  

 od kade {to sleduva deka nizata parcijalni sumi na redot 
1

n

n
n

a

S

¥

=
å  e 

neograni~ena, odnosno redot 
1

n

n
n

a

S

¥

=
å   divergira. Ponatamu  

lim limn
nn n

n

n

a
S

a

S

¥ ¥
= = +¥ 

 od kade {to sleduva deka redot 
1

n

n
n

a

S

¥

=
å   pobavno  divergira od redot 

1

.
n

n

a
¥

=
å  

 3.54. Neka e daden redot  
1

,
n

n

a
¥

=
å  0.

n
a >  Ako postoi granicata 

1
ln

lim
ln

n

n

a
q

n¥
=  

 toga{ za 1q >  redot konvergira, a za 1q <  redot divergira.  

 Re{enie.  Neka 1.q >  Toga{ za 1q > >a  postoi priroden broj 
0
n  taka {to 

1
ln ln ,

n

n
a

> a za sekoj 
0
.n n>  Ottuka dobivame deka  

 
1

,
n
a

n
<

a
za sekoj 

0
,n n>  

od kade {to sleduva deka redot 
1
n

n

a
¥

=
å  konvergira zaradi kriteriumot za 

sporeduvawe.  

 Neka 1.q <  Toga{ za 1q < <a  postoi priroden broj 
0
n  taka {to 

1
ln ln ,

n

n
a

< a za sekoj 
0
.n n>  Ottuka dobivame deka  
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1 1

,
n
a

nn
> >

a
za sekoe 

0
,n n>  

od kade {to sleduva deka redot 
1
n

n

a
¥

=
å  divergira zaradi kriteriumot za 

sporeduvawe. 

  

3.55. Ispitaj ja konvergencijata na redot  
2

lnp

q
n

n

n

¥

=
å , vo zavisnost od realnite 

parametri p  i .q  

 Re{enie. Ako 0q =  toga{ redot divergira (zada~a 3.39. d)) za sekoe p Î 3.   

 Ako 0q <  toga{ redot divergira bidej}i op{tiot ~len ne te`i kon nula.  

 Ako 0q >  toga{ e ispolnet potrebniot uslov za konvergencija na 

razgleduvaniot red. Za funkcijata  

ln
( ) ,

p

q

x
f x

x
= 1x ³  

imame  

 
1 1

2

ln ( ln )
( ) 0,

q p

q

x x p q x
f x

x

- - -¢ = <  /p qx e>  i so primena na Lopitalovoto 

pravilo dobivame 
ln

lim 0
p

qx

x

x¥
=  od kade {to zaklu~uvame deka posle nekoe 

0
,x  taa 

e neprekinata, nenegativna i monotono opa|a~ka. Toga{ spored integraleniot 

kriterum  

0

lnp

q
x

x
dx

x

+¥

ò  

e ekvikonvergenten so redot   

0[ ]

ln
,

p

q
n x

n

n

¥

=
å  0,q > p Î  . 

Pritoa, ako 1q =  integralot   

0 0ln

ln 1p

q p
x x

x
dx dt

x t

+¥ +¥

-
=ò ò  

konvergira za 1.p <-  

 Ako 1q >  toga{  od  
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1 1

,
lnq pt t t

£
a

 za dovolno golemo ,t  i za 1q ³ >a  

so pomo{ na kriteriumot za sporeduvawe mo`e da zaklu~ime deka redot 

konvergira.  

 Sli~no, za 1q <  od  

1 1
,

lnq pt t t
³

a
 za dovolno golemo ,t  i za 1q £ <a  

spored kriteriumot za sporeduvawe mo`e da zaklu~ime deka redot  divergira.  

 Kone~no, zaklu~uvame deka dadeniot red konvergira za  

1,q = 1p <-  ili 1,q > p Î  .  

 

 3.56. Ispitaj ja konvergencijata na redot  
1

1
,

n n
u

¥

=
å  ako 

1
1,u =  

2
2,u =  

1 2
,

n n n
u u u- -= +  za 3.n ³  

 Re{enie. So metodot na matemati~ka indukcija mo`e da se doka`e deka  

1 1

3
2

2 n n n
u u u- -£ £  

od kade {to sleduva deka  

1 1

1

3 3
,

2 2

n n

n
u u

- -æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷³ =ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
 t.e.  

1

1 2

3

n

n
u

-

-
æ ö÷ç ÷£ ç ÷ç ÷çè ø

. 

Bidej}i 

1

1

2

3

n

n

-
¥

=

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
å e konvergenten geometriski red, od kriteriumot za 

sporeduvawe sleduva deka redot 
1

1

n n
u

¥

=
å  konvergira.  

 

  3.57. Neka ( )nx  e monotono raste~ka niza od pozitivni ~lenovi, 

ograni~ena od gore.  Doka`i deka redot 
1 1

1 n

n n

x

x

¥

= +

æ ö÷ç ÷ç - ÷ç ÷ç ÷çè ø
å  konvergira.   

 Re{enie. Dadenata niza ( )nx  e konvergentna bidej}i sekoja monotono 

raste~ka niza ograni~ena od gore e konvergentna. Toga{  postoi granicata  
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lim .
nn
x x

¥
=  

 Zaradi 
1

1 0n

n

x

x +

- ³  redot 
1 1

1 n

n n

x

x

¥

= +

æ ö÷ç ÷ç - ÷ç ÷ç ÷çè ø
å  e red so nenegativni ~lenovi. Za da 

poka`eme deka toj konvergira potrebno i dovolno e da poka`eme deka negovata 

niza parcijalni sumi 
1 1

1
n

k
n

k k

x
S

x= +

æ ö÷ç ÷ç= - ÷ç ÷ç ÷çè ø
å  e ograni~ena od gore. Koristej}i ja 

vrskata me|u aritmeti~kata i geometroiskata sredina imame  

 1 2 1 2

12 3 1 1 2 3 1

1 1 ... 1
n

n k n
n

n
kn k n

x x x x x x x
S n n n

x x x x x x x=+ + +

æ öæ ö æ ö ÷÷ ÷ çç ç ÷÷ ÷ çç ç= - + - + + - = - £ - ⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅ =÷÷ ÷ çç ç ÷÷ ÷ çç ç÷ ÷ ÷çè ø è ø è ø
å  

1

1

1

1

1
ln

1 1

1
ln1 1

1
1 ln

n

n

x

n x

n
x

n nn x

x xe
n

x x

+

+
+ +

æ ö÷ç -÷ç ÷- = - ⋅ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
 

od kade {to sleduva  

1

1

1

1

1
ln

1

1
ln 1 1

1
lim lim ln ln .

n

n

x

n x

n xn n
nn x

xe x
S

x x

+

+

¥ ¥
+

-
£- ⋅ =  

Zna~i, redot 
1 1

1 n

n n

x

x

¥

= +

æ ö÷ç ÷ç - ÷ç ÷ç ÷çè ø
å  konvergira bidej}i nizata parcijalni sumi 

1 1

1
n

k
n

k k

x
S

x= +

æ ö÷ç ÷ç= - ÷ç ÷ç ÷çè ø
å  e ograni~ena od gore. 

3.58. Doka`i deka 
( 1)( 2) ( )

lim 0,
( 1)( 2) ( )n

x x x x n

y y y y n¥

+ + ⋅⋅⋅ +
=

+ + ⋅⋅⋅ +
 ako 0 .x y< <  

Re{enie. Za da go doka`eme iska`anoto tvrdewe dovolno e da poka`eme deka  

( 1)( 2) ( )
lim .

( 1)( 2) ( )n

y y y y n

x x x x n¥

+ + ⋅⋅⋅ +
= +¥

+ + ⋅⋅⋅ +
 

Od neravenstvata 0 x y< <  sleduva deka ,y x= + e  za nekoj 0.>e Toga{  

( 1)( 2) ( ) ( ) ( 1) ( )

( 1)( 2) ( ) 1

y y y y n x x x n

x x x x n x x x n

+ + ⋅⋅⋅ + + + + + +
= ⋅ ⋅⋅ ⋅ =

+ + ⋅⋅ ⋅ + + +
e e e

 

1 1 1 exp ln 1 1 1
1 1x x x n x x x n

æ öæ ö æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö÷÷ ÷ ÷ ç ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç ç ÷÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç= + ⋅ + ⋅⋅ ⋅ + = + ⋅ + ⋅⋅ ⋅ + =ç ç ç ç ç ç ÷÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷çç ç ç ç ç ç ÷÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç ç ÷ç+ + + +è ø è ø è ø è ø è ø è øè ø

e e e e e e
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1

exp ln 1 .
n

k x k=

æ öæ ö÷ç ÷ç ÷÷ç +ç ÷÷ç ç ÷÷ç ÷ç +è øè ø
å e

 

Bidej}i redot 
1n x n

¥

= +å e
  divergira od asimptotskata formula  

ln 1

lim 1
,

k

x k

x k

e

e¥

æ ö÷ç ÷+ç ÷ç ÷ç +è ø
=

+

 

sleduva deka takov e i redot 
1

ln 1
n x n

¥

=

æ ö÷ç ÷+ç ÷ç ÷ç +è ø
å e

. Toga{  od   

1

1

( 1)( 2) ( )
lim exp lim ln 1

( 1)( 2) ( )

exp ln 1

n

n n
k

k

y y y y n

x x x x n x k

e
x k

¥ ¥
=

¥
+¥

=

æ öæ ö+ + ⋅⋅ ⋅ + ÷ç ÷ç ÷÷ç= + =ç ÷÷ç ç ÷÷ç ÷ç+ + ⋅⋅ ⋅ + +è øè ø
æ öæ ö÷ç ÷ç ÷÷ç= + = = +¥ç ÷÷ç ç ÷÷ç ÷ç +è øè ø

å

å

e

e
 

sleduva tvrdeweto vo zada~ata. 

 3.59. Ispitaj ja konvergencijata na redot

1/

1/

1 0

n

p t

n

n t dt
¥

=
å ò , vo zavisnost od 

parametarot .p  

 Re{enie. Ako 2p = -  toga{ od  

1/ 1/
1/

2 3
0

1
n e

t e
t dt

n n
£ò  

spored kriteriumot za sporeduvawe mo`e da zaklu~ime deka razgleduvaniot red 

konvergira.  

 Ako 2p ¹ -  toga{ od  

1/ 1/

1/ 1/

2
0 0

1

2 2 3

1 1

1
lim lim lim lim 0

1 1 (2 ) (2 )

x x x

p t t

x px x x x

p p

x t dt t dt
xx

p p x
x x x

- -+¥ +¥ +¥ +¥

+ +

æ ö÷ç ÷- ⋅ç ÷ç ÷çè ø
= = = =

- + +

ò ò
 

sleduva deka redovite 

1/

1/

1 0

n

p t

n

n t dt
¥

=
å ò   i 

2
1

1

n n

¥

=
å  se ekvikonvergentni. Bidej}i 

2
1

1

n n

¥

=
å  e 

konvergenten red takov e i razgleduvaniot red.  
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3.60. Neka 
1
n

n

a
¥

=
å  e konvergenten red i neka .

n k
k n

r a
¥

=

= å  Doka`i deka  

 a) 
1

1 1

;
n n

k k n
k k

ka r nr
+

= =

= -å å                                    b) 
1

1
lim 0;

n

kn
k

ka
n¥

=

=å     

 v) 1 2

1 1

2 ...
.

( 1)
n

n
n n

a a na
a

n n

¥ ¥

= =

+ + +
=

+å å  

 Re{enie. a) So transformacija na desnata strana dobivame: 

1 1 1 2 1 1
1

( ) ( ) ... ( )
n

k n n n n n
k

r nr r r r r r r+ + + +
=

- = - + - + + - =å  

 
1 2 2 2 1

( ... ) ( ... ) ... ( )
n n n n n

a a a a a a a a a-= + + + + + + + + + + + = 

 
1 2 3

1

2 3 ... .
n

n k
k

a a a na ka
=

= + + + + =å  

b) So primena na prethodnno doka`anoto ravenstvo dobivame  

1 2
1 1

1 1

...1 1
lim lim lim

n n
n

k k n nn n n
k k

r r r
ka r nr r

n n n+ +¥ ¥ ¥
= =

æ öæ ö + + + ÷ç÷ç ÷÷ ç= - = - =ç ÷÷ çç ÷÷ç ç ÷è ø è ø
å å  

1 2
1 1

...
lim lim lim lim 0 0 0.n

n n nn n n n

r r r
r r r

n + +¥ ¥ ¥ ¥

+ + +
- = - = - =  

v) Neka 1 2
2 ...

.
( 1)

n
n

a a na
b

n n

+ + +
=

+
 Toga{  

( )1 2

1 1
2 ...

1n n
b a a na

n n

æ ö÷ç ÷= + + + - =ç ÷ç ÷ç +è ø
  

1 2 11 2
1

2 ... ( 1)2 ...

1
n nn

n

a a na n aa a na
a

n n
+

+

+ + + + ++ + +
= - +

+
 

od kade {to sleduva deka parcijalnata suma 
n
B  na redot 

1
n

n

b
¥

=
å  e ednakva na  

 1 1 2
1 2 2

2
...

1 2n n

a a a
B b b b a

+
= + + + = - + +  

1 2 1 2 3 1 2
3

2 2 3 2 ...
...

2 3
n

a a a a a a a na
a

n

+ + + + + +
+ - + + + -  

1 2 1
1

2 ... ( 1)

1
n n

n

a a na n a
a

n
+

+

+ + + + +
- + =

+
 

1 2 1
1 2 1 1

2 ... ( 1)
... .

1
n n

n n n

a a na n a
a a a a a

n
+

+ +

+ + + + +
= + + + + - +

+
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Toga{  

1 1

1 2 1 2 1 2
1 1

1 1
( ... ) ( 1)

1 1

n n

n n n k n n k n
k k

B a a a a r n r A r r
n n

+ +

+ + + +
= =

æ ö÷ç ÷= + + + + - - + = - +ç ÷ç ÷ç+ +è ø
å å  

kade {to 
1n

A
+

 e parcijalna suma na redot 
1

.
n

n

a
¥

=
å Dokazot na tvrdeweto sleduva od  

 
1

1

lim lim .
n n nn n

n

B A a
¥

+¥ ¥
=

= = å  

 3.61. Neka 
1
n

n

a
¥

=
å e konvergenten red so pozitivni ~lenovi.  

a) Doka`i deka lim inf 0.
nn

na
¥

=  

b) So primena na iska`anoto tvrdewe ispitaj ja konvergencijata na redot 

( 1)
1

1
.

n

n n n

¥

-
= +
å  

Re{enie. a) Bidej}i dadeniot red konvergira lim 0.
nn
a

¥
=  Toga{ nizata ( )na  

kako niza od nenegativni ~lenovi koja {to konvergira kon nula sodr`i 

nenegativna monotono opa|a~ka podniza ( )
kn
a  koja {to isto taka konvergira kon 

nula. Toga{ zaradi zada~aта  3.52. lim 0.
knk

ka
¥

=  Ottuka sleduva deka  

lim inf 0.
nn

na
¥

=  

 b) Od 
1

lim inf 0
2nn

na
¥

= ¹  sleduva deka razgleduvaniot red divergira. 

 3.62. Ako redot 
1
n

n

a
¥

=
å so nenegativni ~lenovi konvergira, toga{ konvergira i 

redot 
1

,p
n

n

a
¥

=
å 1.p ³  

Re{enie. Od konvergenicijata na redot 
1
n

n

a
¥

=
å  sleduva deka lim 0.

nn
a

¥
=  Toga{ 

postoi priroden broj 
0
n  taka {to  

0 1,
n
a£ <  za sekoe 

0
.n n³  

Ottuka sleduva deka za 1p ³  

0 ,p
n n
a a£ <  za sekoј  

0
.n n³  
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Zaradi kriterumot za sporeduvawe od konvergencijata na redot 
1
n

n

a
¥

=
å  sleduva 

konvergencija na redot 
1

,p
n

n

a
¥

=
å   za 1.p ³  

 3.63. Doka`i deka ako konvergira redot  
1
n

n

a
¥

=
å  so pozitivni ~lenovi, toga{  

konvergira i redot 
1

,n

n

a

n

¥

=
å a

 za 
1
.

2
>a  

Re{enie. Od neravenstvoto me|u aritmeti~kata i geometriskata sredina 

imame 
2

1 1
,

2
n

n

a
a

n n

æ ö÷ç ÷£ +ç ÷ç ÷çè øa a
n Î  . 

Bidej}i redovite 
1
n

n

a
¥

=
å  i 

2
1

1

n n

¥

=
å a

,  za 
1
,

2
>a  se konvergentni redovi, takov e i 

redot  
2

1

1 1
.

2 n
n

a
n

¥

=

æ ö÷ç ÷+ç ÷ç ÷çè ø
å a

 Od kriteriumot za sporeduvawe sleduva deka redot 
1

,n

n

a

n

¥

=
å a

 

za 
1

2
>a  konvergira. 

  3.64. Najdi gi site pozitivni realni broevi x  i y  za koi {to konvergira 

redot  
1

.
1

n

n
n

x

y

¥

= +
å  

 Re{enie. Mo`ni se slednive nekolku slu~ai: 

 Ako x y<  toga{ od neravenstvoto 
1

nn

n

x x

yy

æ ö÷ç ÷< ç ÷ç ÷ç+ è ø
 zaradi kriteriumot za 

sporeduvawe sleduva deka razgleduvaniot red konvergira, kako red majoriran so 

konvergenten geometriski red.   

 Ako , (0,1)x y Î  toga{ od neravenstvoto  

1

n
n

n

x
x

y
<

+
 

zaradi kriteriumot za sporeduvawe sleduva deka razgleduvaniot red konvergira, 

 Ako x y³  i , [1, )x y Î +¥  toga{ redot divergira bidej}i op{tiot ~len ne 

te`i kon nula.  

 Sli~no, ako (0,1)y Î  i [1, )x Î +¥  redot divergira bidej}i op{tiot ~len ne 

te`i kon nula.  
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3.3. Redovi so promenliv znak 

 

 

Za redot 
1
n

n

a
¥

=
å velime deka apsolutno konvergira ako konvergira redot 

1

| | .
n

n

a
¥

=
å  Sekoj apsolуtno konvergenten red e konvergenten red.  

Ako redot 
1

| |
n

n

a
¥

=
å  divergira, a redot 

1
n

n

a
¥

=
å  konvergira toga{ velime deka 

redot 
1
n

n

a
¥

=
å  uslovno konvergira.  

1. (Критериум за споредување или Vaer{trasov kriterium) Ako za redovite 

1
n

n

a
¥

=
å  i 

1
n

n

b
¥

=
å  va`i | |

n n
a b£  i ako redot 

1
n

n

b
¥

=
å  konvergira toga{ redot 

1
n

n

a
¥

=
å  

apsolutno konvergira. 

2.  (Lajbnicov kriterium) Redot 
1

( 1)n
n

n

a
¥

=

-å  konvergira, ako ( )na  e monotona  

niza od pozitivni ~lenovi, koja konvergira kon nula, t.e. 
1

0
n n
a a +³ >  za sekoj 

n Î   i lim 0
nn
a

¥
= .   

Toga{ za ostatokot 
n
r  va`i ocenkata 

1
| | | |,
n n
r a +£  za 

0
.n n³  

3. (Abelov kriterium) Redot 
1
n n

n

a b
¥

=
å  konvergira, ako konvergira redot 

1
n

n

a
¥

=
å  

i nizata  ( )na  e monotona i ograni~ena.  

4. (Dirihleov kriterium) Redot 
1
n n

n

a b
¥

=
å  konvergira, ako nizata parcijalni 

sumi na redot  
1
n

n

a
¥

=
å  e ograni~ena i nizata  ( )nb   monotono konvergira kon nula.   

5. Ako redot  
1
n

n

a
¥

=
å  apsolutno konvergira, toga{ sekoj red dobien so 

razmestuvawe na negovite ~lenovi konvergira i ima ista suma.  
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6. (Teorema na Riman) Neka redot  
1
n

n

a
¥

=
å  uslovno konvergira. Toga{ za sekoj 

realen broj A  (vklu~uvaj}i gi i simbolite -¥  i ¥ ) postoi red, dobien so 

razmesuvawe na ~lenovite na dadenиот red, ~ija{to suma e ednakva na .A  

3.65. Doka`i deka redot 
1
n

n

a
¥

=
å  e apsolutno konvergenten, ako  

                  a) 
3 7

( 1)cos2
;

3 4
n

n n
a

n n

+
=

+ +
                               b) 

5

1 sin
ln 1 arctg .

n

n
a

nn

æ ö÷ç ÷ç= + ÷ç ÷÷çè ø
 

Re{enie. a) Koristej}i gi neravenstvata 1 2 ,n n+ £  | cos2 | 1n £  i 

7 73 4n n n+ + >  dobivame deka  

4/33 7

( 1)cos2 2
| | .

3 4
n

n n
a

nn n

+
= £

+ +
 

Od konvergencijata na redot 
4/3

1

2

n n

¥

=
å  spored kriteriumot na Vaer{tras  

sleduva apsolutna konvergencija na redot  

3 7
1

( 1)cos2
.

3 4n

n n

n n

¥

=

+

+ +
å  

  
b) Koristej}i gi neravenstvata 0 ln(1 ) ,t t£ + £  za sekoj 0t ³  i 

| arctg | ,t t£  za sekoj t Î    dobivame 
 

6/55 5

1 sin 1 sin 1
| | ln 1 arctg .
n

n
a

n n nn n

æ ö÷ç ÷ç= + £ £÷ç ÷÷çè ø
 

Od konvergencijata na redot  
6/5

1

1

n n

¥

=
å  spored kriteriumot na Vaer{tras 

sleduva  apsolutna konvergencija na redot  

5
1

1 sin
ln 1 arctg .

n

n

nn

¥

=

æ ö÷ç ÷ç + ÷ç ÷÷çè ø
å  

3.66. Ispitaj ja konvergencijata na slednive redovi:   

                  a) 1

1

1
( 1) ;n

n n

¥
-

=

-å                    b) 
2

1

1

ln
( 1)n

n

n

n

¥
-

=

-å   в) 3 5 7
1 ....

2 4 8
- + - +  
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 Re{enie. a) Nizata ( )na , 1
n
a

n
=  e monotonо opa|a~ka niza so pozitivni 

~lenovi i 
1

lim lim 0
nn n
a

n¥ ¥
= = , па сpored kriteriuмot na Lajbnic redot  

1

1

1
( 1)n

n n

¥
-

=

-å  konvergira.  

b) Stavame 
2ln

( ) .
x

f x
x

=  Toga{ so primena na Lopitalovoto pravilo za 

nao|awe na grani~na vrednost na funkcija dobivame  

2ln
lim ( ) lim 0.
x x

x
f x

x¥ ¥
= =  

Ponatamu od 
2

ln
'( ) (2 ln ) 0,

x
f x x

x
= - <  za sekoj 2,x e>  sleduva deka 

razgleduvanata funkcija e monotono opa|a~ka нa intervalot 2( , ).e +¥   Spored toa 

nizata ( )na  kade {to 
2ln

n

n
a

n
=   e  monotonо opa|a~ka niza so pozitivni ~lenovi  

i  
2ln

lim lim 0.
nn n

n
a

n¥ ¥
= =  

Spored kriteriumot  na Lajbnic redot 
2

1

1

ln
( 1)n

n

n

n

¥
-

=

-å  konvergira.  

в) Op{tiot ~len na dadeniot red glasi 
2 1

( 1) .
2

n
n n

n
b

+
= -   

 Nizata ( )na  kade {to 
2 1

2n n

n
a

+
=  e monotonо opa|a~ka niza so pozitivni 

~lenovi  i 
2 1

lim lim 0.
2n nn n

n
a

¥ ¥

+
= =  

Spored kriteriuмot na Lajbnic mo`e da zaklu~ime deka razgleduvaniot red  

konvergira.   

 3.67.  Doka`i deka ako konvergira redot 
1

,
n

n

a
¥

=
å  toga{ konvergiraat i 

slednive redovi:  

 a) 
2

;
ln
n

n

a

n

¥

=
å                      b) 

1

1
;
n

n

n
a

n

¥

=

+å                   v) 
1

.n
n

n

na
¥

=
å  
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 Re{enie. a) Bidej}i nizata 
1

lnn
b

n
=  e monotonо опаѓачка i ograni~ena, 

spored Abeloviot kriterium sleduva deka razgleduvaniot red konvergira.  

 b) Nizata 
1

n

n
b

n

+
=  e monotonо опаѓачка i ograni~ena. Spored Abeloviot 

kriterium mo`e da se zaklu~i deka redot 
1

1
n

n

n
a

n

¥

=

+å  konvergira.  

 v) Sli~no kako i vo prethodnite slu~ai razgleduvaniot red konvergira 

spored Abeloviot kriterium, bidej}i nizata 
n

n
b n=  e monotonо опаѓачка i 

ograni~ena. 

 3.68.  Neka ( )na  e konvergentna niza. Dali mo`e 
1

lim ( ) ?
n nn

n a a +¥
- = +¥  

 Re{enie. Ne. Zaradi ravenstvoto 
1 1

1

( )
n

n k k
k

a a a a
-

=

= + -å , od konvergencijata 

na nizata ( )na  sleduva konvergencija na redot  
1

1

( ).
n n

n

a a
¥

-
=

-å  

 Ako pretpostavime deka  

1
1

lim ( ) lim
1

n n
n nn n

a a
n a a

n

+
+¥ ¥

-
- = = +¥ , 

toga{ od divergencijata na redot 
1

1

n n

¥

=
å  sleduva divergencija na redot  

1
1

( )
n n

n

a a
¥

-
=

-å  {to e protivre~nost.  

3.69. Dali e to~no tvrdeweto: Redot 
1

( 1)n
n

n

a
¥

=

-å  konvergira, ako   ( )na   e  niza 

od pozitivni ~lenovi, koja konvergira kon nula, t.e. 0
n
a > , sekoj n Î   и 

lim 0
nn
a

¥
= .   

Re{enie. Za da poka`eme deka тvrdeweto ne e to~no }e go razgledame redot 

1

2 ( 1)
( 1) .

n

n

n n

¥

=

+ -
-å  Od neravenstvata  

2 ( 1) 3
0

n

n n

+ -
< £ , 
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sleduva deka nizata 
2 ( 1)n

n
a

n

+ -
=  e niza od pozitivni ~lenovi koja {to 

konvergira kon nula, t.e. 
2 ( 1)

lim 0.
n

n n¥

+ -
=  Od ravenstvoto  

2

1 1 1

2 ( 1) ( 1) ( 1)
( 1) 2

n n n
n

n n nn n n

¥ ¥ ¥

= = =

+ - - -
- = +å å å  

mo`e da se zaklu~i deka razgleduvaniot red e divergenten kako zbir na 

konvergenten i divergenten red.  

 Zabele{ka. Navedeniot primer poka`uva deka uslovot za monotonost na 

nizata vo Lajbnicoviot kriterium ne mo`e da bide izostaven.  

3.70. Dali e to~no tvredeweto: Ako redot 
1
n

n

a
¥

=
å konvergira i lim 1n

n
n

b

a¥
=  

toga{ konvergira i redot 
1

.
n

n

b
¥

=
å  

 Re{enie. Da gi razgledame redovite  

1

( 1)n

n n

¥

=

-å  и 
1

( 1) 1n

n nn

¥

=

æ ö- ÷ç ÷ç + ÷ç ÷÷çè ø
å . 

So primena na Lajbnicoviot kriterium mo`e da se proveri deka redot 
1

( 1)n

n n

¥

=

-å  

konvergira. Ponatamu,  

( 1) 1

( 1)
lim 1 lim 1.

( 1)

n

n

nn n

nn

n

n

¥ ¥

-
+

-
= + =

-
 

Od ravenstvoto 

1 1 1

( 1) ( 1)1 1n n

n n nn nn n

¥ ¥ ¥

= = =

æ ö- -÷ç ÷ç + = +÷ç ÷÷çè ø
å å å  

sleduva deka redot 
1

( 1) 1n

n nn

¥

=

æ ö- ÷ç ÷ç + ÷ç ÷÷çè ø
å  divergira kako zbir na konvergenten i 

divergenten red. Значи tvrdeweto ne e to~no.   

 3.71. Дoka`i deka sumata na redot 
1

( 1)
,

n

p
n n

¥

=

-å  0p >  e broj od intervalot 
1
,1 .

2

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
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 Re{enie. Spored kriteriumot na Lajbnic mo`e da zaklu~ime deka dadeniot 

red e konvergenten. Toga{ podnizite  

2

1 1 1 1 1
1 ...

2 3 4 (2 1) (2 )n p p p p p
S

n n

æ öæ ö æ ö ÷÷ ÷ çç ç ÷÷ ÷ ç= - + - + + -ç ç ÷÷ ÷ çç ç ÷÷ ÷ç ç ÷ç -è ø è ø è ø
 i  

2 1

1 1 1 1
1 ...

2 3 (2 2) (2 1)n p p p p
S

n n-

æ öæ ö ÷÷ çç ÷÷ ç= - - - - -ç ÷÷ çç ÷÷ç ÷ç - -è ø è ø
 

od nizata parcijalni sumi 
n
S  konvergiraat kon istata granica S  kon koja {to 

konvergira nizata parcijalni sumi. Pritoa podnizata 
2n
S  raste, a podnizata 

2 1n
S -  

opa|a, od kade {to sleduvaат neravenstvата 
2 2 1

.
n n
S S S

-
< <  Ottuka 

1
1S S< =  so 

{to дoka`avme deka sumata na dadeniot red e pomala od 1. Za ocenka na sumata od 

dolu ja razgleduvame podnizata 
4 1n
S

+ . Od konкавноста na funkcijata 

1
( ) ,

p
f x

x
= 0x >  sleduvaat neravenstvata 

1 1 2
,

3 5 4p p p
+ >

1 1 2 1 1 2
,........, .

7 9 8 (4 1) (4 1) (4 )p p p p p pn n n
+ > + >

- +
 

Toga{ od  

4 1

1 1 1 1 1 1
1 ...

2 3 4 (4 1) (4 ) (4 1)n p p p p p p
S

n n n+
= - + - + + - + >

- +
  

2

1 1 1 1 1
1 ... 1

2 4 (4 2) (4 ) 2 np p p p p
S

n n
> - + - - + = -

-
 

sleduva  

4 1 2

1
lim 1 lim 1 .

2 2n np pn n

S
S S S

+¥ ¥
= ³ - = -  

 Значи 
2 1

21 2

p

p
S ³ >

+
, па zaklu~uvame deka sumata na dadeniot red e pogolema 

od 
1
.

2
 Zna~i, sumata na dadeniot red e broj od intervalot  

1
,1 .

2

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
 

3.72. Ispitaj јa аpsolutnaта i uslovnaта konvergencija na slednive redovi: 

          a) 1

1

( 1) ;
2

n

n
n

n¥
-

=

-å                  b) 
1

3

( 1)
;

ln ln

n

n

n

n

+¥

=

-å                     v) 
1

1

( 1) 3
;

(2 1)

n n

n
n n

-¥

=

-

-
å  

          g) 
1

1

( 1)
;

6 5

n

n

n

n

+¥

=

-
-å                     d) 1

3
1

3
( 1) ;

n
n

n n

¥
-

=

-å                   |) 
2

( 1) .
1

n

n

n

n

¥

=

-
-å  
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 Re{enie. a) Od neravenstvoto  

1( 1)
2 2

n

n n

n n-- £
 

od konvergencijata na redot 
1 2nn

n¥

=
å  и од kriteriumot na Vaer{tras, sleduva 

apsolutna konvergencija na redot  

1

1

( 1) .
2

n

n
n

n¥
-

=

-å  

 b) Od neravenstvata  

1( 1) 1 1

ln ln ln

n

n n n

+-
> >

 

spored kriteriumot za sporeduvawe, sleduva deka redot 
1

3

( 1)

ln ln

n

n n

+¥

=

-å  divergira, 

odnosno redot 
1

2

( 1)

ln ln

n

n n

-¥

=

-å  ne konvergira apsolutno.  

 Nizata ( )na  kade {to 
1

ln lnn
a

n
=  e monotonо opa|a~ka niza so pozitivni 

~lenovi i  
1

lim lim 0.
ln lnnn n

a
n¥ ¥

= =  

Spored Lajbnicoviot kriterium redot  
1

3

( 1)

ln ln

n

n n

-¥

=

-å  konvergira.  

Zna~i, razgleduvaniot red konvergira uslovno.     

v) Dadeniot red apsolutno konvergira, bidej}i  

1( 1) 3 3
lim lim 0.

2 1(2 1)

n n

n
nn n nn

-

¥ ¥

-
= =

--
 

g) Za nizaта realni broevi 
1( 1)

6 5

n

n

n
x

n

+-
=

-
 имаме  

( )
2 1

2

( 1) 2 1
lim lim

66 2 5

k

kk k

k
x

k

+

¥ ¥

-
= = -

-
 и 

( )

( )
2 2

2 1

( 1) 2 2 1
lim lim

66 2 2 5

k

kk k

k
x

k

+

+¥ ¥

- +
= =

+ -
, 

па lim
nn
x

¥
не постои. Значи, redot 

1

1

( 1)

6 5

n

n

n

n

+¥

=

-
-å  divergira bidej}i negoviot op{t 

~len ne te`i kon nula.   

d) Sli~no kako i vo prethodniot slu~aj od  
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( )

2 1
2 1 1

3

3
lim( 1)

2 1

n
n

n
n

+
+ -

¥
- = ¥

+
 и 

( )

2
2 1

3

3
lim( 1)

2

n
n

n
n

-

¥
- = -¥  

sleduva deka redot 1

3
1

3
( 1)

n
n

n n

¥
-

=

-å  divergira.   

 |) Od relaciite  
1

( 1)
1

n n n

n n n
- > =

-  
и kriteriumot za sporeduvawe, 

sleduva deka redot 
2

( 1)
1

n

n

n

n

¥

=

-
-å  divergira, odnosno redot 

2

( 1)
1

n

n

n

n

¥

=

-
-å  ne 

konvergira apsolutno.  

 Nizata ( )na  kade {to 
1n

n
a

n
=

-
 e monotonо opa|a~ka niza so pozitivni 

~lenovi i  lim lim 0.
1nn n

n
a

n¥ ¥
= =

-
 Spored Lajbnicoviot kriterium redot  

2

( 1)
1

n

n

n

n

¥

=

-
-å  konvergira. 

Zna~i dadeniot ред konvergira uslovno.  

3.73. Ispitaj ja условната konvergencija na redot 
1

,
n

n

a
¥

=
å  ako:  

               a) 
2

2( !)
( 1) 2 ;

(2 )!
n n

n

n
a

n
= - ⋅   

          b) 
3 3 3

1 1 1
( 1) ... .

1 2

n
n
a

n n n n

æ ö÷ç ÷ç= - + + + ÷ç ÷ç ÷çè ø+ + +
         

 Re{enie. a) Zaradi  

2
2 2

2
1

2 2
2

(( 1)!)
2

(2 2)! 4 8 4
1

( !) 4 6 2
2

(2 )!

n

n

nn

n
a n n n

a n n n
n

+

+

+
⋅

+ + +
= = >

+ +
⋅

 

sleduva deka 
1

| | | |
n n
a a+ >  od kade {to zaklu~uvame deka низата ( )na  не конвергира 

кон нула, па и  низата ( )na  не конвергира кон нула. Значи redot divergira (и 

апсолутно) bidej}i op{tiot ~len ne te`i kon nula.  

 b) Nizata so op{t ~len  
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3 3 3

1 1 1
...

1 2
n
b

n n n n
= + + +

+ + +
 

e monotono opa|a~ka niza od pozitivni realni broevi. 

Тврдењето следува од  

( )
1 3 3

1

1 1
n n

n n
b b

n nn
+

+
< < <

++ +
. 

Неравенството  

( )3 3

1

1 1

n n

n nn

+
<

++ +
 

е еквивалентно со 3 2 1n n>- + , што е очигледно точно. 

 Понатаму од  

3 3 3 3

1 1 1
0 ... 0

1 2 1
n

n
b

n n n n n
< = + + + £ 

+ + + +
, кога n  ¥ , 

sleduva deka razgleduvanata niza konvergira kon nula. Toga{ zaradi 

kriteriumot na Lajbnic dadeniot red konvergira. 

Од 
3 3 3 3

1 1 1
...

1 2
n

n
b

n n n n n n
= + + + ³

+ + + +
  

и дивергенцијата на редот 
3

1n

n

n n

¥

= +
å  следува deka redot uslovno konvergira. 

3.74. Ispitaj ja apsolutnata i uslovnata konvergencija na slednive redovi: 

        a) 
1

1

( 1)
;

n

p
n n

-¥

=

-å                        b) 
2

( 1)
;

ln

n

p
n n n

¥

=

-å                    v) 
1

3

( 1)
;

ln (ln ln )

n

p
n n n n

-¥

=

-å  

                g) 
1

1
( 1) sin ;n

n n

¥

=

-å                  d)  
1

sin
;

n

n

n

¥

=
å           |) 

1

cos
.

n

n

n

¥

=
å  

 Re{enie. a) Ako 0p £  toga{ razgleduvaniot red divergira bidej}i op{tiot 

~len ne te`i kon nula.  

 Нека 0p > . 

Ако 1p > , тoga{ od ravenstvoto 
1( 1) 1n

p pn n

--
= , spored kriteriumot na 

Vaer{tras, od konvergencijata na redot 
1

1
p

n n

¥

=
å  sleduva deka redot 

1

1

( 1)n

p
n n

-¥

=

-å   
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apsolutno konvergira.  

 Ako, пак,  0 1p< £ , toga{ redot 
1

1
p

n n

¥

=
å  divergira od kade {to sleduva deka 

razgleduvaniot red ne konvergira apsolutno. 

 Рedot 
1

1

( 1)n

p
n n

-¥

=

-å  konvergira spored Lajbnicoviot kriterium bidej}i nizata 

со општ член 
1

n p
a

n
=  e niza so pozitivni ~lenovi koja monotono konvergira kon 

nula. Zna~i, vo ovoj slu~aj redot 
1

1

( 1)n

p
n n

-¥

=

-å  uslovno konvergira.  

b) Neka 
1

( ) ,
lnp

f x
x x

=  1.x >  Bidej}i 
2 1

ln
'( ) 0

lnp
x p

f x
x x+

+
= - <  za px e-³  i  

1
lim ( ) lim 0

lnpx x
f x

x x¥ ¥
= =   mo`e da zaklu~ime deka nizata so op{t ~len 

1

lnn p
a

n n
= , p Î   e monotona niza od pozitivni ~lenovi koja konvergira kon 

nula. Spored Lajbnicoviot kriterium mo`e da zaklu~ime deka razgleduvaniot 

red konvergira za sekoj p Î  .  

 Za da ispitame apsolutnata konvergencija na dadeniot red, spored 

integralniot kriterium na Ko{i-Makloren, dovolno e da ja ispitame 

konvergencijata na nesvojstveniot integral  

2 ln 2lnp p

dx dx

x x t

¥ ¥

=ò ò . Bidej}i ovoj 

integral konvergira za 1p > , a divergira za 1p £  mo`e da zaklu~ime deka redot 

1

( 1)

ln

n

p
n n n

¥

=

-å  konvergira apsolutno za 1p >  i uslovno za 1p £ .   

 v) Sli~no kako i vo prethodniot slu~aj nizata so op{t ~len 

1

ln (ln ln )n p
a

n n n
= , p Î   e monotona niza od pozitivni ~lenovi koja konvergira 

kon nula. Spored Lajbnicoviot kriterium mo`e da zaklu~ime deka redot 

1

1

( 1)

ln (ln ln )

n

p
n n n n

-¥

=

-å  konvergira za sekoj p Î  .  

Za da ispitame apsolutnata konvergencija na dadeniot red, spored 

integralniot kriterium na Ko{i-Makloren, dovolno e da ja ispitame 

konvergencijata na nesvojstveniot integral 
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3 ln ln 3ln ln (ln )p p

dx dx

x x x t

¥ ¥

=ò ò . 

 

 

Bidej}i ovoj integral konvergira za 1p > , a divergira za 1p £  mo`e da 

zaklu~ime deka redot 
1

1

( 1)

ln (ln ln )

n

p
n n n n

-¥

=

-å  konvergira apsolutno za 1p >  i uslovno 

za 1p £ .   

 g) Nizata 
1

sin
n
a

n
=  e  monotonо опаѓачка niza so pozitivnи ~lenovi i  

 
1

lim sin 0
n n¥

= . Spored Lajbnicoviot kriterium dadeniot red konvergira.  

 Konvergencijata e uslovna bidej}i   

1 1
( 1) sin sinn

n n
- =  и 

1
sin

lim 1
1n

n

n

¥
= , 

 a redot  
1

1

n n

¥

=
å  e divergenten red.  

  d) Прво ќе докажеме дека  

1

1 2 1
cos cos

2 2 2
sin

sin
2

n

k

n

k

a
a

a
a=

æ ö+ ÷ç ÷-ç ÷ç ÷çè ø
=å , 

за секој n Î   и за секој 2 ,k ka p¹ Î  . Навистина, имаме  

1 1 1

1 1
cos cossin sin 2 212sin

2
sin sin

2 2
1 1 1 1 1 1

cos 1 cos 1 cos 2 cos 2 cos 3
2 2 2 2 2

2 sin
2

n n n

k k k

k kk
k

a a aa
a

a a

a a a a a
a

= = =

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷- - +ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
= = =

æ æ ö æ ö æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷= - - + + - - + + - -ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç çè ø è ø è ø è ø è ø

å å å

1 1 1 1 2 1
cos 3 ... cos cos cos cos

2 2 2 2 2
2 sin

2

n
n n

a
a a a a

a

ççççè

öæ ö æ ö æ ö æ ö+÷÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷÷ ÷ ÷ ÷- + + + - - + = -ç ç ç ç÷÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷è ø è ø è ø è øø

Рedот konvergira spored Dirihleoviot kriterium bidej}i nizata parcijalni 

sumi na redot 
1

sin
n

n
¥

=
å  e ograni~ena, t.e.  
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1

1 1
cos cos

2 2 2 1
sin

1 1 12 sin 2 sin sin
2 2 2

n

k

n

k
=

æ ö÷ç ÷- +ç ÷ç ÷çè ø
= £ =å , dodeka nizata со општ член 

1
n
a

n
=  monotno konvergira kon  nula. 

 Deka konvergencijata na dadeniot red e uslovna, sleduva od neravenstvoto  

2| sin | sin 1 cos2

2

n n n

n n n

-
³ = , bidej}i redot 

1

1 cos2

2n

n

n

¥

=

-å  e divergenten kako 

razlika na divergenten i konvergenten red. 

ѓ) Рedот konvergira spored Dirihleoviot kriterium bidej}i nizata 

parcijalni sumi na redot 
1

cos
n

n
¥

=
å  e ograni~ena, t.e.  

1

1
cos

1
sin

2

n

k

k
=

£å  

(се докажува слично како во д)) dodeka nizata со општ член 1
n
a

n
=  monotno 

konvergira kon  nula. 

Ќе докажеме дека konvergencijata na redot e uslovna. Zaklu~okot sleduva od 

neravenstvoto  

2| cos | cos 1 cos2

2

n n n

n n n

+
³ =  

bidej}i redot 
1

1 cos2

2n

n

n

¥

=

+å  e divergenten kako zbir na divergenten i 

konvergentниот ред  
1

cos2

2n

n

n

¥

=
å .  

 3.75.  Ispitaj ja apsolutnata i uslovnata konvergencija na redot општ член:  

a) 
1

1

( 1)
;

n

n
p
n

a

n

-

+

-
=                       b) 

2sin sin
.

n

n n
a

n

⋅
=  

 Re{enie. a) Ako 0p £  toga{ redot divergira bidej}i op{tiot ~len ne te`i 

kon nula.  
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 Neka 0.p >  Toga{ od 

1

1

lim 1
1

p
n

n

p

n

n

+

¥
= , sleduva deka razgleduvaniot red 

apsolutno konvergira za 1p > . Ako 0 1p< £  op{tiot ~len na dadeniot red mo`e 

da go zapi{eme vo obliк 
1

1/

( 1) 1
.

n

n p n
a

n n

--
= ⋅   

So primena na Lajbnicoviot kriterium mo`e da zaklu~ime deka redot  
1

1

( 1)n

p
n n

-¥

=

-å  

 konvergira. Ponatamu nizata со општ член 
1/

1
n n
a

n
=  za 3,n ³  e monotono 

raste~ka i ograni~ena od gore. Od Abeloviot kriterium sleduva deka redot 

1

1/
1

( 1)n

p n
n n

-¥

+
=

-å  konvergira.   

Zna~i, razgleduvaniot red apsolуtno konvergira za 1,p >  uslovno konver-

gira za 0 1p< £ , a divergira za 0p £ .  

 b)  Op{tiot ~len na dadeniot red mo`e da go zapi{eme vo oblik  

21
(sin sin ).

n
a n n

n
= ⋅ ⋅  

Nizata parcijalni sumi na redot 2

1

sin sin
n

n n
¥

=

⋅å e ograni~ena bidej}i  

2

1 1

1 1
sin sin (cos( ( 1)) cos( ( 1)) 1 cos(( 1) 1

2 2

n n

k n

k k k k k k n n
= =

⋅ = - - + = - + £å å  

Ponatamu nizata so општ член 1
n
a

n
=  monotono konvergira kon nula. Spored 

kriteriumot na Dirihle sleduva deka redot  
2

1

sin sin

n

n n

n

¥

=

⋅å  konvergira.  

3.76. Ispitaj ja konvergencijata na slednive redovi: 

          a) 
100

1

ln
sin ;

4n

n n

n

¥

=

⋅å p
              b) 

2

1

sin
( 1) ;n

n

n

n

¥

=

-å           v) 
2

( 1)
;

( 1)

n

n
n n

¥

=

-

+ -
å  

                 g) ( )2 2

1

sin ;
n

n k
¥

=

+å p             d) 

2

2
2

cos
1

.
lnn

n
n

n

p
¥

=

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç +è øå              
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 Re{enie. a) Konvergencijata na dadeniot red mo`e da ja утврдиме so pomo{ na 

kriteriumot na Dirihle. Imeno, nizata parcijalni sumi na redot 
1

sin
4n

n¥

=
å p  e 

ograni~ena, t.e. 

1

( 1)
sin sin 18 8sin

4
sin sin

8 8

n

k

nn
k

=

+

= <å
pp

p
p p

. 

Ќе докажеме дека nizata со општ член 
100ln

n

n
a

n
=  po~nuvaj}i od nekoe 

0
n n³ , 

monotono опаѓа. 

Навистина, да ја разгледаме функцијата ( )
100ln x

f x
x

=  на ( )1,¥ . Имаме  

( )
( )99 100

2

ln 100 ln
0

x x
f x

x

-
¢ = <  за 

100 100x e> . 

 Значи  
100 100

0
1n eé ù= +ë û . 

Со стократна примена на Лопиталовото правило следува дека низата конвергира кон 

нула.  

Бидејќи nizata со општ член 
100ln

n

n
a

n
=  монотоно конвергира кон нула, според 

kriteriumot na Dirihle даденит ред конвергира. 

 b)  Користејќи дека ( )2 1
sin 1 cos2

2
n n= -  конвергенцијата на дадениот ред се 

сведува на конвергенција на редовите 
1

( 1)n

n n

¥

=

-å  i 
1

( 1) cos2n

n

n

n

¥

=

-å . Soglasno 

kriteriumot na Dirihle redovite 
1

( 1)n

n n

¥

=

-å  i 
1

( 1) cos2n

n

n

n

¥

=

-å  konvergiraat. 

Navistina, od neravenstvata  

1

( 1) 1
n

k

k=

- £å  i  
1

( 1)1 1 cos1
( 1) cos2 cos(2 1)

2 2 cos1 2 cos1

nn
k

k

k n
=

- +
- £ - + + <å  
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sleduva deka nizite parcijalni sumi na redovite 
1

( 1)n

n

¥

=

-å  i 
1

( 1) cos2n

n

n
¥

=

-å  se 

ograni~eni. Osven toa nizata со општ член 1
n
a

n
=  monotno konvergira kon nula. 

Според тоа редовите 
1

( 1)n

n n

¥

=

-å  i 
1

( 1) cos2n

n

n

n

¥

=

-å  конвергираат. 

 v) Poa|aj}i od razlo`uvaweto  

( 1) ( 1) 1
( 1) ( 1)

1 1 1( 1)

n n
n n

n

n n

n n nn

- - -
= - = - -

- - -+ -
 

природата на почетниот ред се сведува на природата на редовите 
2

( 1)

1

n

n

n

n

¥

=

-
-å  и 

2

1

1n n

¥

= -å . 

Сpored Lajbnicoviot kriterium redot 
2

( 1)

1

n

n

n

n

¥

=

-
-å  konvergira, dodeka redot  

2

1

1n n

¥

= -å  divergira, па mo`e da zaklu~ime deka redot 
2

( 1)

( 1)

n

n
n n

¥

=

-

+ -
å  divergira 

kako razlika na konvergenten i divergenten red.  

 g) So primena na adicionite formuli op{tiot ~len na dadeniot red mo`e da 

gо transformirame vo oblik  

( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2sin sin sin cos
n
a n k n k n n n k n n= + = + - + = + - =p p p p p p p   

2
1

2 2
( 1) sin .n k

n k n

p+
æ ö÷ç ÷ç= - ÷ç ÷ç ÷çè ø+ +

 

 За нizata со општ член 
2

2 2
sin

n

k
b

n k n

pæ ö÷ç ÷ç= ÷ç ÷ç ÷çè ø+ +
 имаме 

2

2 2
lim sin 0
n

k

n k n

p
¥

=
+ +

 и 
2

2 2
0 1

k

n k n

p
< <

+ +
, за секој 

0
n n³ , па следува дека 

0
n
b > . Уште низата со општ член 

2

2 2n

k
c

n k n

p
=

+ +
 е монотоно опаѓачка а фунцијата 

sin x  е растечка на ( )0,1 , па следува дека ( )nb  е монотоно опаѓа.  



3.3. Redovi so promenliv znak 

 181

Spored Lajbnicoviot kriterium sleduva deka redot  ( )2 2

1

sin
n

n k
¥

=

+å p konvergira.  

d) So primena na adicionite formuli op{tiot ~len na dadeniot red mo`e da 

gi transformirame vo oblik  

2 2

2 2 2

2 2

( 1)( 1)
cos cos cos

1 1 1 1

ln ln ln

cos ( 1)
1 ( 1)

cos .
1ln ln

n

n

n n n n
n n n n

a
n n n

n
n

nn n

æ ö æ ö æ ö+ - - +÷ ÷ç ç ÷ç÷ ÷ ÷ç ç +ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷÷ ÷ ÷ç ç ç+ + + +è ø è ø è ø
= = = =

æ ö÷ç ÷- +ç ÷ç ÷ æ öç +è ø - ÷ç ÷= == ⋅ ç ÷ç ÷ç +è ø

p p p p p p

p
p

p

 

Bidej}i redot 
2

2

( 1)

ln

n

n n

¥

=

-å  konvergira spored Lajbnicoviot kriterium, a nizata  

cos
1n

b
n

pæ ö÷ç ÷= ç ÷ç ÷ç +è ø
 e monotona i ograni~ena, od Abeloviot kriterium sleduva deka 

redot  

2

2
2

cos
1

lnn

n
n

n

¥

=

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç +è øå

p

 konvergira.  

3.77. Doka`i deka ako nizata ( )na  monotno konvergira kon nula, toga{ redot  

1

sin
n

n

a n
¥

=
å a  konvergira za sekoj a Î  , a redot 

1

cos
n

n

a n
¥

=
å a  konvergira za 

2 ,m¹a p m Î  .  

Re{enie. Neka  
1

sin
n

n
k

B k
=

= å a  i 
1

cos .
n

n
k

C k
=

= å a   

Toga{  

sin ( 1) sin
2 2

sin
2

n

n n

B

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷+ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
=

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

a a

a
  i  

cos ( 1) sin
2 2

sin
2

n

n n

C

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷+ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
=

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

a a

a
,  2 ,m¹a p m Î  . 

Ako 2 ,m¹a p m Î  , toga{  od neravenstvata  

1

sin
2

n
B £

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
a

   i  
1

sin
2

n
C £

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
a

 



III. Brojni redovi  

 182

spored kriteriumot na Dirihle sleduva konvergencija na redovite 
1

sin
n

n

a n
¥

=
å a  i 

1

cos
n

n

a n
¥

=
å a    

 Ako 2 ,m=a p m Î  , toga{ cos 2 1,n mp =  a sin 2 0n mp =  za sekoj n Î  . 

Spored toa za  2 ,m=a p m Î  , redot 
1

sin
n

n

a n
¥

=
å a  konvergira, dodeka redot  

1 1

cos
n n

n n

a n a
¥ ¥

= =

=å åa  mo`e da konvergira ili da divergira vo zavisnost od 

nizata ( )na .   

3.78. Ispitaj ja konvergencijata na redot 
1

sin 1
cos .

ln ln( 2)n

n

n n

¥

= +å a
 

 Re{enie. Zaradi zada~a 3.77. redot 
1

sin

ln ln( 2)n

n

n

¥

= +å a  konvergira,  dodeka nizata  

1
cos

n
a

n
=  e monotna i ograni~ena. Spored kriteriumot na Abel mo`e da 

zaklu~ime deka redot 
1

sin 1
cos

ln ln( 2)n

n

n n

¥

= +å a
 konvergira. 

 3.79. Ispitaj ja apsolutnata i uslovnata konvergencija na slednive redovi: 

                 a) 
100

1

1
( 1) ;

( 1)

n

n

n

n n

¥

=

-
-

+
å                              б) 

2

sin
12 ;

lnn

n

n

¥

=
å

p

                     

 Re{enie. a) Заради  

100

100

1 1
1

lim 1
1n

n
n n

n

¥

-
⋅

+
= , 

следува дека dadeniot red ne konvergira apsolutno.  

 За funkcijata 
100

1 1
( )

1

x
f x

x x

-
= ⋅

+
 имаме ( )

( )

2

2100

1 200
0

100 101 1

x x
f x

x

+ -¢ = <
+

 за 
0

x x>  

каде { }0 1
max ,1x x= , а 

1
x  е поголемото решение на равенката 21 200 0x x+ - = . 

Според тоа низата 
100

1 1

1

n

n n

-
⋅

+
 monotono opa|a za 

0
0x x> > .  



3.3. Redovi so promenliv znak 

 183

Значи, nizata so op{t ~len 
100

1 1

1

n

n n

-
⋅

+
 e niza od pozitivni ~lenovi koja monotono 

konvergira kon nula. Spored kriteriumot na Lajbniц redot  
100

1

1
( 1)

( 1)

n

n

n

n n

¥

=

-
-

+
å  

konvergira.  

б)  Od neravenstvoto  

2sin sin 1 cos cos112 12 6 6
ln ln 2 ln 2 ln 2 ln

n n n n

n n n n n

p p p p
-

³ = = -  

bidej}i redot 
2

1

2 lnn n

¥

=
å  divergira, a redot 

2

cos
6

lnn

n

n

¥

=
å

p

 konvergira (zada~a 3.77.) 

sleduva deka redot 
2

sin
12

lnn

n

n

¥

=
å

p

 divergira kako razlika na divergenten i 

konvergenten red. Spored toa redot  
2

sin
12

lnn

n

n

¥

=
å

p

 ne konvergira apsolutno.  

No zaradi zada~a 3.77 redot 
2

sin
12

lnn

n

n

¥

=
å

p

 konvergira. Zna~i, redot 
2

sin
12

lnn

n

n

¥

=
å

p

 

konvergira uslovno.  

 3.80. Ispitaj ja apsolutnata i uslovnata konvergencija na redot 
1
n

n

a
¥

=
å  vo 

zavisnost od parametarot ,a  ako  

         a) 
2

cos(2 )
;

( 1)n

n
a

n n
=

+ + a
                                             b) 

sin
,

lnn

n
a

n n
=

a
  2;n ³  

                v) ( 1) (arctg( 1) arctg )n
n
a n n n= - + -a                    g) 

1
sin

.
n

n
n

a
n

æ ö÷ç ÷+ç ÷ç ÷çè ø
=

a
 

 Re{enie. a) Ako 0,£a  toga{ redот divergira, bidej}i op{tiot ~len ne te`i 

kon nula.  

Neka 0.>a  Toga{ redot konvergira spored kriteriumot na Dirihle. 

Navistina, nizata parcijalni sumi na redot  
1

cos(2 )
n

n
¥

=
å  e ograni~ena, bidej}i  
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1

cos( 1)sin 1
cos(2 )

sin1 sin1

n

k

n n
k

=

+
= £å  

a nizata 
2

1

( 1)n
a

n n a
=

+ +
 monotno konvergira kon nula. Ponatamu, od 

neravenstvoto 
2 2

cos(2 ) 1

( 1)

n

n n n
£

+ + a a
 sleduva deka razgleduvaniot red apsolutno 

konvergira za  
1
.

2
>a   

]e дoka`eme deka za 
1

0
2

< £a  redot  uslovno konvrergira. Navistina, od 

relaciite  

2

2 2 2 2

| cos(2 ) | cos (2 ) cos(4 )1 1 1

2 2( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

n n n

n n n n n n n n
³ = +

+ + + + + + + +a a a a
 

kako i od faktot deka redot 
2

1

1

( 1)n n n

¥

= + +
å a

 divergira zaradi kriteriumot za 

sporeduvawe, a redot  
2

1

cos(4 )

( 1)n

n

n n

¥

= + +
å a

 konvergira spored kriteriumot na 

Dirihle. Заклучуваме дека redot  
2

1

| cos(2 ) |

( 1)n

n

n n

¥

= + +
å a

 divergira. Toa zna~i deka 

razgleduvaniot red uslovno konvergira za 
1

0
2

< £a .   

 b) Od ocenkata 
sin 1

ln ln

n

n n n n
£

a a
 i od faktot deka redot 

2

1

lnn n n

¥

=
å a

 

konvergira za 1>a  (заради интегралниот критериум за конвергенција) sleduva deka 

dadeniot red apsolutno konvergira za 1.>a  

 Neka 1.£a  Toga{ razgleduvaniot red konvergira spored kriteriumot na 

Dirihle, bidej}i  nizata parcijalni sumi e ograni~ena, t.e  

1

1 1
sin ( 1) sin

2 2 1
sin

1 1
sin sin

2 2

n

k

n n

k
=

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷+ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
= £

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

å  

a nizata 
1

lnn
a

n na
=  monotono konvergira kon nula.  
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No konvergencijata e uslovna, {to mo`e da se zaklu~i od relaciite   

2

2 2 2 2

| sin | cos(2 )sin 1 1 1

2 2ln ln ln lnn n n n

n nn

n n n n n n n n

¥ ¥ ¥ ¥

= = = =

³ = -å å å åa a a a
 

imaj}i vo vid deka redot 
2

1

lnn n n

¥

=
å a

 divergira spored integralniot kriterium, a 

redot 
2

cos(2 )

lnn

n

n n

¥

=
å a

 konvergira spored kriteriumot na Dirihle.  

 v) ( 1) (arctg( 1) arctg )n
n
a n n n= - + -a  

Бидејќи 0 arctg( 1) arctg arctg( 1)
2

n n n
p

< + - < + <  постои  

( )tg arctg( 1) arctgn n+ - , па имаме  

2

tg(arctg( 1)) tg(arctg ) 1
tg(arctg( 1) arctg )

1 tg(arctg( 1))tg(arctg ) 1

n n
n n

n n n n

+ -
+ - = =

+ + + +
  

т.е.  
2

1
arctg arctg( 1) arctg .

1
n n

n n
= + -

+ +
 

 Zna~i,  
2

1
( 1) (arctg( 1) arctg ) ( 1) arctg .

1
n n

n
a n n n n

n n
a a= - + - = -

+ +
  

Со примена на Лопиталовото правило добиваме дека општиот член на редот не 

конвергира кон 0 за 2a ³ , па редот дивергира.  

 Бидејќи  

( ) 2

2

1
1 arctg

1lim
1

n

n

n
n n

n

a

a

¥

-

-
+ +  

е конечен број за 2 1a- > , т.е. 1a <  следува дека редот апсолутно конвергира, а за 

1a ³  апсолутно дивергира. 

Neka 1 2a£ < .  Bidejќи 

( )
( )

( )

2 2 3 4

2
1

2 3 4

2 2 3 4

2
1

2 3 4

1
2 2 2 3 2 arctg

1
2 2 3 2

1
2 2 2 3 2

1
2 2 3 2

x x x x x x
x xf x x

x x x x

x x x x x x
x xx

x x x x

- +

- +

- - + + + + +
+ +¢ = <

+ + + +

- - + + + + +
+ +< <

+ + + +

a

a

a a a a a

a a a a a
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( )2 2 3 4

2
1

2 3 4

2 3 3 4 4
3

2 3 4

2 3 4
3

2 3 4

2 3 4

2 3 4

1
2 2 2 3 2

2 2 3 2
2 2 3 2 2

2 2 3 2
2 2 3 1 2 ) 2 )

2 2 3 2
2 2 3 1 2 ) 2 )

2 2 2

(

(

3

(

(

x x x x x x
xx

x x x x
x x x x x x

x
x x x x

x x x x
x

x x x x
x x x x

x x x x

- +

- +

- +

- - + + + + +
< =

+ + + +
+ + - + - +

= =
+ + + +

+ + - + - +
= <

+ + + +
+ + - + -

+ +

++
< 

+ + +

+

+

a

a

a

a a a a a

a a a a a

a a a a a

a a a a a
2 0, x- + <  ¥a

 

следува дека постои 
0
x  така што ( ) 0f x¢ <  за секој 

0
x x> , па фunkcijata 

2

1
( ) arctg

1
f x x

x x
=

+ +
a  monotono opa|a на ( )0

,x ¥ , od kade {to sleduva deka 

nizata 
2

1
arctg

1n
b n

n n
a=

+ +
e monotono opa|a~ka niza pozitivni realni broevi. 

So primena na Lopitalovoto pravilo се дoka`ува deka razgleduvanata niza 

konvergira kon nula. Spored toa dadeniot red konvergira po kriteriumot na 

Lajbnic. Значи за 1 2a£ <  razgleduvaniot red uslovno konvergira.   

 g) Ako 0,£a  toga{ redot divergira bidej}i op{tiot ~len ne te`i kon nula. 

Ponatamu od ocenkata  

1
sin

1
n
n

n n

æ ö÷ç ÷+ç ÷ç ÷çè ø
£

a a
 

sleduva deka razgleduvaniot red apsolutno konvergira za 1.>a  

 Neka 0 1.< £a  Toga{ so primena na adicionite formuli go dobivame 

ravenstvoto  

1 1 1

1 1 1sin sin cos cos sin

n n n

n n nn n n
n n n

¥ ¥ ¥

= = =

æ ö÷ç ÷+ç ÷ç ÷çè ø
= +å å åa a a

 

od kade {to sleduva deka dadeniot red konvergira kako zbir na dva konvergentni 

reda.  

Navistina,  redot  

1

1
sin cos

n

n
n

n

¥

=
å a
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konvergira spored Abeloviot kriterium, bidej}i redot 
1

sin

n

n

n

¥

=
å a

 konvergira 

spored kriteriumot na Dirihle, a nizata 
1

cos
n
b

n
=  e monotona i ograni~ena. 

Konvergencijata na  redot 
1

1
cos sin

n

n
n

n

¥

=
å a

 sleduva od Vaer{tasoviot kriterium 

zaradi ocenkata  

1

1 1 1cos sin sin
1

.

n
n n n

n n n na a a a+
£ £ =  

Konvergencijata na razgleduvaniot red za 0 1< £a  e uslovna. Zaklu~okot 

sleduva od relaciite  

21 1 2sin sin cos 2
1 1 1

2 2

n n n
n n n

n n n na a a a

æ ö æ ö æ ö÷ç ÷ ÷ç ç÷+ ÷ ÷ç + +ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ç ÷ ÷ç çè ø è ø è ø
³ = - . 

 Рedot  
1

1 1

2 n n

¥

=
å a

 divergira. 

За redot  

1

2
cos 2

1

2 n

n
n

n

¥

=

æ ö÷ç ÷+ç ÷ç ÷çè øå a
 

 имаме  

2 2 2cos 2 cos2 cos sin2 sinn n nn n n
n n na a a

æ ö÷ç ÷+ç ÷ç ÷çè ø
= - , 

па конвергенцијата на 
1

2
cos 2

1

2 n

n
n

n

¥

=

æ ö÷ç ÷+ç ÷ç ÷çè øå a
 се докажува слично како и за редот  

1

1
sin

n

n
n

na

¥

=

æ ö÷ç ÷+ç ÷ç ÷çè øå . 
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3.81. Ako redot 
1
n

n

a
¥

=
å  konvergira, toga{ i redot 

1
n

n

A
¥

=
å , kade {to 

1 1

,
n

n

p

n i
i p

A a
+ -

=

= å  

1
1,p =

1 2
...,p p< <  dobien so grupirawe na ~lenovite na dadeniot red,  bez 

promena na nivniot redosled, isto taka konvergira.  

Re{enie. Za parcijalnata suma na redot 
1
n

n

A
¥

=
å  imame  

2 2 3 11 2 1 2 1 1 1
... ( ... ) ( ... ) ... ( ... )

n nn p p p p p
A A A a a a a a a a

+- - -
+ + + = + + + + + + + + + + =

 
2 2 1 11 2 1 1 1

... ...
n np p p p

a a a a a S
+ +- - -

= + + + + + + =  

kade ( )
np
S  e podniza od nizata  parcijalni sumi ( )nS  na 

1
n

n

a
¥

=
å , indeksirana so 

1 2
1 ....p p= < <  Nizata ( )

np
S  e konvergentna niza kako podniza od konvergentnata  

niza ( )nS . U{te pove}e nizata ( )
np
S  i nizata ( )nS  imaat ista granica. So drugi 

zborovi, od lim
nn
S S

¥
=  sleduva deka  

11 2 1
lim( ... ) lim .

nn pn n
A A A S S

+ -¥ ¥
+ + + = =  

 3.82. Redot  
1
n

n

a
¥

=
å  konvergira, ako se ispolneti slednive uslovi: 

                ( )i  0,
n
a   koga ;n  ¥  

        ( )ii  redot 
1
n

n

A
¥

=
å ,  dobien so grupirawe na ~lenovite na dadeniot red, bez 

promena na nivniot redosled, konvergira.  

        ( )iii  brojot na sobiroci 
i
a  koi ja formiraat sumata 

1 1

,
n

n

p

n i
i p

A a
+ -

=

= å  

1
1,p =

1 2
...,p p< <  e ograni~en.  

Re{enie.  Neka ( ) ( )
k k

A A
n n k
S S n= Î  e parcijalna suma na redot 

1

.
n

n

A
¥

=
å  Toga{  

2 2 2 31 2 1 1 1
... ... ...

k n

A
n p p p p p
S a a a a a a a- + -= + + + + + + + + +  

1 1 11 1 1 1
... ... ... ,

n n np k k p k k p
a a a a S a a

+ + ++ - + -+ + + + + + = + + +  
1

1,
n n
p k p +£ £ -  

kade {to ( )kS  e nizata parcijalni sumi na redot 
1

.
n

n

a
¥

=
å  
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 Bidej}i  0,
n
a   koga n  ¥ i brojot na ~lenovi na nizata со општ член 

11 2 1
...

nk k k p
C a a a

++ + -
= + + +   

e ograni~en dobivame deka 0,
k
C   koga .k  ¥  Ottuka sleduva deka  

lim lim .
k

A
n nk n
S S

¥ ¥
=  

 3.83.  Doka`i deka redoвите   

2 2 3 31 2 1 1
... ... ....

p p p p
a a a a a a

- -
+ + + - - - + +  

и 

1 1
1

1

( 1) ,
n

n

p
n

i
n i p

a
+ -¥

-

= =

æ ö÷ç ÷ç- ÷ç ÷ç ÷çè ø
å å 0,

i
a >

1 2
1 ......p p= < <  

 имаат иста природа на конвергенција. 

 Re{enie. Neka redot 
2 2 3 31 2 1 1

... ... ....
p p p p

a a a a a a
- -

+ + + - - - + +  konvergira. 

Toga{ konvergira nizata  parcijalni sumi na razgleduvaniot red.  

Nizata so op{t ~len 
1 1

1

1

( 1)
k

k

pn
k

i
k i p

a
+ -

-

= =

æ ö÷ç ÷ç- ÷ç ÷ç ÷çè ø
å å  е подниза од низата од parcijalni sumi 

na редот 
2 2 3 31 2 1 1

... ... ....
p p p p

a a a a a a
- -

+ + + - - - + +  , која е конвергентна, па значи 

конвергира. Бидејќи нizata so op{t ~len 
1 1

1

1

( 1)
k

k

pn
k

i
k i p

a
+ -

-

= =

æ ö÷ç ÷ç- ÷ç ÷ç ÷çè ø
å å  е nizata parcijalni 

sumi na redot 
1 1

1

1

( 1)
n

n

p
n

i
n i p

a
+ -¥

-

= =

æ ö÷ç ÷ç- ÷ç ÷ç ÷çè ø
å å , па заклучуваме декар редот 

1 1
1

1

( 1)
n

n

p
n

i
n i p

a
+ -¥

-

= =

æ ö÷ç ÷ç- ÷ç ÷ç ÷çè ø
å å  

конвергира.  

 Obratno, pretpostavuvame deka konvergira redot  
1 1

1

1

( 1) .
n

n

p
n

i
n i p

a
+ -¥

-

= =

æ ö÷ç ÷ç- ÷ç ÷ç ÷çè ø
å å  

Toga{ 
1 1

0,
n

n

p

i
i p

a
+ -

=

å  koga .n  ¥  Bidej}i po uslov na zada~ata ~lenovite 
i
a  se 

pozitivni, zbirot 
11 2 1

...
nk k p

a a a
++ + -

+ + + , каде 
n

k p³ , isto taka te`i kon nula i 

lim lim
k

A
n kk k
S S

¥ ¥
=  od kade {to sleduva deka redot   

2 2 3 31 2 1 1
... ... ... ....

p p p p
a a a a a a

- -
+ + + - - - + + +  
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konvergira. 

 3.84. Doka`i deka sumata na konvergenten red ne se menuva ako ~lenovite na 

redot gi razmestime taka {to nieden  ~len od prvobitnata pozicija ne e oddale~en 

za pove}e od m  mesta, kade {to m  e nekoj odnapred daden природен broj.    

 Re{enie. Neka S  e sumata na redot 
1

.
n

n

a
¥

=
å  Toga{ za sekoe 0>e  postoi 

priroden broj 
0
,n  taka {to za sekoj 

0
n n>  za nizata parcijalni sumi ( )nS  na 

dadeniot red ispolneti se neravenstvata .
n

S S S- < < +e e  

Od uslovot vo zada~ata za 
0

n n m> + , za nizata parcijalni sumi ( )n
S ¢  na redot 

dobien so razmestuvaweto na ~lenovite ispolneti se neravenstvata  

.
n

S S Se e¢- < < +  Ottuka sleduva deka lim
nn
S S

¥
¢ = .  

3.85.  Ispitaj ja konvergencijata na slednive redovi: 

a) 
1 1 1 1 1 1 1 1

1 ...;
2 3 4 5 6 7 8 9

+ + - - - + + + -              б) 
[ ]

1

( 1)
;

n

n n

¥

=

-å                     

в) 
[ln ]

1

( 1)
;

n

n n

¥

=

-å                                г) 
[ ]

1

( 1)
.

n

p
n n

¥

=

-å  

Re{enie. a) Ako gi grupirame ~lenovite na dadeniot red bez da go promenime 

redosledot na ~lenovite dobivame  

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 ...

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

æ ö æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷+ + - + + + + + - + + +ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç çè ø è ø è ø è ø
 

1

1

1 1 1
... ( 1)

3 2 3 1 3
n

n
n

A
n n n

¥
-

=

æ ö÷ç ÷+ + + + = -ç ÷ç ÷ç - -è ø
å  

kade {to 
1 1 1

.
3 2 3 1 3n

A
n n n

= + +
- -

 

 Nizata ( )nA  e niza so pozitivni ~lenovi. koja monotono opa|a. Osven toa od  

1 1 1
lim lim 0

3 2 3 1 3nn n
A

n n n¥ ¥

æ ö÷ç ÷= + + =ç ÷ç ÷ç - -è ø
 

 sleduva deka razgleduvanata niza konvergira kon nula. Zaradi kriteriumot 

na Lajbnic sleduva deka redot 
1

( 1)n
n

n

A
¥

=

-å  konvergira. Toga{ od zada~a 3.83 sleduva 

deka dadeniot red konvergira.  
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б) Ako gi grupirame ~lenovite na dadeniot red bez da go promenime 

redosledot na ~lenovite dobivame  

1 1 1 1 1 1 1 1
1 ... ... ...

2 3 4 5 8 9 10 15

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷- + + + + + + - + + + +ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø
 

2 2 2
1

1 1 1
... ... ( 1)

1 ( 1) 1
n
n

n

A
n n n

¥

=

æ ö÷ç ÷ç+ + + + + = -÷ç ÷÷ç + + -è ø
å  

kade {to 
2 2 2

1 1 1
...

1 ( 1) 1n
A

n n n
= + + +

+ + -
.  

 Nizata ( )nA  e niza so pozitivni ~lenovi. koja monotono opa|a (Зошто?). Osven 

toa od  

2 2 2 2

1 1 1 2 1
lim lim ... lim 0

1 ( 1) 1nn n n

n
A

n n n n¥ ¥ ¥

æ ö +÷ç ÷ç= + + + < =÷ç ÷÷ç + + -è ø
 

sleduva deka razgleduvanata niza konvergira kon nula. Zaradi kriteriumot na 

Lajbnic sleduva deka redot 
1

( 1)n
n

n

A
¥

=

-å   konvergira. Toga{ od zada~a 3.89 sleduva 

konvergencija na redot 
[ ]

1

( 1)
.

n

n n

¥

=

-å  

 в) Redot  

1
1

1 1
( 1) ...

[ ] 1 [ ]
n

n n
n e e

¥

-
=

æ ö÷ç ÷ç- + + ÷ç ÷÷ç +è ø
å  

dobien so grupirawe na ~lenovite na dadeniot red  divergira bidej}i 

op{tiot ~len ne te`i kon nula, {to mo`e da se zaklu~i od ocenkata 

1 1

1

[ ] [ ] [ ]1 1 1
... 1 1 ,

[ ] 1 [ ] [ ] [ ]

n n n

n n n n

e e e

ee e e e

- -

-

-
+ + > = -  -

+
 koga .n  ¥  

Toga{ od zada~a 3.83 sleduva deka redot 
[ln ]

1

( 1) n

n n

¥

=

-å  divergira.  

 г) O~igledno ako 1p >  redot apsolуtno konvergira, dodeka ako 0p £  

redot divergira. Neka 0 1.p< £  Ako gi grupirame ~lenovite na dadeniot red bez 

da go promenime redosledot na ~lenovite dobivame  

1 1 1 1 1 1 1 1
1 ... ... ...

2 3 4 5 8 9 10 15p p p p p p p p

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷- + + + + + + - + + + +ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø
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2 2 2
1

1 1 1
... ... ( 1)

( ) ( 1) (( 1) 1)
n
np p p

n

A
n n n

¥

=

æ ö÷ç ÷ç+ + + + + = -÷ç ÷÷ç + + -è ø
å  

kade {to 
2 2 2

1 1 1
... .

( ) ( 1) (( 1) 1)n p p p
A

n n n
= + + +

+ + -
  

 Ako 
1

2
p >  nizata ( )nA  e niza so pozitivni ~lenovi. koja monotono opa|a. 

Osven toa od 
2 2 2 2

1 1 1 2 1
lim lim ... lim 0

( ) ( 1) (( 1) 1)n p p p pn n n

n
A

n n n n¥ ¥ ¥

æ ö +÷ç ÷ç= + + + < =÷ç ÷÷ç + + -è ø
 

 sleduva deka razgleduvanata niza konvergira kon nula. Zaradi kriteriumot na 

Lajbnic sleduva deka redot 
1

( 1)n
n

n

A
¥

=

-å  konvergira. Toga{ od zada~a 3.83 sleduva 

konvergencija na redot 
[ ]

1

( 1)
.

n

p
n n

¥

=

-å   

Ponatamu, ako 
1

2
p £  redot 

1

( 1)n
n

n

A
¥

=

-å  divergira bidej}i op{tiot ~len ne 

te`i kon nula. Imeno zaradi 
2

2 1

( 2 )n p

n
A

n n

+
>

+
 imame 

2

2 1
lim lim 0.

( 2 )n pn n

n
A

n n¥ ¥

+
³ ¹

+
 

Toga{ spored  zada~a 3.83. redot 
[ ]

1

( 1) n

p
n n

¥

=

-å  divergira. 

3.86. Razmesti gi ~lenovite na redot 
1

1

( 1)n

n n

-¥

=

-å  taka {to dobieniot red da 

divergira.  

Re{enie. Da voo~ime dadeniot red uslovno konvergira. Navistina, nizata 

1
n
a

n
=   e monotona niza so pozitivni ~lenovi koja {to konvergira kon nula, od 

kade {to zaradi kriteriumot na Lajbnic sleduva deka razgleduvaniot red 

konvergira. Od ravenstvoto 
1( 1) 1n

n n

--
=  imaj}i vo vid deka redot 

1

1

n n

¥

=
å  

divergira, sleduva deka redot 
1

1

( 1)n

n n

-¥

=

-å  divergira. Zna~i, razgleduvaniot red 

konvergira uslovno. Постои razmestuvawe na ~lenovite na dadeniot red za koe {to 

dobieniot red divergira. Da go razgledame redot  
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1 1 1 1 1 1 1
1 ...

3 5 2 7 9 11 4

æ öæ ö ÷÷ çç ÷÷ çç + + - + + + - +÷÷ çç ÷÷÷ ÷ç çè ø è ø
 

 

1

1 1 1 1
...

6 5 6 3 6 1 2
1 1 1 1

6 5 6 3 6 1 2n

n n n n

n n n n

¥

=

æ ö÷ç ÷ç+ + + - + =÷ç ÷÷çè ø- - -
æ ö÷ç ÷ç= + + - ÷ç ÷÷çè ø- - -

å
 

dobien so razmestuvawe na ~lenovite na dadeniot red. Od neravenstvoto  

 
1 1 1 2 1

0
6 3 6 1 2 6 1 2n n n n n

+ - > > >
- - -

 

sleduva deka  

1 1 1 1 2

6 5 6 3 6 1 2 6 5n n n n n
+ + - >

- - - -
, 

odnosno, op{tiot ~len na redot dobien so razmestuvawe na ~lenovite na dadeniot 

red e pogolem od 
1

6 5n -
 . Bidej}i redot 

1

1

6 5n n

¥

= -
å  divergira, takov  e i redot   

1

1 1 1 1

6 5 6 3 6 1 2n n n n n

¥

=

æ ö÷ç ÷ç + + - ÷ç ÷÷çè ø- - -
å , 

 dobien so razmestuvawe na ~lenovite na dadeniot red.  
3.87. Doka`i deka harmoniskiot red ostanuva divergenten, ako ne menuvaj}i 

go redosledot na ~lenovite, go promenime znakot taka {to posle p  pozitivni 

~lena, doa|aat q  negativni ~lena, za ,p q¹  i.t.n. So gornata postapka dobivame 

konvergenten red ako .p q=   

Re{enie. Redot dobien od harmoniskiot red so pogornata postapka glasi:  

1 1 1 1 1 1 1 1
1 ... ... ... ...

2 3 1 2 1 2p p p p q p q p q
+ + + + - - - - + + + -

+ + + + + +
 

Zaradi zada~a 3.83 dobieniot red konvergira ili divergira istovremeno so redot  

1 1 1 1 1 1 1 1
1 ... ... ... ...

2 3 1 2 1 2p p p p q p q p q

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷+ + + + - + + + + + + -ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç+ + + + + +è ø è ø è ø
     (1) 

Neka .p q>  Od ocenkite  

 
2

1 1 1 1 1 1
1 ... ... 1

2 3 1 2

q p q
S

p p p p q p p

æ ö æ ö -÷ ÷ç ç÷ ÷= + + + + - + + + > - =ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç + + +è ø è ø
 

4 2

1 1 1 1
... ...

1 2 2 1 2 2
S S

p q p q p q p q

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷= + + + - + + >ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç+ + + + + +è ø è ø
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2

1 1
( )

2 2 2

p q
S p q

p q p q p p q

æ ö÷ç ÷> + - > - +ç ÷ç ÷ç+ + +è ø
 

...................................................................................................................... 

2

1 1 1
( ) ... 0

2 ( 1)n
S p q

p p q np n q

æ ö÷ç ÷> - + + + >ç ÷ç ÷ç + + -è ø
 

sleduva deka 
2

lim
nn
S

¥
= +¥  od kade {to mo`e da se zaklu~i deka (1) divergira.  

 Sli~no, ako ,p q<  toga{ od ocenkite 

1
,S p<        

2
,

p
S p

p q
< -

+
         

3
,

q p
S p

p q

-
< -

+
 

4
,

2( )

q p q
S p

p q p q

-
< - -

+ +
        

5

1
1 ,

2

q p
S p

p q

æ ö- ÷ç ÷< - +ç ÷ç ÷ç+ è ø
 

............................................................................ 

2

1 1 1
1 ... ,

2 3 1 ( 1)n

q p q
S p

p q n n p

æ ö- ÷ç ÷< - + + + + -ç ÷ç ÷ç+ - +è ø
 

2 1

1 1 1 1
1 ...

2 3 1n

q p
S p

p q n n+

æ ö- ÷ç ÷< - + + + + +ç ÷ç ÷ç+ -è ø
 

sleduva deka 
2 1

lim
nn
S

+¥
= -¥  od kade {to mo`e da se zaklu~i deka (1) divergira.  

 Ako p q=  toga{ redot (1) konvergira, {to mo`e da se дoka`e so 

Lajbnicoviot kriterium (доказот се остава на читателот).  

  3.88. Doka`i deka nizata ( )nx  konvergira, ako:  

          a) 2 2
1 1

2 ,n
n n n n
x x x x a+ ++ £ +  za sekoj 1n ³  i 0 1;a< <  

          b) 2 2
1 1 3

1
2 ,

n n n n
x x x x

n+ +
+ £ +  za sekoj 1;n ³    

                 v) 
1 1 1

1 ... 2 ;
2 3

n
x n

n
= + + + + -  

 Re{enie.  a) Od dadeniot uslov za ~lenovite na nizata ( )nx  sleduva deka  

/2
1

| | ( ) .n n
n n
x x a a

+
- £ =  

Ottuka zaradi kriteriumot na Vaer{tras mo`e da zaklu~ime deka redot 

1 1
1

( )
n n

n

x x x
¥

+
=

+ -å  apsolutno konvergira kako red koj e majoriran so 
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konvergentniot geometriski red 
1

( )n

n

a
¥

=
å . Toga{  redot 

1 1
1

( )
n n

n

x x x
¥

+
=

+ -å  e 

konvergenten, od kade {to sleduva deka konvergentna e i negovata niza 

parcijalni sumi .
n
S  Zaradi    

1 2 1 3 1 1
( ) ( ) ... ( )

n n n n
S x x x x x x x x-= + - + - + + - =  

zaklu~uvame deka dadenata niza e konvergentna. 

 b) Od dadeniot uslov za ~lenovite na nizata ( )nx  sleduva deka  

1 3

1
| | .
n n
x x

n+
- £  

Ottuka zaradi kriteriumot na Vaer{tras mo`e da zaklu~ime deka redot 

1 1
1

( )
n n

n

x x x
¥

+
=

+ -å  apsolutno konvergira kako red majoriran so konvergentniot 

red 
3

1

1

n n

¥

=
å .  Toga{ redot 

1 1
1

( )
n n

n

x x x
¥

+
=

+ -å  e konvergenten, od kade {to sleduva 

deka  konvergentna e i negovata niza parcijalni sumi .
n
S  Zaradi    

1 2 1 3 1 1
( ) ( ) ... ( )

n n n n
S x x x x x x x x

-
= + - + - + + - =  

sleduva deka dadenata niza e konvergentna. 

 v) Zaрadi  
1

1 1
1

( )
n

n k k
n

x x x x
-

+
=

= + -å  imame  

1 1 1
1 ... 2

2 3
n

n
+ + + + - =  

1

1

1 1 1 1 1 1
1 1 ... 2 1 1 ... 2

2 3 1 2 3

n

k

k k
k k

-

=

æ ö÷ç ÷ç= - + + + + + - + - - - - - + =÷ç ÷ç ÷çè ø+
å

 
1 1

1 1

1 1 2
1 2 1 2 1

1 1 1

n n

k k

k k
k k k k

- -

= =

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç= - + - + + =- + - =÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø+ + + +
å å  

( )
1

2
1

1
1 .

1 1

n

k k k k

-

=

= - -
+ + +

å  

Toga{ 

( )
2

1

1
lim 1 .

1 1
nn

k

x
k k k

¥

¥
=

= - -
+ + +

å  
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Bidej}i редот 
( )

2
1

1

1 1k k k k

¥

= + + +
å  конвергира zaklu~uvame deka takva e i 

dadenata niza.   

 3.89. Neka ( )na  e monotona niza od pozitivni broevi i neka redot 2

1
n

n

a
¥

=
å  

konvergira. Дoka`i deka slednive redovi se konvergentni: 

        a) 
1

( 1) ;n
n

n

a
¥

=

-å                 b) 
1

;
n n p

n

a a
¥

+
=
å              v) 

1

( 1)p
p

p

b
¥

=

-å , каде 
1

.
p n n p

n

b a a
¥

+
=

= å  

 Re{enie. a) Bidej}i redot 2

1
n

n

a
¥

=
å  konvergira op{tiot ~len te`i kon nula, 

t.e. 2lim 0
nn
a

¥
=  od kade {to sleduva deka lim 0.

nn
a

¥
=  Toga{ od uslovot vo zada~ata 

sleduva deka monotonata niza pozitivni realni broevi ( )na  e opa|a~ka, {to 

spored kriteriumot na Lajbnic povlekuva konvergencija na redot 
1

( 1) .n
n

n

a
¥

=

-å  

b) Konvergencijata na redot  
1
n n p

n

a a
¥

+
=
å sleduva od neravenstvata  

20
n n p n n n
a a a a a+< £ =  

kako i od pretpostavkata deka redot 2

1
n

n

a
¥

=
å konvergira.  

 v) Nizata ( )pb  e niza pozitivni realni broevi. Ponatamu, od   

1 1
1 1

lim lim
n n

p k k p k k p pn n
k k

b a a a a b+ + + +¥ ¥
= =

= ³ =å å  

sleduva deka nizata ( )pb e monotono opa|a~ka. Za da ја utvrdime konvergencijaта 

na dadeniot red spored kriteriumot na Lajbnic dovolno e da poka`eme deka 

lim 0.
pn
b

¥
=  Navistina, za sekoj m Î   imame  

2

1 1 1 1

0
m m

p n n p n n p n n p n
n n m n n m

b a a a a a a a
¥ ¥

+ + +
= = + = = +

£ = + £ +å å å å  

od kade {to sleduva deka  

2 2

1 1 1

0 lim inf lim sup lim ,
m

p p n n p n np pp n n m n m

b b a a a a
¥ ¥

+¥ ¥¥ = = + = +

£ £ £ + =å å å koga p  ¥ .  
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Ako sega m  ¥  dobivame  

2

1

0 lim inf lim sup lim 0
n

p p np mp n m

b b a
¥ ¥¥ = +

£ £ £ =å  

od kade {to sleduva deka lim 0.
pp
b

¥
=  

 3.90. Ispitaj ja konvergencijata na redot 
2

1

( 1)
sin

1n
n

n
a

n

¥

=

æ ö+ ÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç +è ø
å p

, ako 

1
1,a =  

1

2(2 1)
,

3
n

n
n

a
a

a+

+
=

+
1.n ³  

 Re{enie. So metodot na indukcija mo`e da se дoka`e deka  

0 2,
n
a< £   za sekoj 1,n ³  

od kade {to sleduva deka  ( )na  e ograni~ena niza od pozitivni realni broevi. 

Ponatamu, od relaciite  

 
1

2(2 1) ( 1)( 2)
0,

3 3
n n n

n n n
n n

a a a
a a a

a a+

+ + -
- = - = £

+ +
 za sekoj 1,n ³  

sleduva deka nizta ( )na  e monotono raste~ka.  

 Zaradi  

2 2
1( 1) (( 1) 2 ) 2 2

sin sin sin ( 1) ( 1) sin
1 1 1 1

nn n n n n
n

n n n n
-

æ ö æ ö æ ö æ ö+ + -÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç= = + - = -- =ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç+ + + +è ø è øè ø è ø

p p p p
p

1(2( 1) 2) 2 2
( 1) sin ( 1) sin 2 ( 1) sin

1 1 1
n n nn

n n n
-

æ ö æ ö æ ö+ - ÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷= - = - - = -ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç çç + + +è ø è øè ø

p p p
p  

dadeniot red mo`e da go zapi{eme vo oblik 1

1

2
( 1) sin

1
n

n
n

a
n

¥
-

=

æ ö÷ç ÷⋅ - ç ÷ç ÷ç +è ø
å p

. 

 So pomo{ na Lajbnicoviot kriterium mo`e da se poka`e deka redot 

1

1

2
( 1) sin

1
n

n n

¥
-

=

æ ö÷ç ÷- ç ÷ç ÷ç +è ø
å p

 konvergira. Imaj}i vo vid deka nizata  ( )na  e monotona i 

ograni~ena, spored Abeloviot kriterium mo`e da zaklu~ime deka razgleduvaniot 

red konvergira.  

 3.91. Neka  ( )na  e niza realni broevi taka {to 
3

,
n n
a a+ =  za sekoe n Î  . 

Doka`i deka redot 
1

n

n

a

n

¥

=
å  konvergira ako i samo ako 

1 2 3
0.a a a+ + =  
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 Re{enie. Neka 
1 2 3

0.a a a+ + =  Toga{ za nizata parcijalni sumi na redot 

1

n

n

a

n

¥

=
å   imame 

1 2 3

1

0, 3 ;

, 3 1;

, 3 2;
n

n k

S a a a n k

a n k

ìï =ïïï= + = - = -íïïï = -ïî

 

od kade {to sleduva deka { }1 3
| | max | |,| | ,
n
S a a£  t.e. nizata ( )nS  e ograni~ena. 

Bidej}i nizata 
1

n
b

n
=  monotono konvergira kon nula, redot 

1

n

n

a

n

¥

=
å  konvergira 

spored kriteriumot na Dirihle.  

 Obratno, pretpostavuvame deka redot 
1

n

n

a

n

¥

=
å  konvergira. Toga{ konvergira i 

redot 
1

,
n

n

A
¥

=
å  kade {to 1 2 3

3 2 3 1 3n

a a a
A

n n n
= + +

- -
 dobien so grupirawe na ~lenovi-

te na redot 
1

n

n

a

n

¥

=
å , bez promena na redosledot na ~lenovite.  Zaradi   

 

2
1 2 3 1 2 3 1 2 3 3

9( ) 3( 2 3 ) 2

3 2 3 1 3 (3 2)(3 1)3n

a a a a a a n a a a n a
A

n n n n n n

+ + - + + +
= + + = =

- - - -

 1 2 3 1 2 3 3

2 3

2 3 2

2 1 2 1 2 1
3 1 1 9 1 1 27 1 1

3 3 3 3 3 3

a a a a a a a

n n n
n n n n n n

+ + + +
= - +

æ öæ ö æ öæ ö æ öæ ö÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷- - - - - -ç ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç çè øè ø è øè ø è øè ø

  

od konvergencijata na redovite  

 
1

,
n

n

A
¥

=
å  1 2 3

1 2

2 3

2 1
9 1 1

3 3
n

a a a

n
n n

¥

=

+ +
æ öæ ö÷ ÷ç ç÷ ÷- -ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè øè ø

å  i  3

1 3

2

2 1
27 1 1

3 3
n

a

n
n n

¥

= æ öæ ö÷ ÷ç ç÷ ÷- -ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè øè ø

å   

sleduva konvergencija na redot 1 2 3

1 2 1
3 1 1

3 3
n

a a a

n
n n

¥

=

+ +
æ öæ ö÷ ÷ç ç÷ ÷- -ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè øè ø

å .  

 Ако 
1 2 3

0a a a+ + ¹ , тогаш заради  

 ( ) ( )1 2 3 1 2 3

1

2 1
3 1 1

3 3 1
lim

1 3n

n
n n

a a a a a a

n

¥

æ öæ ö÷ ÷ç ç÷ ÷- -ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè øè ø
+ + = + +   
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редот  1 2 3

1 2 1
3 1 1

3 3
n

a a a

n
n n

¥

=

+ +
æ öæ ö÷ ÷ç ç÷ ÷- -ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè øè ø

å  е дивергентен.  

 Значи, заклучуваме дека za da konvergira posledniot red, mora da bide 

ispolneto ravenstvoto 
1 2 3

0.a a a+ + =  

 3.92.  Ispitaj ja konvergencijata na redot  
1

( 1) ,n
n

n

x
¥

=

-å  ako  

1
0,x a= >  

1 2
,

1
n

n

n n

x
x

x x+ =
+ +

  1.n ³  

 Re{enie. So metodot na matemati~ka indukcija mo`e da se doka`e deka 

0,
n
x >  za sekoj n Î  .  Toga{  od  21 1

n n
x x+ + >   imame  

1
,

n n
x x+ <  za sekoj n Î  , 

od kade {to mo`e da se zaklu~i deka nizata ( )nx  konvergira, kako monotona i 

ograni~ena niza. Значи, постои lim
nn
x x

¥
= . Тогаш од 

1 2
,

1
n

n

n n

x
x

x x+ =
+ +

 добиваме 

( )1 0x x + = . Бидејќи 0
n
x >  мора и 0x ³ , т.е. 0x = .  

 Toga{ redot 
1

( 1)n
n

n

x
¥

=

-å  konvergira spored Lajbnicoviot kriterium.  

 3.93. Neka 0>a  i ( )np  monotono raste~ka niza od pozitivni realni broevi. 

Doka`i deka redot 1

1 1

n n

n n n

p p

p p

¥
-

= -

-
å a

 konvergira.   

 Re{enie. Imame 1 1

1 11 1 1

1 1
.n n n

n n nn n n n

p p p

pp p p p

¥ ¥
- -

= =- - -

æ ö- ÷ç ÷ç= - ⋅ ÷ç ÷ç ÷çè ø
å åa a a

 Od uslovot vo zada~a-

ta proizleguvaat slednive dve mo`nosti:  

 Ako 
n
p  ¥ toga{  redot 0 1

1 20 0 1 1

1 1 1 1
....

p p

p pp p p p
- ⋅ + - ⋅ +

a a a a
 konvergira 

spored Lajbnicoviot kriterium, па sleduva deka konvergira и dadeniot red.  

 Ako 
n
p p <+¥  toga{  za op{tiot ~len na dadeniot red imame  

 1
1

1

( ),n n
n n

n n

p p
c p p

p p
-

-

-

-
£ -

a
 bidej}i 

1

1
.

n n

c
p p -

£
a

 

 Od konvergencijata na nizata ( )np  i ravenstvoto 
0 1

1

( )
n

n k k
k

p p p p -
=

= + -å  
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sleduva deka redot 
1

1

( )
k k

n

p p
¥

-
=

-å  konvergira, od kade {to spored kriteriumot za 

sporeduvawe, zaklu~uvame deka дадениот red конвергира. 

 3.94. Najdi ja sumata na redot 1

2
1

1
( 1) ln 1 .

( 1)
n

n n

¥
-

=

æ ö÷ç ÷ç- - ÷ç ÷÷ç +è ø
å  

  Re{enie. Dadeniot red apsolutno konvergira bidej}i  

2

2

1
( 1) ln 1

( 1)
lim 1

1

( 1)

n

n

n

n

¥

æ ö÷ç ÷ç- - ÷ç ÷÷ç +è ø
=

+

, 

а редот 
2

1

1

( 1)n n

¥

= +
å  конвергира.  

Сumata na дадениот red е granicata na nizata parcijalni sumi ( )nS  ili granicata 

na koja bilo nejzina podniza. Од 

 
2 2 2 2 2

(2 1)(2 1) 2 (2 2)1 3 2 4
ln ln ... ln ln

2 3 (2 ) (2 1)n

n n n n
S

n n

- + +⋅ ⋅
= - + + - =

+
 

 

2 2
(2 1)!! (2 )!! 1 1

ln (2 1) ln
(2 )!! (2 1)!! 2 1 2 1

n n n
n

n n n n

æ ö æ ö- +÷ ÷ç ç÷ ÷= + - ⋅ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç - + +è ø è ø
 

dobivame deka  

 

2 2

2

(2 1)!! (2 )!! 1 1
lim lim ln (2 1) ln

(2 )!! (2 1)!! 2 1 2 1nn n

n n n
S n

n n n n¥ ¥

æ öæ ö æ ö ÷ç - + ÷÷ ÷ç çç ÷÷ ÷= + - ⋅ =ç çç ÷÷ ÷ç çç ÷÷ ÷ç ç - + +ç è ø è ø ÷çè ø
 

 

2 2
(2 1)!! (2 )!! 1 1

lim ln (2 1) lim ln lim ln
(2 )!! (2 1)!! 2 1 2 1n n n

n n n
n

n n n n¥ ¥ ¥

æ ö æ ö- +÷ ÷ç ç÷ ÷= + - - =ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç - + +è ø è ø
 

 
2

2 1 8
ln ln ln ln .

2 2
= - - =

p
p p

 

 Zabele{ka.  Vo zada~ata ja primenivme formulata na Valis 

2
(2 )!! 1

lim ln .
(2 1)!! 2 1 2n

n

n n¥

æ ö÷ç ÷ =ç ÷ç ÷ç - +è ø

p
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3.4. Beskone~ni proizvodi  

 

Neka ( )np  e dadena niza realni broevi. Formalniot izraz   

1 2 n
p p p⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

ozna~en so 
1
n

n

p
¥

=
  se narekuva beskone~en proizvod so op{t ~len .

n
p   

 Proizvodot na prvite n -~lena na proizvodot se narekuva n -ti parcijalen 

proizvod i se ozna~uva so .
n
P  Zna~i, 

1 2
1

.
n

n k n
k

P p p p p
=

= = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅   Ako postoi 

granicata lim ,
nn
P P

¥
=  0,P ¹  P-¥ < <+¥  toga{ velime deka beskone~niot 

proizvodot  
1
n

n

p
¥

=
  konvergira, a brojot P  se narekuva proizvod ili vrednost na 

beskone~niot proizvod i pi{uvame 
1

.
n

n

p P
¥

=

=  Vo sprotivno velime deka 

proizvodot 
1
n

n

p
¥

=
  divergira.  

1.  Ako proizvodot  
1
n

n

p
¥

=
  konvergira toga{ lim 1.

nn
p

¥
=  

2. Beskone~niot proizvod 
1

,
n

n

p
¥

=
 0

n
p >  za sekoj n Î  ,  konvergira ako i samo 

ako konvergira redot 
1

ln .
n

n

p
¥

=
å   

 

 3.95. Ispitaj ja konvergencijata na slednive beskone~ni proizvodi: 

       a) 
1

1
;

n n

¥

=
               b) 

1

( 1) ;n
n

¥

=

-                   v) 
1

;
1n

n

n

¥

= +               g) 
1

1
1 .

n n

¥

=

æ ö÷ç ÷+ç ÷ç ÷çè ø
                           

Re{enie. a) Beskone~niot proizvod 
1

1

n n

¥

=
  divergira bidej}i ne e ispolnet 

potrebniot uslov za konvergencija, t.e. 
1

lim 0 1.
n n¥

= ¹  
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b) Beskone~niot proizvod 
1

( 1)n
n

¥

=

-  divergira bidej}i nizata parcijalni 

proizvodi so op{t ~len 
1

( 1)
n

k
n

k

P
=

= -  divergira.   

v) Za nizata parcijalni proizvodi na razgleduvaniot proizvod imame   

1

1 2 1

1 2 3 1 1

n

n
k

n n
P

n n n=

= = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =
+ + +  

od kade {to dobivame deka 
1

lim lim 0
1nn n

P
n¥ ¥

= =
+

 {to zna~i deka beskone~niot 

proizvod divergira.  

g) Beskone~niot proizvod 
1

1
1

n n

¥

=

æ ö÷ç ÷+ç ÷ç ÷çè ø
  divergira bidej}i nizata parcijalni 

proizvodi divergira. Poto~no, zaradi  

1

1 2 3 1
1 1

1 2

n

n
k

n
P n

n n=

æ ö +÷ç ÷= + = ⋅ ⋅⋅ ⋅ = +ç ÷ç ÷çè ø
  

imame lim lim 1
nn n
P n

¥ ¥
= + = +¥ od kade {to zaklu~uvame deka razgleduvanniot 

beskone~en proizvod divergira. 

       3.96. Doka`i deka slednive beskone~ni proizvodi konvergiraat i najdi gi:  

              a) 
2

2

1
1 ;

n n

¥

=

æ ö÷ç ÷-ç ÷ç ÷çè ø
                  b) 

2
2

1
1 ;

1n n

¥

=

æ ö÷ç ÷+ç ÷ç ÷ç -è ø
                  v) 

1

cos ,
2nn

¥

=
 a

  0 .< <a p                              

 Re{enie. a) Za nizata parcijalni proizvodi na dadeniot proizvod imame: 

22 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

( 1) 11 1 1 1 2 1 3 1 1
1 1 1 1

2 3 ( 1) 2 3 ( 1)n

n n
P

n n n n

æ öæ öæ ö æ ö - -- - -÷÷ ÷ ÷çç ç ç÷÷ ÷ ÷ç= - - ⋅⋅⋅ - - = ⋅ ⋅⋅ ⋅ ⋅ =ç ç ç÷÷ ÷ ÷çç ç ç÷÷ ÷ ÷ç ç ç÷ç - -è øè ø è øè ø
 

2 2 2 2

( 2) ( 1)( 1)1 3 2 4 1

22 3 ( 1)

n n n n n

nn n

- - +⋅ ⋅ +
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =

-
 

od kade {to dobivame deka  

1 1
lim lim .

2 2nn n

n
P

n¥ ¥

+
= =  

Zna~i, razgleduvaniot beskone~en proizvod konvergira i negovata vrednost  

e 
1
.

2
P =  

b) Dadeniot beskone~en proizvod konvergira bidej}i     
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2 2 2 2

1 1 1 1
1 1 1 1

2 1 3 1 ( 1) 1 1n
P

n n

æ öæ öæ ö æ ö÷÷ ÷ ÷çç ç ç÷÷ ÷ ÷ç= + + ⋅⋅⋅ + + =ç ç ç÷÷ ÷ ÷çç ç ç÷÷ ÷ ÷ç ç ç÷ç- - - - -è øè ø è øè ø
 

( 1) ( 1)2 2 3 3 2

1 3 2 4 ( 2) ( 1)( 1) 1

n n n n n

n n n n n

- ⋅ -⋅ ⋅ ⋅
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =

⋅ ⋅ - - + +
 

od kade {to sleduva deka 
2

lim lim 2.
1nn n

n
P

n¥ ¥
= =

+
 

Vrednosta na razgleduvaniot beskone~en proizvod e 2.P =  

 v)  Po niza trigonometriski transformacii imame    

2

2 2
sin 2 sin cos 2 sin cos cos

2 2 22 2
= = =

a a a a a
a 2

2 2
2 sin cos cos ...

22 2

a a a
= =  

1 2
2 sin cos cos cos cos

22 2 2 2
n

n n n-
= ⋅⋅ ⋅

a a a a a  

od kade {to sleduva deka  
2

sin sin 2cos cos cos .
2 2 2 2 sin sin

2 2

n

n n
n

n n

P = ⋅⋅⋅ = = ⋅

a
a a a a a

a a a
 

Toga{ 
sin sin sin sin2 2lim lim lim

sin sin
2 2

n n

nn n n

n n

P
¥ ¥ ¥

= ⋅ = ⋅ =

a a
a a a a

a a a a a a
 

od kade {to mo`e da se zaklu~i deka beskone~niot proizvod konvergira i 

negovata vrednost e  
sin

.P =
a

a
 

3.97. Doka`i deka ako konvergiraat beskone~nite proizvodi 
1
n

n

p
¥

=
  i 

1

,
n

n

q
¥

=
  

, 0
n n
p q >  za sekoj n Î  , toga{ konvergiraat i  beskone~nite proizvodi 

1
n n

n

p q
¥

=
  i  

1

.n
n n

p

q

¥

=
  [to mo`e da se ka`e za vrednosta na beskone~nite proizvodi  

1
n n

n

p q
¥

=
  i  

1

.n
n n

p

q

¥

=
  

 Re{enie. Od uslovot vo zada~ata sleduva deka vrednostite na beskone~nite 

proizvodi 
1

lim
n

kn
k

P p
¥

=

=   i  
1

lim
n

kn
k

Q q
¥

=

=   se kone~ni pozitivni broevi. Zaradi   
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komutativnosta i asocijativnosta na operacijata mno`ewe na realni broevi 

imame  

1 1 1

n n n

k k k k
k k k

p q p q
= = =

=      i    1

1

1

n

kn
k k

n
k k

k
k

p
p

q
q

=

=

=

=





. 

Koristej}i gi svojstvata na konvergentnite nizi dobivame  

1 1 1 1 1 1

lim lim lim lim
n n n n n

n n k k k k k kn n n n
n k k k k k

p q p q p q p q PQ
¥

¥ ¥ ¥ ¥
= = = = = =

= = = =        i  

1 1

1 1

1 1

lim
lim lim

lim

n n

k kn n
n k k k

n nn n
n kn k

k kn
k k

p p
p p P

q q Q
q q

¥ ¥
= =

¥ ¥
= =

¥
= =

= = = =
 

 
 

 

od kade {to mo`e da zaklu~ime deka beskone~nite proizvod 
1
n n

n

p q
¥

=
  i 

1

n

n n

p

q

¥

=
  

konvergiraat  i ima vrednost PQ   i  ,
P

Q
 soodvetno.  

3.98. Doka`i ja formulata na Valis 
2

2
1

4
.

24 1n

n

n

¥

=

=
-

 p  

  Re{enie. Ako neravenstvoto  2 1 2 2 1sin sin sinn n nx x x+ -£ £  za 0,
2

x
pæ ö÷ç ÷Î ç ÷ç ÷çè ø

 go 

integrirame od 0  do 
2

p
  dobivame  

 

/2 /2 /2

2 1 2 2 1

0 0 0

sin sin sin .n n nxdx xdx xdx+ -£ £ò ò ò
p p p

 

Bidej}i  

/2

2 1

0

(2 )!!
sin ,

(2 1)!!
n n
xdx

n
+ =

+ò
p

   

/2

2

0

(2 1)!!
sin ,

(2 )!! 2
n n
xdx

n

-
=ò

p
p

    

/2

2 1

0

(2 2)!!
sin ,

(2 1)!!
n n
xdx

n
- -

=
-ò

p

 

gi dobivame neravenstvata  
(2 )!! (2 1)!! (2 2)!!

(2 1)!! (2 )!! 2 (2 1)!!

n n n

n n n

- -
< <

+ -
p

, t.e. 

2 2
(2 )!! (2 )!!1 1

.
2 1 (2 1)!! 2 2 (2 1)!!

n n

n n n n

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷< <ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç+ - -è ø è ø

p
 

Ako stavime 
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2
(2 )!!1

2 1 (2 1)!!n

n
x

n n

æ ö÷ç ÷= ç ÷ç ÷ç+ -è ø
 i  

2
(2 )!!1

2 (2 1)!!n

n
y

n n

æ ö÷ç ÷= ç ÷ç ÷ç -è ø
 

 toga{ od  

2
(2 )!!1 1 1

0 0
2 2 1 (2 1)!! 2 2n n

n
y x

n n n n

pæ ö÷ç ÷< - = £ ç ÷ç ÷ç+ -è ø
, koga n  ¥ , 

sleduva deka lim lim .
2n nn n

x y
¥ ¥

= =
p

 

Ottuka, zaradi   

 

2 2

2
1

(2 )!!1 2 2 4 4 ... 2 2 4

2 1 (2 1)!! 1 1 3 3 5 5 ... (2 1)(2 1)(2 1) 4 1

n

n
k

n n n k
x

n n n n n k=

æ ö ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅÷ç ÷= = =ç ÷ç ÷ç+ - ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ - - + -è ø
  

dobivame deka 
2

2
1

4

24 1n

n

n

¥

=

=
-

 p
, {to treba{e da se doka`e. 

  3.99. Doka`i gi slednive ravenstva:  

a) 
1

(2 1)(2 7) 3
;

(2 3)(2 5) 7n

n n

n n

¥

=

+ +
=

+ +                b) 
2

0

1
1 2;

2
n

n

¥

=

æ ö÷ç ÷+ =ç ÷ç ÷çè ø
               v) 

2
1

1 2
1 .

4n n

¥

=

æ ö÷ç ÷- =ç ÷ç ÷çè ø
 p

 

Re{enie. a) Treba da doka`eme deka dadeniot beskone~en proizvod 

konvergira kon brojot  
3

.
7

 Imame     

1 1

(2 1)(2 7) (2 1)(2 7)
lim

(2 3)(2 5) (2 3)(2 5)

n

n
n k

n n k k

n n k k

¥

¥
= =

+ + + +
= =

+ + + +   

(2 1)(2 5) (2 1)(2 7)3 9 5 11 3 2 7 3
lim lim .

5 7 7 9 (2 1)(2 3) (2 3)(2 5) 7 2 3 7n n

n n n n n

n n n n n¥ ¥

- + + +⋅ ⋅ +
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ =

⋅ ⋅ + + + + +
 

 b) Vo dadeniot slu~aj imame  

22 2
0

1 1 1 1
1 1 1 1 .

2 22 2
k n

n

k=

æ ö æ öæ ö æ ö÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷+ = + + ⋅⋅⋅ +ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç çè ø è øè ø è ø
   

Toga{  od 
12 22 2 2

0

1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 ... 1

2 2 22 2 2
k n n

n

k
+

=

æ ö æ ö æ öæ ö æ ö÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷- + = - + ⋅⋅⋅ + = = -ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç çè ø è ø è øè ø è ø
   

dobivame deka   

12

2
0

1
1

1 21
12 1
2

n

k

n

k

+

=

-æ ö÷ç ÷+ =ç ÷ç ÷çè ø -
  

od kade {to sleduva  
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12

2 2
0 0

1
1

1 1 21 lim 1 lim 2.
12 2 1
2

n

n k

n

n n
n k

+¥

¥ ¥
= =

-æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷+ = + = =ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø -
   

 v) So primena na formulata na Valis imame  

1 1 12 2 2

2 2 2 2
1 1 1 1

1 4 1 4 4 2
1 .

24 4 4 1 4 1n n n n

n n n

n n n n

- - -
¥ ¥ ¥ ¥

= = = =

æ ö æ öæ ö æ ö- ÷ ÷÷ ÷ç çç ç÷ ÷÷ ÷ç ç- = = = = =ç ç÷ ÷÷ ÷ç çç ç÷ ÷÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç- -è ø è øè ø è ø
    p

p
 

3.100. Najdi ja vrednosta na beskone~niot  proizvod  ( )2

0

1 .
n

n

x
¥

=

+  

  Re{enie. Vo dadeniot slu~aj imame ( )( ) ( )2 21 1 1 .
n

n
P x x x= + + ⋅⋅ ⋅ +   

Neka | | 1x < . Toga{  od ( ) ( )( ) ( ) 12 2 2 21 1 1 1 1
n n

n
x P x x x x

+

- = - + ⋅⋅⋅ + = -  dobivame 

deka  

121

1

n

n

x
P

x

+

-
=

-
, pa  ( )

2
2

0

1 1
1 lim lim .

1 1

n

n

nn n
n

x
x P

x x

¥

¥ ¥
=

-
+ = = =

- -  

Ako | | 1,x ³  togaш општиот член на редот не конвергира кон  1. 

Od pogornata diskusija mo`e da se zaklu~i  deka  

( )2

0

1
, | | 1;

1 1
, | | 1,

n

n

x
x x

x

¥

=

ìïï <ïï+ = í -ïï+¥ ³ïïî

  

3.101. Doka`i deka 

1

0

1

0

( )

lim 0,

( )

n

n

k

nn

k

a kb

a kb

-

=

-¥

=

+
=

+



å
 za sekoi , 0.a b >  

Re{enie. So primena na neravenstvoto меѓу аритметичката и геометриската 

средина 

11

0 0

1
( ) ( )

nn

n

k k

a kb a kb
n

--

= =

+ £ +å  

 imame  

1 1

0 0
1 1

0 0

1( ) ( )
1

0 0,

( ) ( )

n n

n

k k
n n

k k

a kb a kb
n

n
a kb a kb

- -

= =
- -

= =

+ +
< £ = 

+ +

 å

å å
 koga n  ¥  

od kade {to sleduva deka  
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1

0

1

0

( )

lim 0.

( )

n

n

k

nn

k

a kb

a kb

-

=

-¥

=

+
=

+



å
 

3.102.  Beskone~niot proizvod 
1

(1 ),
n

n

p
¥

=

+  0
n
p >  za sekoj n Î  , konvergira 

ako i samo ako konvergira redot 
1

.
n

n

p
¥

=
å  

 Re{enie. Нека бeskone~niot proizvod 
1

(1 ),
n

n

p
¥

=

+  0
n
p >  za sekoj n Î  , 

konvergira. Тогаш ( )lim 1 1
nn
p

¥
+ = , па lim 0

nn
p

¥
= . Притоа konvergira redot и 

1

ln(1 )
n

n

p
¥

=

+å . Од 
ln(1 )

lim 1n

n
n

p

p¥

+
=  следува дека редовите 

1

ln(1 )
n

n

p
¥

=

+å  и 
1
n

n

p
¥

=
å  

имаат иста природа, па значи и редот 
1
n

n

p
¥

=
å  конвергира. 

Обратно. Нека редот 
1
n

n

p
¥

=
å  конвергира, па важи lim 0

nn
p

¥
= . Од 

ln(1 )
lim 1n

n
n

p

p¥

+
=  

следува дека редовите 
1

ln(1 )
n

n

p
¥

=

+å  и 
1
n

n

p
¥

=
å  имаат иста природа, па значи и редот 

1

ln(1 )
n

n

p
¥

=

+å  конвергира, па и 
1

(1 )
n

n

p
¥

=

+  конвергира. 

3.103.  Ispitaj ja konvergencijata na slednive beskone~ni proizvodi: 

       a) 
1

1
1 ;

( 2)n n n

¥

=

æ ö÷ç ÷+ç ÷ç ÷ç +è ø
                   b) 

1

1
1 ;

2nn

¥

=

æ ö÷ç ÷+ç ÷ç ÷çè ø
                   v) 

2

2
2

3
.

1n

n

n

¥

=

+

-
                 

 Re{enie. a) Dadeniot beskone~en proizvod konvergira bidej}i konvergira 

redot  
1

1
.

( 2)n n n

¥

= +å  

 b) Od konvergencijata ne geometriskiot red 
1

1

2nn

¥

=
å  sleduva deka konvergira i 

razgleduvaniot beskone~en proizvod.  
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 v) Od ravenstvoto  
2

2 2
2 2

3 4
1

1 1n n

n

n n

¥ ¥

= =

æ ö+ ÷ç ÷= +ç ÷ç ÷ç- -è ø
  , kako i od faktot deka od 

konvergencijata na redot 
2

1

4

1n n

¥

= -
å , sleduva konvergencija na beskone~niot 

proizvod 
2

2

4
1

1n n

¥

=

æ ö÷ç ÷+ç ÷ç ÷ç -è ø
 . Заклучуваме deka  razgleduvaniot beskone~en proizvod 

konvergira. 

 3.104. Ispitaj ja konvergencijata, vo zavisnost od realniot parametar ,a  na 

slednive beskone~ni proizvodi:  

        a) 
1

1
1 ;

n n

¥

=

æ ö÷ç ÷+ç ÷ç ÷çè ø
 a

                  b) 
2

ln
1 ;

n

n

n

¥

=

æ ö÷ç ÷+ç ÷ç ÷çè ø
 a

                  v) 
2

1
1 .

lnn n n

¥

=

æ ö÷ç ÷+ç ÷ç ÷çè ø
 a

                

 Re{enie. a) Imaj}i vo vid deka redot 
1

1

n n

¥

=
å a

 konvergira za 1>a , a  divergira 

za 1£a , razgleduvaniot beskone~en proizvod konvergira za 1>a , a divergira za 

1£a .  

 b) Redot  
2

ln

n

n

n

¥

=
å a

 konvergira za 1>a , a  divergira za 1.£a  Spored toa 

dadeniot beskone~en proizvod konvergira za 1>a , a divergira za 1£a .  

 v) Razgleduvaniot beskone~en proizvod konvergira za 1,>a  a divergira za 

1,£a  bidej}i redot 
2

1

lnn n n

¥

=
å a

 konvergira za 1,>a  a divergira za 1.£a   
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IV. FUNKCIONALNI NIZI I REDOVI 

 

 

4.1. Funkcionalni nizi 

 

 

 Sekoe preslikuvawe ,
n

n f n Î  , od mno`estvoto prirodni broevi vo 

mno`estvoto od funkcii definirani na podmno`estvo X  од realni broevi  se 

narekuva funkcionalna niza i se ozna~uva so  ( )nf  

 Za funkcionalnata niza ( )nf  velime deka konvergira по точки (to~kasto) kon 

funkcijata f  na mno`estvoto ,X  ako  

lim ( ) ( ),
nn
f x f x

¥
=  za sekoj .x XÎ  

Funkcionalnata niza ( )nf  ramnomerno konvergira kon funkcijata f  na 

mno`estvoto ,X  ako za sekoe 0>e  postoi 
0
n Î  , taka {to za sekoј 

0
n n³  и za 

sekojx XÎ  важи  ( ) ( ) .
n
f x f x e- <   

1. Funkcionalnata niza ( )nf  ramnomerno konvergira kon funkcijata f  na 

mno`estvoto ,X  ako i samo ako  

lim sup ( ) ( ) 0.
nn x X
f x f x

¥ Î
- =  

2. Ako nizata ( )nf  od neprekinati funkcii na [ , ]a b  ramnomerno konvergira  

kon funkcijata f  na [ , ],a b  toga{ va`at ravenstvata  

( )
0 0

lim lim ( ) lim lim ( ) ,
n nn x x x x n
f x f x

¥   ¥

æ ö÷ç =÷ç ÷çè ø 0
[ , ];x a bÎ  

( )
0 0

0

lim ( ) lim ( ) ,
x x

n nn n
a

f t dt f t dt
¥ ¥

=ò ò 0
[ , ].x a bÎ  

3. Ako nizata ( )nf  od neprekinato diferencijabilni funkcii na [ , ]a b  

konvergira barem vo edna to~ka [ , ]c a bÎ  i ako nizata ( )nf ¢  ramnomerno konvergira 
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na [ , ],a b  toga{ funkcionalnata niza ( )nf  ramnomerno konvergira na [ , ]a b  i pritoa 

va`i ravenstvoto   

( )lim ( ) lim ( ) ,
n nn n
f x f x

¥ ¥

¢¢ = za sekoj [ , ].x a bÎ  

 4.1. Najdi ja grani~nata funkcija na slednive funkcionalni nizi:  

            a) ( ) ,n
n
f x x=  [0,1];x Î                          b) 1 2( ) 4 3 ,n n n

n
f x x x x+ += - +  [0,1];x Î  

            v) 
2 2

( ) ,
1n

nx
f x

n x
=

+
 ( , );x Î -¥ +¥       g) 

2

2 2
( ) ,
n

n
f x

n x
=

+
 ( , );x Î -¥ +¥  

            d) 
1

( ) sin ,
n
f x x

nx
=  (0, );x Î +¥             |) 

2

4 2
( ) ln 3 ,

x

n x

n e
f x

n e

æ ö÷ç ÷ç= + ÷ç ÷÷çè ø
 [0, ).x Î +¥  

Re{enie. a) Ako [0,1)x Î  toga{ lim 0,n

n
x

¥
=  a ako 1,x =  toga{ lim 1.n

n
x

¥
=  

Spored toa dadenata funkcionalna niza to~kasto konvergira kon funkcijata  

0, 0 1
( ) lim ( ) lim .

1, 1
n

nn n

x
f x f x x

x¥ ¥

ìï £ <ïï= = = íï =ïïî

ako  

ako     
 

 b) Koristej}i go prethodno dobieniot rezultat dobivame  

1 2lim( 4 3 ) 0,n n n

n
x x x+ +

¥
- + =  za 0 1x£ <  i  1 2lim( 4 3 ) 0,n n n

n
x x x+ +

¥
- + =  za 1.x =  

Spored toa za grani~nata funkcija dobivame  

1 2( ) lim ( ) lim( 4 3 ) 0,n n n
nn n

f x f x x x x+ +

¥ ¥
= = - + =  [0,1].x Î  

 v) Ako 0,x ¹  toga{ od neravenstvoto  

2 2 2 2

1
( )

1n

nx nx
f x

n x n x nx
= < =

+
 

sleduva deka ( ) lim ( ) 0.
nn

f x f x
¥

= =  Ako 0,x =  toga{ ( ) 0,
n
f x =  za sekoј n Î  . 

Spored toa razgleduvanata funkcionalna niza to~kasto konvergira kon 

funkcijata  

( ) 0,f x =  ( , ).x Î -¥ +¥  

 g) Od  

2 2

2 2 2 2
( ) 1
n

n x
f x

n x n x
= = -

+ +
 

 sleduva deka baranata grani~na funkcija e  



4.1.Funkcionalni nizi 

 211

( ) lim ( )
nn

f x f x
¥

= =  
2 2

2 2 2 2
lim lim 1 1,
n n

n x

n x n x¥ ¥

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç= - =÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç ç+ +è ø è ø
  ( , ).x Î -¥ +¥  

d) Imaj}i ja predvid дека  

1
sin1 1

lim sin lim
1n n

nxn
nx x

x
xn

¥ ¥
= = , 

па следува grani~nata funkcija e 
1

( ) ,f x
x

= (0, ).x Î +¥  

|) Koristej}i дека  

  

2

4 22 2

4 2 2 4 2

4 2

ln 1
3( )

lim ( ) lim ln 3 ln 3 lim ln 3
3( )

3( )

x

xx x

n x x xn n n

x

n e

n en e n e
f x

n e n e n e

n e

¥ ¥ ¥

æ ö÷ç ÷ç + ÷ç ÷æ ö ÷ç +è ø÷ç ÷ç= + = + =÷ç ÷÷ç +è ø
+

,  

sleduva deka razgleduvanata funkcionalna niza konvergira kon funkcijata 

( ) ln 3,f x =  )0, .x éÎ +¥êë  

 4.2. Doka`i po definicija deka slednive funkcionalni nizi se ramnoмerno 

konvergentni:  

a) ( ) ,n
n
f x x=  

1 1
, ;

2 2
x

é ù
ê úÎ -ê ú
ë û

                               b) 
1

( ) ,
n
f x

n x
=

+
 (0, );x Î +¥  

v) 
2 2

( ) ,
1n

x
f x

n x
=

+
[0,1];x Î                           g) 

1
( ) ,
n
f x x

n
= + [0, ).x Î +¥  

 Re{enie. a) Dadenata funkcionalna niza konvergira to~kasto na 

razgleduvaniot interval  kon funkcijata   

( ) lim ( ) lim 0,n
nn n

f x f x x
¥ ¥

= = =  
1 1
, .

2 2
x

é ù
ê úÎ -ê ú
ë û

 

 ]e дoka`eme deka konvergencijata e ramnomerna. Neka 0>e  e proizvolno. 

Izbirame 
0

ln
1.

ln 2
n

eé ù
ê ú= +ê úê úë û

 Toga{ za sekoј 1 1
, ,

2 2
x

é ù
ê úÎ -ê ú
ë û

 

1
( ) ( ) ,

2

n
n

n
f x f x x

æ ö÷ç ÷- = £ <ç ÷ç ÷çè ø
e  za sekoј 

0
n n³ , 
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 od kade {to sleduva deka dadenata funkcionalnata niza ramnomerno konvergira 

na intervalot 
1 1
, .

2 2

é ù
ê ú-ê ú
ë û

 

b) Dadenata funkcionalna niza konvergira to~kasto na razgleduvaniot 

interval kon funkcijata  

1
( ) lim ( ) lim 0,

nn n
f x f x

x n¥ ¥
= = =

+
 (0, ).x Î +¥  

Neka 0>e  e proizvolno. Izbirame 
0

1
1.n

é ù
ê ú= +ê ú
ë ûe

 Toga{  

 
1 1

( ) ( ) ,
n
f x f x

x n n
- = £ <

+
e  za sekoи 

0
n n³ ,  (0, ),x Î +¥  

od kade {to sleduva deka nizata  ramnomerno konvergira na intervalot (0, ).+¥   

v) Grani~nata funkcija na dadenata funkcionalna niza e  

2 2
( ) lim ( ) lim 0,

1nn n

x
f x f x

n x¥ ¥
= = =

+
 za sekoј 0,1 .x é ùÎ ê úë û  

Neka 0>e  e proizvolno. Izbirame 
0

1
1.

2
n

é ù
ê ú= +ê ú
ë ûe

 Toga{ од ( )21 0nx- ³  и  

2 2 2 2

1 2 1
( ) ( ) ,

2 21 1n

x nx
f x f x

n nn x n x
- = £ ⋅ £ <

+ +
e  za sekoи 

0
n n³ ,  0,1 ,x é ùÎ ê úë û  

sleduva deka dadenata funkcionalnata niza ramnomerno konvergira na 

razgleduvaniot interval.   

g) Dadenata funkcionalna niza to~kasto konvergira kon funkcijata   

1
( ) lim ( ) lim ,

nn n
f x f x x x

n¥ ¥
= = + =  [0, ).x Î +¥  

Neka 0>e  e proizvolno. Izbиrаme 
0 2

1
1.n

é ù
ê ú= +ê ú
ë ûe

 Toga{ za sekoј 
0

n n³  i za 

sekoј [0, )x Î +¥  va`i  

2

21
( )

1 1 1
( ) ( )

1 1
n

x x
n

f x f x x x
n n

x x n
n n

e

æ ö÷ç ÷ç + -÷ç ÷ç ÷çè ø
- = + - = £ = <

+ +
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od kade {to sleduva deka razgleduvanata funkcionalna niza ramnomerno 

konvergira na intervalot [0, ).+¥  

 4.3. Dali ramnomerno konvergiraat slednive funkcionalni nizi:  

            a) ( ) ,n
n
f x x=  [0,1);x Î                              b) ( ) ,n

n
f x x= [0,1];x Î  

            v) 
2 2

( ) ,
1n

nx
f x

n x
=

+
 [0,2];x Î                    g) 

2

4 2
( ) ln 3 ,

x

n x

n e
f x

n e

æ ö÷ç ÷ç= + ÷ç ÷÷ç +è ø
[0, )?x Î +¥  

Re{enie. a) Dadenata funkcionalna niza to~kasto konvergira kon 

grani~nata funkcija  

( ) lim ( ) lim 0,n
nn n

f x f x x
¥ ¥

= = =  [0,1).x Î  

Ќе докажеме дека конвергенцијата не е рамномерна, т.е. постои 0e >  така што за 

секој 
0
n Î   постои )

0
0,1

n
x éÎ êë  така што 

0 0 0
( ) ( ) .

n n n
f x f x e- ³  

Neka 
1

2
e =  и нека 

0
n Î   е произволен и нека 

0 0

1

2
n n
x = . Јасно, [0,1).

n
x Î  

Тогаш 
0

0 0 0 0

1 1
( ) ( ) .

22

n

n n n n
f x f x e

æ ö÷ç ÷ç- = = =÷ç ÷ç ÷çè ø
  

Zna~i konvergencijata na razgleduvanata niza ne e ramnomerna.  

b) Dadenata funkcionalna niza  ( ) n
n
f x x=  e niza od neprekinati funkcii. Da 

voo~ime deka grani~nata funkcija,  

0, 0 1
( ) lim ( ) ,

1, 1nn

x
f x f x

x¥

ìï £ <ïï= = íï =ïïî

ako  

ako     
 

ne e neprekinata funkcija. Bidej}i funkcionalna niza od neprekinati funkcii, 

pri ramnomerna konvergencija, konvergira kon neprekinata funkcija, 

zaklu~uvame deka konvergencijata na dadenata niza na razgleduvaniot interval 

ne e ramnomerna.  

v) Dadenata funkcionalna niza to~kasto konvergira kon grani~nata 

funkcija  

2 2
( ) lim ( ) lim 0.

1nn n

nx
f x f x

n x¥ ¥
= = =

+
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 Neka 
1
.

2
=e  Izbirame niza realni broevi so op{t ~len 

1
.

n
x

n
=  Toga{ 

0,2 ,
n
x é ùÎ ê úë û  za sekoј n Î   i 

2

2

1
1

( ) ( ) .
1 2

1
n n n

n
nf x f x
n
n

⋅
- = = =

+ ⋅
e   

Spored toa, konvergencijata na razgleduvanata niza ne e ramnomerna.  

g) Grani~nata funkcija za dadenata funkcionalna niza e  

2

2 4
( ) lim ( ) lim ln 3 ln 3,

x

n xn n

n e
f x f x

e n¥ ¥

æ ö÷ç ÷ç= = + =÷ç ÷÷ç +è ø
 [0, ).x Î +¥  

Neka 
7

ln 0.
6

e = >  Izbirame niza realni broevi so op{t ~len 2 ln .
n
x n=  

Toga{ [0, ),
n
x Î +¥  za sekoј n Î   i  

2 2 ln 4

4 ln 4 4

7
( ) ( ) ln 3 ln 3 ln 3 ln 3 ln .

62

n

n n n n

n e n
f x f x

e n n

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç- = + - = + - = =÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç ç+è ø è ø
e  

Zna~i, konvergencijata na razgleduvanata niza ne e ramnomerna.   

4.4. Ispitaj ja ramnomernata konvergencija na slednive funkcionalni nizi:  

            a) 2( ) ,n n
n
f x x x += -   [0,1];x Î                    b) 2( ) ,n n

n
f x x x= -   [0,1];x Î               

            v) 
3 2

( ) ,
1n

nx
f x

n x
=

+
  ( , ),x Î -¥ +¥         g) 

2 2
( ) ,

1n

nx
f x

n x
=

+
  [0,1].x Î  

Re{enie. a) Grani~nata funkcija na dadenata funkcionalna niza e   

2 2( ) lim ( ) lim( ) lim (1 ) 0,n n n
nn n n

f x f x x x x x+

¥ ¥ ¥
= = - = - =  za sekoј [0,1].x Î   

Bidej}i razgleduvanata funkcionalna niza e niza od neprekinati funkcii 

na zatvoren interval to~no e ravenstvoto 
0,10,1

sup ( ) ( ) max ( )
n nxx

f x f x f x
é ùÎé ùÎ ê úë ûê úë û

- = . 

Za da gи opredelime  maksimumite na sekoja od funkciite ,
n
f n Î  , }e go 

pobarame prviot izvod  na funkciite:  

2 1 1 1 2( ) ( ) ( 2) ( ( 2) ),n n n n n
n
f x x x nx n x x n n x+ - + -¢ ¢= - = - + = - + [0,1].x Î  

Лесно се проверува дека funkciite 
n
f , n Î  , imaat maksimum  vo to~kite  

(0,1),
2n

n
x

n
= Î

+
 n Î  ,  

soodvetno, a nivnite vrednosti vo tie to~ki se 
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2

2

1 2
( ) 1 .

2 2 2 2
2

1

n

n n n n

n n n
f x f

n n n n

n

æ öæ ö æ ö æ ö ÷ç ÷÷ ÷ ÷ç ç çç ÷÷ ÷ ÷ç ç çç= = - = ⋅÷÷ ÷ ÷ç ç çç ÷÷ ÷ ÷ç ç çç ÷÷ ÷ ÷+ + + +÷ ÷ ÷ç ç ççè ø è ø è ø ÷÷ç æ öè ø ÷ç ÷+ç ÷ç ÷çè ø

 

Spored toa  

0,1
2

1 2 1
lim sup ( ) ( ) lim 0 0,

2
2

1

n nn nx

f x f x
n e

n

¥ ¥é ùÎê úë û

- = ⋅ = ⋅ =
+æ ö÷ç ÷+ç ÷ç ÷çè ø

 

od kade {to sleduva deka dadenata funkcionalna niza ramnonerno konvergira na 

intervalot 0,1 .é ùê úë û  

 b) Dadenata funkcionalna niza ima grani~na funkcija  

( )2( ) lim ( ) lim lim (1 ) 0,n n n n
nn n n

f x f x x x x x
¥ ¥ ¥

= = - = - =  0,1 .x é ùÎ ê úë û   

Za prviot izvod na funkciite ,
n
f n Î    vo intervalot 0,1é ùê úë û  imame  

2 1 2 1 1( ) ( ) (2 ) ( 2 ),n n n n n n
n
f x x x nx n x x n nx- - -¢ ¢= - = - = - [0,1].x Î  

Лесно се проверува дека funkciite 
n
f , n Î  , imaat maksimum  vo to~kite  

1/

1
[0,1],

2n n
x = Î n Î  ,  

soodvetno, a nivnite vrednosti vo tie to~ki se  

2

1/ 1/ 1/

1 1 1 1
( ) .

42 2 2

n n

n n n n n n
f x f

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷= = - =ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø
 

Spored toa  

 

 

od kade {to sleduva deka konvergencijata na dadenata niza na razgleduvaniot 

interval ne e ramnomerna. 

 v) Funkcionalnata niza konvergira to~kasto kon grani~nata funkcija  

 
3 2

( ) lim ( ) lim 0,
1nn n

nx
f x f x

n x¥ ¥
= = =

+
( , ).x Î -¥ +¥   

Za prviot izvod na funkciite 
n
f , n Î  ,  imame  

2

0,1 0,1

1
lim sup ( ) ( ) lim sup ( ) 0

4
n n

nn nx x

f x f x x x
¥ ¥é ù é ùÎ Îê ú ê úë û ë û

- = - - =
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3 2

3 2 2

(1 )
( ) ,

(1 )n

n n x
f x

n x

-¢ =
+

 ( , ),x Î -¥ +¥   

od kade {to sleduva deka dadenite funkcii imaat maksimum vo to~kite 1 3/2,
n
x n=  

a minimum vo to~kite 2 3/2,
n
x n= - n Î  .   

Od  1 2 1
( ) ( ) ,

2
n n

f x f x
n

= - =  dobivame deka  

( )

3/2

, 3

3

1
1

lim sup ( ) ( ) lim lim 0.
1 21

nn n nx

n
nf x f x

nn
n

¥ ¥ ¥Î -¥ +¥

⋅
- = = =

+ ⋅
 

Zna~i, razgleduvanata funkcionalna niza ramnomerno konvergira na celata 

realna prava.  

 g) Dadenata funkcionalna niza ima grani~na funkcija  

( ) lim ( )
nn

f x f x
¥

= =  
2 2

lim 0,
1n

nx

n x¥
=

+
0,1 .x é ùÎ ê úë û  

Од 

( ) ( ), , 2 2

2 2

1 1
1

lim sup ( ) ( ) lim sup lim ,
1 1 2

1 1
nn n nx x

n n
n nf x f x
n n
n n

¥ ¥ ¥Î -¥ +¥ Î -¥ +¥

⋅ ⋅
- ³ = =

+ ⋅ + ⋅
  

следува дека konvergencijata na dadenata niza na razgleduvaniot interval ne 

e ramnomerna.  

4.5. Ispitaj ja ramnomernata konvergencija na slednive funkcionalni nizi:  

            a) 2

2

1
( ) ,
n
f x x

n
= +   ( , );x Î -¥ +¥      b)

1
( ) ,
n
f x n x x

n

æ ö÷ç ÷ç= + - ÷ç ÷ç ÷÷çè ø
  (0, ).x Î +¥               

Re{enie. a) Grani~nata funkcija na dadenata funkcionalna niza e   

2

2

1
( ) lim ( ) lim | |,

nn n
f x f x x x

n¥ ¥
= = + =  ( , ).x Î -¥ +¥   

Razgleduvanata funkcionalna niza go ispolnuva potrebniot i dovolen uslov 

za ramnomerna konvergencija na celata realna bidej}i  

( ) ( )

2

2
, ,

1
lim sup ( ) ( ) lim sup | |

nn nx x
f x f x x x

n¥ ¥Î -¥ +¥ Î -¥ +¥
- = + - =  



4.1.Funkcionalni nizi 

 217

( ) ( )

2

2 2

2

, ,
2 2 2

2 2

1
| |

1
lim sup lim sup

1 1| | | |
n nx x

x x
n

x x n x x
n n

¥ ¥Î -¥ +¥ Î -¥ +¥

æ ö÷ç ÷ç + -÷ç ÷ç ÷çè ø
= = £

æ ö÷ç ÷ç+ + + + ÷ç ÷ç ÷çè ø

 

2

1
lim 0.

1n
n
n

¥
£ =

⋅
 

 b) Dadenata funkcionalna niza ima grani~na funkcija  

     

( )
2

21

1 1
( ) lim ( ) lim lim ,

1 2
nn n n

x x
n

f x f x n x x n
n x

x x
n

¥ ¥ ¥

æ ö÷ç ÷ç + -÷ç ÷æ ö ç ÷ç÷ è øç ÷ç= = + - = =÷ç ÷ç ÷÷çè ø + +

 

(0, ).x Î +¥   

Zaradi  

( ) ( )0, 0,

1 1
lim sup ( ) ( ) lim sup

2
nn nx x

f x f x n x x
n x¥ ¥Î +¥ Î +¥

æ ö÷ç ÷ç- = + - - =÷ç ÷ç ÷÷çè ø
 

( ) ( ) 2
0, 0,

1 1 1
lim sup lim sup

1 2 1
2

n nx xx
x x n x x xn n

¥ ¥Î +¥ Î +¥
= - = = +¥

æ ö÷ç+ + ÷ç + + ÷ç ÷ç ÷çè ø

 

(бидејќи 
20

1
lim

1
2

x

n x x x
n

+
= +¥

æ ö÷ç ÷ç + + ÷ç ÷ç ÷çè ø

) sleduva deka konvergencijata na 

dadenata niza na razgleduvaniot interval ne e ramnomerna. 

 4.6. Ispitaj ja ramnomernata konvergencija na slednite funkcionalni nizi 

na navedenite intervali:  

             a) 
2 22( ) ,n x

n
f x n xe-=   [0, );x Î +¥                   b) 

3 2

( ) ,n x
n
f x nxe-=   [0, );x Î +¥                       

             v) 
22( ) ,n nx

n
f x e- -=   (0,2);x Î                          g) 

22( ) ,x nx
n
f x e- -=   (2, ).x Î +¥                 

Re{enie. a) Za proizvolno [0, )x Î +¥  imame  

 
2 22( ) lim ( ) lim 0.n x

nn n
f x f x n xe-

¥ ¥
= = =   
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Funkciite ,
n
f n Î  , imaat maksimum vo to~kite 

1

2
n
x

n
=  i nivnite 

vrednosti se ( ) .
2

n n

n
f x

e
=  Toga{  

) )0, 0,

1
lim sup ( ) ( ) lim sup ( ) lim lim ,

2 2
n n nn n n nx x

n
f x f x f x f

n e¥ ¥ ¥ ¥é éÎ +¥ Î +¥ê êë ë

æ ö÷ç ÷ç- = = = = +¥÷ç ÷÷çè ø
  

od kade {to sleduva deka konvergencijata na dadenata niza ne e ramnomerna.  

 b) Dadenata funkcionalna niza to~kasto konvergira kon funkcijata  

3 2

lim ( ) lim 0,n x
nn n
f x nxe-

¥ ¥
= =  [0, )x Î +¥ .  

Funkciite ,
n
f n Î  , imaat maksimum vo to~kite 

3

1
.

2
n
x

n
=   Vrednostite na 

funkciite vo tie to~ki se 
1

( ) .
2

n n
f x

ne
=  Toga{   

) ) 30, 0,

1 1
lim sup ( ) ( ) lim sup ( ) lim lim 0,

22
n n nn n n nx x

f x f x f x f
nen¥ ¥ ¥ ¥é éÎ +¥ Î +¥ê êë ë

æ ö÷ç ÷ç- = = = =÷ç ÷ç ÷è ø
 

 od kade {to zaklu~uvame deka razgleduvanata niza ramnomerno konvergira na 

intervalot [0, ).+¥   

 v) Za proizvolno (0,2)x Î  imame 
22lim ( ) lim 0,x nx

nn n
f x e- -

¥ ¥
= =  

 od kade {to zaklu~uvame deka ( ) 0,f x =  (0,2).x Î  Funkciite ,
n
f n Î  ,  imaat 

maksimum vo to~kite (0,2),
4n

n
x = - Ï  pa spored toa funkciite ,

n
f n Î  ,  opa|aat 

na intervalot ( )0,2 .  Zaradi   

( ) ( )
( )

0,2 0,2

lim sup ( ) ( ) lim sup ( ) lim 0 1 0
n n nn n nx x

f x f x f x f
¥ ¥ ¥Î Î

- = = = ¹   

dobivame deka  dadenata niza ne konvergira ramnomerno na intervalot (0,2).  

 g) Na intervalot (2, )+¥  funkciite ,
n
f n Î  , opa|aat otkade {to sleduva 

deka   

( ) ( )
( ) 8 2

2, 2,

lim sup ( ) ( ) lim sup ( ) lim 2 lim 0.n
n n nn n n nx x

f x f x f x f e- -

¥ ¥ ¥ ¥Î +¥ Î +¥
- = = = =  

 Spored toa dadenata niza ramnomerno konvergira na intervalot (2, )+¥ . 

4.7. Ispitaj ja ramnomernata konvergencija na slednive funkcionalni nizi:  
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            a) 
sin( )

( ) ,
n

nx
f x

n
=  ( , );x Î -¥ +¥                b) ( ) sin ,

n

x
f x

n

æ ö÷ç ÷= ç ÷ç ÷çè ø
 ( , );x Î -¥ +¥  

      v) 
1

( ) sin ,
n
f x n

nx

æ ö÷ç ÷= ç ÷ç ÷çè ø
 [1, );x Î +¥                 g) 

1
( ) sin ,
n
f x x

n

æ ö÷ç ÷= +ç ÷ç ÷çè ø
 ( , ).x Î -¥ +¥  

 Re{enie. a) Grani~nata funkcija na dadenata funkcionalna niza e  

sin( )
( ) lim ( ) lim 0,

nn n

nx
f x f x

n¥ ¥
= = =  ( , ).x Î -¥ +¥   

Zaradi  

( ) ( ), ,

| sin( ) | 1
lim sup ( ) ( ) lim sup lim 0,

nn n nx x

nx
f x f x

n n¥ ¥ ¥Î -¥ +¥ Î -¥ +¥
- = = =  ( , )x Î -¥ +¥  

 sleduva deka dadenata niza konvergira ramnomerno.  

 b) Dadenata funkcionalna niza to~kasto konvergira kon funkcijata  

 ( ) lim ( ) lim sin 0,
nn n

x
f x f x

n¥ ¥

æ ö÷ç ÷= = =ç ÷ç ÷çè ø
 za sekoј ( ), .x Î -¥ +¥   

Zaradi  

( ) ( ), ,

lim sup ( ) ( ) lim sup sin 1 0,
nn nx x

x
f x f x

n¥ ¥Î -¥ +¥ Î -¥ +¥

æ ö÷ç ÷- = = ¹ç ÷ç ÷çè ø
 za (2 1),

2n

n
x x k= = +

p
  

sleduva deka razgleduvanata niza ne konvergira ramnomerno na mno`estvoto 

realni broevi.  

 v) Od 

1
sin

1 1
lim sin lim

1n n

nx
n

nx x
x
nx

¥ ¥

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷æ ö çè ø÷ç ÷ = =ç ÷ç ÷çè ø
 za 1x ³  следува дека grani~nata 

funkcija na dadenata funkcionalna niza e 
1

( ) lim ( ) ,
nn

f x f x
x¥

= =  za 1.x ³   

Ponatamu, zaradi Maklorenovata formula 

 ( )
2

sin sin ,
2

t
t t tq¢¢= +  (0,1),q Î  dobivame 

2

sin ,
2

t
t t- £ t Î  . Spored toa  

) ) 2
1, 1,

1 1 1
lim sup ( ) ( ) lim sup sin lim 0

2( )nn n nx x

f x f x n n
nx nx nx¥ ¥ ¥é éÎ +¥ Î +¥ê êë ë

æ ö÷ç ÷- = - £ ⋅ =ç ÷ç ÷çè ø
  

od kade {to sleduva deka razgleduvanata niza ramnomerno konvergira na 

intervalot )1, .é +¥êë   

 g) Dadenata funkcionalna niza to~kasto konvergira kon funkcijata  
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1

( ) lim ( ) lim sin sin ,
nn n

f x f x x x
n¥ ¥

æ ö÷ç ÷= = + =ç ÷ç ÷çè ø
 za sekoe ( , ).x Î -¥ +¥   

U{te pove}e dadenata funcionalna niza konvergira ramnomerno, bidej}i   

( ) ( ), ,

1
lim sup ( ) ( ) lim sup sin sin

nn nx x

f x f x x x
n¥ ¥Î -¥ +¥ Î -¥ +¥

æ ö÷ç ÷- = + - =ç ÷ç ÷çè ø
  

( ) ( ), ,

1 2 1 1 1
lim sup 2 sin cos lim sup 2 sin lim 2 0.

2 2 2 2n n nx x

nx

n n n n¥ ¥ ¥Î -¥ +¥ Î -¥ +¥

æ ö æ ö æ ö+÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷= £ £ =ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø
  

4.8. Ispitaj ja ramnomernata konvergencija na slednive funkcionalni nizi:  

            a) ( ) arcsin ,
1

n

n n

x
f x

x
=

+
 [0,1);x Î                   b) ( ) arctg ,

n
f x nx=  (0, );x Î +¥  

     v) ( ) arctg ,
n
f x x nx=  (0, );x Î +¥                   g) 

3

arctg
( ) ,
n

nx
f x

n x
=

+
 (0, ).x Î +¥  

Re{enie. a) Od  

lim arcsin 0
1

n

nn

x

x¥
=

+
, 

za grani~nata funkcija na razgleduvanata funkcionalna niza dobivame 

 ( ) lim ( ) lim arcsin 0,
1

n

n nn n

x
f x f x

x¥ ¥
= = =

+
 [0,1).x Î  

Ponatamu, bidej}i funkciite ( ) arcsin ,
1

n

n n

x
f x

x
=

+
 n Î   se raste~ki na 

intervalot  [0,1) imame  

 
[0,1) [0,1)

1
lim sup ( ) ( ) lim sup arcsin arcsin

2 61

n

n nn nx x

x
f x f x

x¥ ¥Î Î
- = = =

+

p
 

od kade {to mo`e da zaklu~ime konvergencijata na funkcionalnata niza kon 

grani~nata funkcija ne e ramnomerna.  

b) Funkcionalnata niza konvergira to~kasto kon grani~nata funkcija  

( ) lim ( ) lim arctg ,
2nn n

f x f x nx
¥ ¥

= = =
p

 (0, ).x Î +¥  

 Zaradi  

(0, ) (0, )]
lim sup ( ) ( ) lim sup arctg

2 2nn nx x
f x f x nx

¥ ¥Î +¥ Î +¥
- = - =

p p
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sleduva deka razgleduvanata niza ne konvergira ramnomerno na intervalot 

(0, ).x Î +¥  

v) Grani~nata funkcija na dadenata funkcionalna niza e  

( ) lim ( ) lim arctg ,
2nn n

x
f x f x x nx

¥ ¥
= = =

p
 (0, ).x Î +¥  

So primena na neraveнstvoto arctg ,x x<  za 0x > , i ravenstvoto  

 
1

arctg arctg
2

x
x

p
+ =   (лесно се докажува со помош на изводи) 

dobivame  

(0, ) (0, )] (0, )]
lim sup ( ) ( ) lim sup arctg lim sup (arctg )

2 2nn n nx x x

x
f x f x x nx x nx

¥ ¥ ¥Î +¥ Î +¥ Î +¥
- = - = - =

p p

(0, )] (0, )]

1 1 1
lim sup arctg lim sup lim 0
n n nx x

x x
nx nx n¥ ¥ ¥Î +¥ Î +¥

= £ ⋅ = =  

od kade {to sleduva deka razgleduvanata funkcionalna niza konvergira 

ramnomerno na intervalot  (0, )x Î +¥ .  

 g)  Dadenata funkcionalna niza ima grani~na funkcija  

3

arctg
( ) lim ( ) lim 0,

nn n

nx
f x f x

n x¥ ¥
= = =

+
 (0, ).x Î +¥  

Razgleduvanata funkcionalna niza konvergira ramnomerno na intervalot 

(0, ),x Î +¥  bidej}i e ispolnet potrebniot i dovolen uslov za ramnomerna 

konvergencija, odnosno  

33 3(0, ) (0, )] (0, )]

arctg arctg
lim sup ( ) ( ) lim sup 0 lim sup lim 0.

2
nn n n nx x x

nx nx
f x f x

n x n x n¥ ¥ ¥ ¥Î +¥ Î +¥ Î +¥
- = - = £ =

+ +

p

                   

4.9. Ispitaj ja ramnomernata konvergencija na slednive funkcionalni nizi:  

      a) 2 1
( ) ln ,
n
f x x

n

æ ö÷ç ÷= +ç ÷ç ÷çè ø
 ( , ),x aÎ +¥  0;a >            b) 

ln( )
( ) ,
n

nx
f x

nx
=  [1, );x Î +¥  

     v) ( ) 1 ,
n

n

x
f x

n

æ ö÷ç ÷= +ç ÷ç ÷çè ø
 ( , );x Î -¥ +¥                        g) 

1
( ) 1

nx

n
f x

nx

æ ö÷ç ÷= +ç ÷ç ÷çè ø
 (0,1).x Î  

Re{enie. a) Grani~nata funkcija na dadenata funkcionalna niza e  

2 21
( ) lim ( ) lim ln ln ,

nn n
f x f x x x

n¥ ¥

æ ö÷ç ÷= = + =ç ÷ç ÷çè ø
 ( , ).x aÎ +¥  

Zaradi  
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( ) ( ) ( )

2

2 2

2
, , ,

1
1

lim sup ( ) ( ) lim sup ln ln lim sup ln
nn n nx a x a x a

x
nf x f x x x

n x¥ ¥ ¥Î +¥ Î +¥ Î +¥

+æ ö÷ç ÷- = + - = =ç ÷ç ÷çè ø

( ) 2 2
,

1 1
lim sup ln 1 lim ln 1 0
n nx a x n a n¥ ¥Î +¥

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷= + £ + =ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
 

dobivame deka razgleduvanata niza konvergira ramnomerno. 

 b) So primena na Lopitalovoto pravilo dobivame deka grani~nata funkcija 

na dadenata funkcionalna niza e  

ln( )
( ) lim ( ) lim 0,

nn n

nx
f x f x

nx¥ ¥
= = = [1, ).x Î +¥  

Za prviot izvod na funkciite 
ln( )

( )
n

nx
f x

nx
= , n Î   imame  

2 ln
( ) ,

2
n

nx
f x

x nx

-¢ = [1, ).x Î +¥  

od kade {to sleduva deka dadenite funkkci imaat maksimum vo to~kata 
2e

x
n

=  

ednakov na 
2 2

.
n

e
f
n e

æ ö÷ç ÷ç =÷ç ÷è ø
 Razgleduvanata funkcionalna niza ne konvergira 

ramnomerno bidej}i   

[1, ) [1, )

ln( ) 2
lim sup ( ) ( ) lim sup 0.

nn nx x

nx
f x f x

enx¥ ¥Î +¥ Î +¥
- = = ¹  

v) Dadenata funkcionalna niza ima grani~na funkcija  

( ) lim ( ) lim 1 ,
n

x
nn n

x
f x f x e

n¥ ¥

æ ö÷ç ÷= = + =ç ÷ç ÷çè ø
( , ).x Î -¥ +¥  

Za prviot izvod na funkciite   

( ) ( ) ( ) 1 ,
n

x
n n

x
x f x f x e

n

æ ö÷ç ÷= - = - +ç ÷ç ÷çè ø
f n Î  , ( , ).x Î -¥ +¥  

 imame   

1

'( ) 1 ,
n

x
n

x
x e

n

-æ ö÷ç ÷= - +ç ÷ç ÷çè ø
f ( , ).x Î -¥ +¥   
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otkade {to sleduva deka funkciite 
n

f  imaat minimum vo to~kata 0x =  ednakov 

na (0) 0.
n

=f  Spored toa nizata funkcii ,
n

f  n Î  , raste na intervalot (0, ).+¥  

Toga{   

( ) ( ) ( ), , 0,

lim sup ( ) lim sup 1 lim sup 1
n n

x x
nn n nx x x

x x
x e e

n n¥ ¥ ¥Î -¥ +¥ Î -¥ +¥ Î +¥

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷= - + ³ - + = +¥ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
f  

od kade {to sleduva deka konvergencijata na dadenata funkcionalna niza e  

ramnomerna.  

 g) Grani~nata funkcija na dadenata funkcionalna niza e  

1
( ) lim ( ) lim 1 ,

nx

nn n
f x f x e

nx¥ ¥

æ ö÷ç ÷= = + =ç ÷ç ÷çè ø
 (0,1).x Î  

Тогаш имаме  

) )

1

(0,1) 0, 0,

1 1
lim sup ( ) ( ) lim sup 1 lim sup 1

1

2 0

nx n
n

nn n nx x x

f x f x e e
nx

n
n

e

¥ ¥ ¥é éÎ Î +¥ Î +¥ê êë ë

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷- = + - ³ + - =ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø ÷ç ÷ç ÷÷çè ø
= - ¹

 

od kade {to sleduva deka konvergencijata na razgleduvanata funcionalna niza ne 

e ramnomerna.  

 4.10. Doka`i deka funkcionalnata niza со општ член ( ) arctg
n

n
f x

x
=  

ramnomerno konvergira na intervalot (0, ],x aÎ 0 ,a< <¥  no ne konvergira  

ramnomerno na intervalot (0, ).+¥         

 Re{enie.  Dadenata funkcionalna niza to~kasto konvergira kon funkcijata  

 ( ) lim ( ) lim arctg ,
2nn n

n
f x f x

x¥ ¥
= = =

p
 (0, ].x aÎ   

So primena na neraveнstvoto arctg ,x x<  za 0x >  и ravenstvoto  

 
1

arctg arctg
2

x
x

p
+ =    

dobivame  

(0, ] (0, ] (0, ]
lim sup ( ) ( ) lim sup arctg lim sup arctg

2nn n nx a x a x a

n x
f x f x

x n¥ ¥ ¥Î Î Î
- = - = £

p
 

(0, ]
lim sup lim 0,
n nx a

x a

n n¥ ¥Î
£ £ =   za (0, ]x aÎ  



IV. Funcionalni nizi i redovi 

 224

od kade {to sleduva deka razgleduvanata niza konvergira ramnomerno na 

intervalot ( , 0].a  

 Na intervalot  (0, )+¥  dadenata niza ne konvergira ramnomerno bidej}i  

(0, ) (0, ) (0, )
lim sup ( ) ( ) lim sup arctg lim sup arctg .

2 2nn n nx x x

n x
f x f x

x n¥ ¥ ¥Î +¥ Î +¥ Î +¥
- = - = =

p p
 

4.11. Ispitaj ja ramnomernata konvergencija na funkcionalnata niza   

2
( ) ln 1 sin
n

x n
f x

x n

æ öæ ö÷ç ÷ç ÷÷ç ç ÷= + ÷ç ç ÷÷ç ç ÷÷÷+ç ÷ç è øè ø
 

na slednive intervali:  

a) (0,1);                         b) (1, ),a 1;a >                           v) (1, ).+¥   

 Re{enie. Фunkcionalna niza konvergira to~kasto kon grani~nata 

funkcijata  

2
( ) lim ( ) lim ln 1 sin 0

nn n

x n
f x f x

x n¥ ¥

æ öæ ö÷ç ÷ç ÷÷ç ç ÷= = + =÷ç ç ÷÷ç ç ÷÷÷+ç ÷ç è øè ø
 (0, ).x Î +¥  

 a) Ako (0,1)x Î , toga{  dadenata funkcionalna niza ramnomerno konvergira 

bidej}i   

( ) ( ) ( )2 2
0,1 0,1 0,1

lim sup ( ) ( ) lim sup ln 1 sin lim sup sin
nn n nx x x

x n x n
f x f x

x n x n¥ ¥ ¥Î Î Î

æ öæ ö æ ö÷ç ÷ ÷ç ç÷÷ ÷ç ç ç÷- = + £ £÷ ÷ç ç ç÷÷ ÷ç ç ç÷÷ ÷÷ ÷+ +ç ç÷ç è ø è øè ø
 

 

( ) ( ) ( )2 2
0,1 0,1 0,1

1
lim sup lim sup lim sup lim 0.
n n n nx x x

x n x x

x n x n nn
n

¥ ¥ ¥ ¥Î Î Î
£ = £ = =

+
+

 

  b) Sli~no, dadenata funkcionalna niza ramnomerno konvergira na 

intervalot (1, ),a  1a >  bidej}i  

( ) ( ) ( )2 2
1, 1, 1,

lim sup ( ) ( ) lim sup ln 1 sin lim sup sin
nn n nx a x a x a

x n x n
f x f x

x n x n¥ ¥ ¥Î Î Î

æ öæ ö æ ö÷ç ÷ ÷ç ç÷÷ ÷ç ç ç÷- = + £ £÷ ÷ç ç ç÷÷ ÷ç ç ç÷÷ ÷÷ ÷+ +ç ç÷ç è ø è øè ø
 

( ) ( )2 2
(1, )1, 1,

lim sup lim sup lim sup lim 0.
n n n nx ax a x a

x n x x a

x n x n nn
n

¥ ¥ ¥ ¥ÎÎ Î
£ = £ = =

+
+
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v) ]e дoka`eme deka razgleduvanata funkcionalna niza ne konvergira 

ramnomerno na intervalot (1, ).+¥  Navistina, funkciite ,
n
f   imaat maksimum vo 

to~kite 
n
x n=   (зошто?) i nivnite vrednosti se 

1
( ) ln 1 sin .

2n n
f x

æ ö÷ç ÷= +ç ÷ç ÷çè ø
 Toga{  

( ) ( ) 2
1, 1,

1
lim sup ( ) ( ) lim sup ln 1 sin ln 1 sin 0.

2nn nx x

x n
f x f x

x n¥ ¥Î +¥ Î +¥

æ öæ ö æ ö÷ç ÷ç ÷÷ ç÷ç ç ÷÷- = + = + ¹ç÷ç ç ÷÷÷ çç ç ÷ç÷÷÷+ è øç ÷ç è øè ø
 

4.12. Ispitaj ja ramnomernata konvergencija na slednive funkcionalni nizi 

vo zavisnost od realniot parametar ,a  ako             

  a) 
sin( )

( ) ,
n

nx
f x

n
=

a
( , );x Î -¥ +¥                                 b) 

ln( )
( ) ,
n

nx
f x

n x
=

a
(0,1];x Î  

   v) 
1

( ) ,
n
f x n x x

n

æ ö÷ç ÷ç= + - ÷ç ÷ç ÷÷çè ø

a  (0, ), 0x aÎ +¥ >        g) 

22 ( 3)

( ) ,
n x

n

x e
f x

n

- +

=
a

 (0, ).x Î +¥  

Re{enie. a) Ako 0£a  toga{ dadenata funkcionalna niza nema grani~na 

funkcija  na realnata prava.   

Ako 0,>a  toga{ funkcionalna niza to~kasto konvergira kon grani~nata 

funkcija   

sin( )
( ) lim ( ) lim 0,

nn n

nx
f x f x

n¥ ¥
= = =

a
 ( , ).x Î -¥ +¥   

Zaradi  

( ) ( ), ,

| sin( ) | 1
lim sup ( ) ( ) lim sup lim 0,

nn n nx x

nx
f x f x

n n¥ ¥ ¥Î -¥ +¥ Î -¥ +¥
- = = =

a a
( , )x Î -¥ +¥  

 sleduva deka dadenata niza konvergira ramnomerno.  

 b) Ako 0£a  toga{ dadenata funkcionalna niza nema grani~na funkcija  na 

razgleduvaniot interval.    

Neka 0.>a  Toga{ funkcionalna niza to~kasto konvergira kon funkcijata   

ln( )
( ) lim ( ) lim 0

nn n

nx
f x f x

n x¥ ¥
= = =

a
, (0,1].x Î   

Konvergencijata na dadenata niza ne e ramnomerna na intervalot (0,1], 

bidej}i  

(0,1] (0,1] (0,1]

ln( ) ln( )
lim sup ( ) ( ) lim sup 0 lim sup .

nn n nx x x

nx nx
f x f x

n x n x¥ ¥ ¥Î Î Î
- = - = = +¥

a a
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 v) Ako 
1
,

2
<a  toga{ dadenata funkcionalna niza ima grani~na funkcija  

      

( )
2

21

1
( ) lim ( ) lim lim

1
nn n n

x x
n

f x f x n x x n
n

x x
n

¥ ¥ ¥

æ ö÷ç ÷ç + -÷ç ÷æ ö ç ÷ç÷ è øç ÷ç= = + - = =÷ç ÷ç ÷÷çè ø + +

a a   

1

lim 0,
1n

n

x x
n

-

¥
= =

+ +

a

(0, ).x Î +¥  

Zaradi  

( ) ( )0, 0,

1
lim sup ( ) ( ) lim sup

nn nx x

f x f x n x x
n¥ ¥Î +¥ Î +¥

æ ö÷ç ÷ç- = + - =÷ç ÷ç ÷÷çè ø

a  

( )

1
1/2

0,

lim sup lim 0
1n nx

n
n

x x
n

-
-

¥ ¥Î +¥
= = =

+ +

a
a  

sleduva deka konvergencijata na dadenata niza na razgleduvaniot interval e 

ramnomerna.  

 Ako 
1

1
2
£ <a  toga{  grani~nata funkcija e  

1

( ) lim ( ) lim 0,
1

nn n

n
f x f x

x x
n

-

¥ ¥
= = =

+ +

a

 (0, ),x Î +¥  

no razgleduvanata niza ne konvergira ramnomerno bidej}i  

( ) ( )0, 0,

1
lim sup ( ) ( ) lim sup

nn nx x

f x f x n x x
n¥ ¥Î +¥ Î +¥

æ ö÷ç ÷ç- = + - =÷ç ÷ç ÷÷çè ø

a  

( )

1
1/2

0,

lim sup lim 0.
1n nx

n
n

x x
n

-
-

¥ ¥Î +¥
= ¹

+ +

a
a  

 Za  1=a  dadenata funkcionalna niza ne konvergira ramnomerno (zada~a 5).  

Ako 1>a  toga{ toga{ dadenata funkcionalna niza nema grani~nata 

funkcija  na razgleduvaniot interval.    

 Zna~i, dadenata funkcionalna niza ramnomerno konvergira za 
1
.

2
<a  
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 g) Za bilo koja vrednost na realniot parametar a , grani~nata funkcija na 

dadenata funkcionalna niza e   

22 ( 3)

( ) lim ( ) lim 0,
n x

nn n

x e
f x f x

n

- +

¥ ¥
= = =

a
(0, ).x Î +¥  

 Ako 1,>-a  toga{ razgleduvanata niza ramnomerno konvergira na 

razgleduvaniot interval. Navistina, funkciite ,
n
f  imaat maksimum za 

1

3
n
x

n
=

+
. Toga{  

  
( ) ( )

2 12 ( 3) ( 3)( 3)

0, 0,
lim sup ( ) ( ) lim sup lim

( 3)

n x n n

nn n nx x

x e e
f x f x

n n n

-- + - + +

¥ ¥ ¥Î +¥ Î +¥
- = = =

+a a
 

1

lim 0.
( 3)n

e

n n

-

¥
= =

+ a
 

       Ako 1,£-a  toga{ razgleduvanata funkcionalna niza ne konvergira 

ramnomerno bidej}i  

( ) ( )

2 12 ( 3) ( 3)( 3)

0, 0,

lim sup ( ) ( ) lim sup lim
( 3)

n x n n

nn n nx x

x e e
f x f x

n n n

-- + - + +

¥ ¥ ¥Î +¥ Î +¥
- = = =

+a a
 

1

lim 0.
( 3)n

e

n n

-

¥
= ¹

+ a
 

4.13. Испитај ја конвергенцијата и рамномерната конвергенција на функционалната 

низа  

2

2

1
, 0

2 1 2
( ) ,

2
0, 1

n

n x x
n

f x n x x
n n n

x
n

ìïï £ £ïïïïï æ öï ÷ï ç ÷= - < <çí ÷ç ÷ï çè øïïïïïï £ £ïïî

       

 на [0,1]. 

Решение. Бидејќи  

 ( ) 2

1

2 1
lim n

x
n

f x n n
n n+



æ ö÷ç ÷= - =ç ÷ç ÷çè ø
, ( ) 2

1

1
lim n

x
n

f x n n
n-



= = , 1
nf n
n

æ ö÷ç ÷ =ç ÷ç ÷çè ø
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 и ( )
2

lim 0n

x
n

f x
+



= , ( ) 2

2

2 2
lim 0n

x
n

f x n
n n-



æ ö÷ç ÷= - =ç ÷ç ÷çè ø
, 2

0nf n

æ ö÷ç ÷ =ç ÷ç ÷çè ø
  

следува дека nf  е непрекината за секој n Î  . 

Исто така ( ) 0nf x ³  за секој n Î   и 0,1x é ùÎ ê úë û . 

Графиците на функциите ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 5 5, , , , ,f x f x f x f x f x f x  изгледаат вака  

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

 
   ( )1f x          ( )2f x  

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

 
   ( )3f x     

     ( )4f x  

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1

2

3

4

5

 

   ( )5f x          ( )6f x  

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.5

1.0

1.5

2.0

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1

2

3

4

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1

2

3

4

5

6
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Ако 0x = , тогаш ( ) 0nf x = . 

Нека 0x ¹ . Тогаш постои 0n Î   така што 
0

2
x

n
< . Според тоа, за секој 0n n³  

важи ( ) 0nf x = . Следува дека  

( ) ( )lim 0nn
f x f x

¥
= = . 

Значи, дадена функционална низа конвергира по точки кон функцијата ( ) 0f x = , 

0,1x é ùÎ ê úë û . 

Натаму, ( ) ( ) ( )
0,1 0,1

1
sup supn n n n
x x

b f x f x f x f n
né ù é ùÎ Îê ú ê úë û ë û

æ ö÷ç ÷= - = ³ =ç ÷ç ÷çè ø
, па lim nn

b
¥

= ¥ .  

Според тоа конвергенцијата не е рамномерна. 

На ист цртеж графиците на функциите ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4 5 5, , , , ,f x f x f x f x f x f x  и ( )6 6f  

изгледаат вака  

 

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

1

2

3

4

5

6

n 1
n 2
n 3
n 4
n 5
n 6

 

4.14.  Дoka`i deka funkcionalnata niza 
2

( ) nx
n
f x nxe-=  konvergira na 

intervalot [0,1]  no  

( )
1 1

0 0

lim ( ) lim ( )
n nn n
f x dx f x dx

¥ ¥
¹ò ò  
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Re{enie. Dadenata funkcionalna niza konvergira to~kasto kon grani~nata 

funkcija  

2

( ) lim ( ) lim 0,nx
nn n

f x f x nxe-
¥ ¥

= = = [0,1].x Î  

Spored toa  

( )
1 1 1

0 0 0

lim ( ) ( ) 0 0.
nn
f x dx f x dx dx

¥
= = =ò ò ò  

Od druga strana, so primena na metodot na zamena imame:  2nx t- =  od kade 

{to sleduva 
1

.
2

nxdx dt= -  Toga{   

2
1 1

0 0 0

1 1 1
lim ( ) lim lim lim ( 1) .

2 2 2

n
nx t n

nn n n n
f x dx nxe dx e dt e

-
- -

¥ ¥ -¥ -¥
= = - = - - =ò ò ò  

Da voo~ime deka konvergencijata na razgleduvanata funkcionalna niza kon 

grani~nata funkcija e не е ramnomerna bidej}i важи  
2

[0,] [0,1]
lim sup ( ) ( ) lim sup 0nx

nn nx x
f x f x nxe-

¥ ¥Î Î
- = ¹ .  

4.15. Дoka`i deka funkcionalnata niza ( ) (1 )n
n
f x nx x= -  ne konvergira 

ramnomerno na intervalot [0,1], no  

( )
1 1

0 0

lim ( ) lim ( )
n nn n
f x dx f x dx

¥ ¥
=ò ò  

Re{enie. Funkcionalnata niza konvergira kon grani~nata funkcija  

( ) lim ( ) lim (1 ) 0,n
nn n

f x f x nx x
¥ ¥

= = - = [0,1].x Î  

Ottuka sleduva deka  

( )
1 1 1

0 0 0

lim ( ) ( ) 0 0.
nn
f x dx f x dx dx

¥
= = =ò ò ò  

Od druga strana, so primena na metodot na zamena dobivame:  1 x t- =  od kade 

{to sleduva  .dx dt= -  Toga{   

1 1 1

0 0 0

lim ( ) lim (1 ) lim (1 ) lim 0.
( 1)( 2)

n n
nn n n n

n
f x dx nx x dx n t t dx

n n¥ ¥ -¥ -¥
= - = - = =

+ +ò ò ò  

Konvergencijata na razgleduvanata funkcionalna niza kon grani~nata 

funkcija ne ramnomerna bidej}i  
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1

[0,] [0,1]

1
lim sup ( ) ( ) lim sup (1 ) lim 0.

1

n

n
nn n nx x

n
f x f x nx x

n e

+

¥ ¥ ¥Î Î

æ ö÷ç ÷- = - = = ¹ç ÷ç ÷ç +è ø
 

4.16. Дoka`i deka funkcionalnata niza 2( ) (1 )n
n
f x nx x= -  konvergira kon 

neprekinata funkcija na intervalot [0,1], no  

( )
1 1

0 0

lim ( ) lim ( )
n nn n
f x dx f x dx

¥ ¥
¹ò ò  

Re{enie. Funkcionalnata niza konvergira kon neprekinata grani~nata 

funkcija, bidej}i   

( ) lim ( ) lim (1 ) 0,n
nn n

f x f x nx x
¥ ¥

= = - = [0,1].x Î  

Toga{ imame  

( )
1 1 1

0 0 0

lim ( ) ( ) 0 0.
nn
f x dx f x dx dx

¥
= = =ò ò ò  

Od druga strana, so primena na metodot na zamena dobivame: 21 x t- =  od kade 

{to sleduva  
1

.
2

xdx dt= -  Toga{   

1 1 1
2

0 0 0

1 1
lim ( ) lim (1 ) lim lim .

2 2( 1) 2
n n

nn n n n

n
f x dx nx x dx n t dx

n¥ ¥ -¥ -¥
= - = = =

+ò ò ò  

Konvergencijata na razgleduvanata funkcionalna niza kon grani~nata 

funkcija ne ramnomerna. Navistina, funkciite ( )
n
f x  imaat  maksimum vo to~kite 

1
n
x

n
=  ~ii vrednosti se  

1 1
1 ,

n

n
f n

nn

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç = -ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç÷ç è øè ø
od kade {to sleduva  

2

[0,] [0,1]

1
lim sup ( ) ( ) lim sup (1 ) lim 1 .

n

n
nn n nx x
f x f x nx x n

n¥ ¥ ¥Î Î

æ ö÷ç ÷- = - = - = +¥ç ÷ç ÷çè ø
 

4.17. Za koi vrednosti na realniot parametar ,a  funkcionalnata niza 

( ) nx
n
f x n xe-= a   

       a) konvergira na intervalot [0,1];   

       b) konvergira ramnomerno na intervalot [0,1];   

в) Vo koj slu~aj e dopu{ten  grani~en premin pod znakot za integral? 

Re{enie. a) So primena na Lopitalovoto pravilo dobivame deka za sekoja 

realna vrednost na parametarot a  grani~nata funkcija e  
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( ) lim ( ) lim 0,nx
nn n

f x f x n xe-
¥ ¥

= = =a [0,1].x Î  

b) Zaradi  

1

[0,] [0,1]

0, 1;

1 1
lim sup ( ) ( ) lim sup lim , 1;

, 1;

nx
nn n nx x
f x f x n xe n

e e
- -

¥ ¥ ¥Î Î

ìï <ïïïïï- = = = =íïïï+¥ >ïïïî

a a

a

a

a

 

razgleduvanata funkcionalna niza konvergira ramnomerno za 1.<a  

 v) Imame   

( )
1 1 1

0 0 0

lim ( ) ( ) 0 0,
nn
f x dx f x dx dx

¥
= = =ò ò ò  

i  

1 1

2 2
0 0

1 1 1
lim ( ) lim limnx n

nn n n
f x dx n xe dx n e

nn n
- -

¥ ¥ -¥

æ öæ ö÷ç ÷ç ÷÷ç= = - +ç ÷÷ç ç ÷÷ç ÷ç è øè ø
ò ò a a  

od kade {to sleduva deka grani~en premin pod znakot za integral e dopu{ten 

samo za 2.<a  

4.18. Дoka`i deka funkcionalnata niza 
1

( ) arctg n
n
f x x

n
=  konvergira 

ramnomerno na celata realna prava, no  

( )
1

lim ( ) lim (1).
n nn nx
f x f

¥ ¥=

¢ ¢¹  

Re{enie. Dadenata niza konvergira kon grani~nata funkcija  

1
( ) lim ( ) lim arctg 0,n

nn n
f x f x x

n¥ ¥
= = = ( , ).x Î -¥ +¥   

Ottuka dobivame deka   

( )
1

lim ( ) 0.
nn x
f x

¥ =

¢
=  

Za nizata izvodni funkcii ( )nf ¢   imame  
1

2
( ) ,

1

n

n n

x
f x

x

-

¢ =
+

( , ),x Î -¥ +¥  od  

kade {to dobivame deka 
2

1 1
lim (1) lim .

21 1n nn n
f

¥ ¥
¢ = =

+
 

Konvergecija na razgleduvanata niza e ramnomerna bidej}i  

( , ) ( , )

1 1
lim sup ( ) ( ) lim sup arctg lim 0.

2
n

nn n nx x
f x f x x

n n¥ ¥ ¥Î -¥ +¥ Î -¥ +¥
- = = =

p  
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Провери дали низата ( )nf ¢  рамномерно конвергира.  

4.19. Doka`i deka funkcionalnata niza 
2

( ) ,
1n

x
f x

nx
=

+
 ramnomerno 

konvergira na celata realna prava i pritoa za sekoj realen broj 0x ¹  va`i 

ravenstvoto ( ) lim ( ).
nn

f x f x
¥

¢¢ =  

Re{enie. Funkcionalnata niza konvergira kon grani~nata funkcija  

2
( ) lim ( ) lim 0,

1nn n

x
f x f x

nx¥ ¥
= = =

+
( , ).x Î -¥ +¥  

Konvergencijata na razgleduvanata funkcionalna niza kon grani~nata 

funkcija e ramnomerna bidej}i  

2
( , ) ( , )

1
lim sup ( ) ( ) lim sup lim 0.

1 2
nn n nx x

x
f x f x

nx n¥ ¥ ¥Î -¥ +¥ Î -¥ +¥
- = = =

+
 

Imaj}i vo vid deka ( ) 0,f x¢ =  za sekoj realen broj ,x  zaradi   

2

2 2

0, 0;1
lim ( ) lim

1, 0;(1 )nn n

xnx
f x

xnx¥ ¥

ìï ¹- ïï¢ = = íï =+ ïïî
 

sleduva deka za sekoj realen broj 0x ¹  va`i ravenstvoto ( ) lim '( )
nn

f x f x
¥

¢ = .  

4.20. Doka`i deka funkcionalnata niza 
sin( )

( )
n

nx
f x

n
=  ramnomerno 

konvergira na celata realna prava, no pritoa ( )lim (0) lim (0).
n nn n
f f

¥ ¥

¢ ¢¹  

Re{enie. Funkcionalnata niza konvergira kon grani~nata funkcija  

sin( )
( ) lim ( ) lim 0,

nn n

nx
f x f x

n¥ ¥
= = = ( , ).x Î -¥ +¥  

Spored toa ( )lim (0) 0.
nn
f

¥

¢
=  

Konvergencijata na razgleduvanata funkcionalna niza kon grani~nata 

funkcija e ramnomerna bidej}i  

( , ) ( , )

sin( ) 1
lim sup ( ) ( ) lim sup lim 0.

nn n nx x

nx
f x f x

n n¥ ¥ ¥Î -¥ +¥ Î -¥ +¥
- = £ =  
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Nizata izvodni funkcii ( )nf ¢  ima op{t ~len ( ) cos( )
n
f x n nx¢ = . Zaradi  

(0)
n
f n¢ =  mo`e da zaklu~ime deka ( )lim (0) lim (0).

n nn n
f f

¥ ¥

¢ ¢¹  

4.21. Doka`i deka funkcionalnata niza  

3 1
( ) sin ,

2n

n
f x x nx

n

æ ö÷ç ÷= + +ç ÷ç ÷çè ø

p  

ramnomerno konvergira na celata realna prava, no pritoa ( )lim ( ) lim ( ).
n nn n
f x f x

¥ ¥

¢ ¢¹  

Re{enie. Funkcionalnata niza konvergira kon grani~nata funkcija  

3 31
( ) lim ( ) lim sin ,

2nn n

n
f x f x x nx x

n¥ ¥

æ öæ ö÷ç ÷ç ÷÷ç= = + + =ç ÷÷ç ç ÷÷ç ÷ç è øè ø

p
( , ).x Î -¥ +¥  

Spored toa ( ) 2lim ( ) 3 ,
nn
f x x

¥

¢
= ( , ).x Î -¥ +¥  

Konvergencijata na razgleduvanata funkcionalna niza kon grani~nata 

funkcija e ramnomerna bidej}i  

3 3

( , ) ( , )

1
lim sup ( ) ( ) lim sup sin

2nn nx x

n
f x f x x nx x

n¥ ¥Î -¥ +¥ Î -¥ +¥

æ öæ ö÷ç ÷ç ÷÷ç- = + + - =ç ÷÷ç ç ÷÷ç ÷ç è øè ø

p
 

( , )

1 1
lim sup sin lim 0.

2n nx

n
nx

n n¥ ¥Î -¥ +¥

æ ö÷ç ÷= + £ =ç ÷ç ÷çè ø

p
 

Nizata izvodni funkcii ( )nf ¢  ima op{t ~len 2( ) 3 cos .
2n

n
f x x nx

pæ ö÷ç¢ ÷= + +ç ÷ç ÷çè ø
 

Granicata lim ( )
nn
f x

¥
¢  ne postoi или не е конечен za nitu eden realen broj .x  
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4.2. Funkcionalni redovi 

 

 

Neka ( )( )
n
f x  e funkcionalna niza na mno`estvoto .X  Formalniot izraz   

1 2
( ) ( ) ... ( ) ...

n
f x f x f x+ + + +  

ili 
1

( )
n

n

f x
¥

=
å  se narekuva funkcionalen red na mno`estvoto .X   

Funkcijata ( )
n
S x  definirana  so  

1

( ) ( ),
n

n n
k

S x f x
=

= å  ,x XÎ n Î  , 

se narekuva n -ta parcijalna suma na funkcionalniot red. Funkcionalnata niza 

( )( )
n
S x  se narekuva funkcionalna niza od parcijalni sumi.    

1. Za funkcionalniot red 
1

( )
n

n

f x
¥

=
å  velime deka konvergira kon svojata suma  

( )S x  na mno`estvoto ,X  ako nizata parcijalni sumi  ( )( )
n
S x  to~kasto konvergira 

kon funkcijata ( )S x  na mno`estvoto ,X  odnosno   

1 1

( ) lim ( ) lim ( ) ( ),
n

n n nn n
k n

S x S x f x f x
¥

¥ ¥
= =

= = =å å  .x XÎ   

2. Za funkcionalniot red 
1

( )
n

n

f x
¥

=
å  velime deka ramnomerno konvergira kon 

funkcijata F  na mno`estvoto ,X  ako nizata parcijalni sumi ( )( )
n
S x   

ramnomerno konvergira kon sumata ( )S x  na mno`estvoto .X     

3. (Vaer{trasov kriterium) Neka 
1

( )
n

n

f x
¥

=
å  e funkcionalen red na 

mno`estvoto X  i neka 
1
n

n

a
¥

=
å  e konvergenten red so pozitivni ~lenovi. Ako 

postoi priroden broj 
0
n  taka {to za sekoj 

0
n n³   e ispolneto  

( ) ,
n n
f x a£ x XÎ  

toga{ funkcionalniot red 
1

( )
n

n

f x
¥

=
å  ramnomerno konvergira.  
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 Funkcionalnata niza ( )( )
n
f x  e ramnomerno ograni~ena na mno`estvoto X  

ako postoi realen broj M  taka {to ( ) ,
n
f x M£  ,x XÎ  n Î  .   

4. (Abelov kriterium) Funkcionalniot red 
1

( ) ( )
n n

n

a x b x
¥

=
å  ramnomerno 

konvergira na mno`estvoto ,X  ako ramnomerno konvergira redot 
1

( )
n

n

a x
¥

=
å  i ako 

nizata  ( )( )n
b x  e monotona za sekoj x XÎ  i ramnomerno ograni~ena na 

mno`estvoto .X   

5. (Dirihleov kriterium) Funkcionalniot red 
1

( ) ( )
n n

n

a x b x
¥

=
å  ramnomerno 

konvergira na mno`estvoto ,X  ako nizata parcijalni sumi na redot 
1

( )
n

n

a x
¥

=
å  e 

ramnomerno ograni~ena i ako nizata ( )( )n
b x  e monotona i ramnomerno 

konvergira kon nula na mno`estvoto .X    

 6. Neka ( )( )n
f x  e funkcionalna niza od neprekinati funkcii na 

mno`estvoto X  i neka funkcionalniot red 
1

( )
n

n

f x
¥

=
å  ramnomerno konvergira kon 

sumata ( )S x  na mno`estvoto .X  Toga{ sumata ( )S x  e neprekinata na mno`estvoto 

.X  

 7. Neka ( )( )n
f x  e funkcionalna niza od neprekinati funkcii na intervalot 

[ , ]a b  i neka funkcionalniot red 
1

( )
n

n

f x
¥

=
å  ramnomerno konvergira na intervalot 

[ , ].a b  Toga{  
0 01 1

lim ( ) lim ( )
n nx x x x

n n

f x f x
¥ ¥

 
= =

=å å  za proizvolno 
0

[ , ].x a bÎ  

 8. Neka ( )( )n
f x  e funkcionalna niza od neprekinati funkcii na intervalot 

[ , ]a b  i neka funkcionalniot red 
1

( )
n

n

f x
¥

=
å  ramnomerno konvergira na intervalot 

[ , ].a b  Toga{ funkcionalniot red 
1

( )
x

n
n a

f t dt
¥

=
åò  ramnomerno konvergira na 

intervalot [ , ]a b  i pritoa va`i  
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1 1

( ) ( ) ,
x x

n n
n na a

f t dt f t dt
¥ ¥

= =

æ öæ ö ÷ç÷ç ÷ç÷ =ç ÷ç÷ ÷ç ÷ çç ÷çè ø è ø
å åò ò  [ , ].x a bÎ  

9. Neka ( )( )n
f x  e funkcionalna niza od diferencijabilni funkcii na 

intervalot [ , ]a b  i neka funkcionalniot red 
1

( )
n

n

f x
¥

=

¢å  ramnomerno konvergira na 

intervalot [ , ].a b  Ako postoi 
0

[ , ]x a bÎ  za koja redot 
1

( )
n

n

f c
¥

=
å  konvergira toga{ i 

funkcionalniot red 
1

( )
n

n

f x
¥

=
å  ramnomerno konvergira na intervalot [ , ].a b  Sumata 

( )S x  e  neprekinato diferencijabilna funkcija na [ , ]a b  i pritoa  

1 1

( ) ( ),
n n

n n

f x f x
¥ ¥

= =

¢æ ö÷ç ¢÷ =ç ÷ç ÷çè ø
å å  [ , ].x a bÎ  

4.22. Najdi ja oblasta na konvergencija i apsolutna konvergencija na slednive 

redovi: 

  a) 
1

1
;
n

n x

¥

=
å      b) 

1

ln
;

n

n

x

n

¥

=
å                          v) 2

1

;nx

n

n e
¥

-

=
å   

  g) 2

1

(8 ) ;n

n

x
¥

=

-å     d) 
1

( 1)
;

2

n

n
n

x

n

¥

=

+

⋅
å                        |) 

1

( 1) 1
;

2 2 1

nn

n

x

n x

¥

=

æ ö- - ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç+ +è ø
å  

         e) 
1

tg
;

1

n

n

x

n

¥

= +
å      `) 

2

1

3
(1 ) ;

2

n
n n

n
n

n
x x

¥

=

-å        z) 
1

.
2

n

n
n

x

n

¥

= +
å  

Re{enie. a) Geometriskiot red 
1

n

n

q
¥

=
å  konvergira za | | 1q < , a divergira za 

| | 1q £ . Spored toa, redot 
1

1
n

n x

¥

=
å  konvergira apsolutno za 

1
1

| |x
< , odnosno za 

| | 1,x >  a divergira za | | 1.x £  

b)  So primena na Ko{ieviot kriterium mo`e da se poka`e deka brojniot 

red  
1

n

n

q

n

¥

=
å  konvergira za | | 1.q <  Spored toa dadeniot funkcionalen red 

apsolutno konvergira za | ln | 1x < , odnosno  za 1 .e x e- < <  
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Za 1x e-=  go dobivame redot 
1

( 1)n

n n

¥

=

-å  koj konvergira spored Lajbnicoviot 

kriterium, dodeka za x e= , se dobiva harmoniskiot red 
1

1
,

n n

¥

=
å  koj divergira.  

Zna~i, razgleduvaniot funkcionalen red apsolutno konvergira za  

1 ,e x e- < <  uslovno konvergira za 1x e-= , a divergira za 1x e-<  i .x e³  

v) So primena na Dalamberoviot kriterium mo`e da se poka`e deka za sekoj 

0x >  redot 2

1

nx

n

n e
¥

-

=
å apsolutno konvergira. Za sekoj 0,x £  dobieniot broen red 

divergira bidej}i op{tiot ~len ne te`i kon nula.  

g) So pomo{ na Ko{ieviot kriterium mo`e da se poka`e deka dadeniot red 

apsolutno konvergira za 2| 8 | 1,x- <  odnosno za 7 | | 3,x< <  a divergira za | | 3x >  

i | | 7.x <   Za 3x =  go dobivame redot 
1

( 1)n

n

¥

=

-å  koj divergira, a za 7x =   se 

dobiva  
1

1n

n

¥

=
å  koj isto taka divergira. Zna~i, razgleduvaniot funkcionalen red 

apsolutno konvergira za  7 | | 3,x< <  a divergira za 7x £  i 3.x ³    

d) So primena na Ko{ieviot kriterium mo`e da se utvrdi deka dadeniot red 

apsolutno konvergira za 
| 1 |

1,
2

x +
<  t.e za 3 1,x- < <  a divergira za 

| 1 |
1,

2

x +
>  

t.e za 3x <-  i 1.x >  Za 3x = -  go dobivame redot 
1

( 1)n

n n

¥

=

-å   koj spored 

Lajbnicoviot kriterium konvergira, dodeka 1x =  go dobivame redot 
1

1

n n

¥

=
å   koj 

divergira. 

|) Spored Dalamberoviot kriterium redot 
1

( 1)

2 2

n
n

n

q
n

¥

=

-
+å apsolutno konvergira 

za | | 1,q <  a divergira za | | 1.q >  Za 1q =  redot konvergira spored kriteriumot na 

Lajbnic, dodeka za 1q = -  divergira. Spored toa dadeniot red apsolutno 

konvergira za sekoj realen broj x  koj go zadovoluva neravenstvoto 
1

1.
1

x

x

-
<

+
 

Bidej}i razgleduvanoto neravenstvo e zadovoleno za sekoj 0x > , dobivame deka 
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dadeniot red apsolutno konvergira za sekoe 0x > , a divergira za sekoj 0.x <  

Lesno se utvrduva deka dadeniot red uslovno konvergira za 0x =  (t.e. 1q = ). 

e) Soglasno kriteriumot na Koши, рedot apsolutno konvergira za | tg | 1,x <  

t.e za | | ,
4

x k- <
p

p  k Î  . Za ,
4

x k= +
p

p k Î    redot divergira, a za ,
4

x k= - +
p

p  

k Î     uslovno  konvergira. 

`) Od ravenstvoto  

2

1 1

3 9
(1 ) (1 )

22

nn
n n

n
n n

n
x x n x x

¥ ¥

= =

æ ö÷ç ÷- = -ç ÷ç ÷çè ø
å å  

so primena na Ko{ieviot kriterium sleduva deka razgleduvaniot red konvergira 

za sekoj realen broj x  koj go zadovoluva neravenstvoto 
9

(1 ) 1.
2
x x- <  Bidej}i 

razgleduvanoto neravenstvo e zadovoleno za sekoj 

17 17
1 11 23 3, ,

2 3 3 2
x

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç- +÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷Î Èç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø
, 

dobivame deka dadeniot red apsolutno konvergira za sekoј  

17 17
1 11 23 3, , .

2 3 3 2
x

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç- +÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷Î Èç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø
 

 Sli~no, dadeniot red divergira za sekoj realen broj x  koj go zadovoluva 

neravenstvoto 
9

(1 ) 1,
2
x x- >  odnosno za sekoj  

17 17
1 11 23 3, , , .

2 3 3 2
x

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç- +÷ ÷ç çæ ö÷ ÷ç ç÷÷ ÷çç ç÷÷ ÷Î -¥ È È +¥çç ç÷÷ ÷÷ ÷ç çç ÷è ø è øçè ø
 

 So primena na kriteriumite za ispituvawe na konvergencija na brojni redovi 

mo`e da se doka`e deka dobienite brojni redovi za  

17
1 ,

3
x = -  

1
,

3
x =

2

3
x =  i 

17
1 ,

3
x = +  

divergiraat.   
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z)  Poa|aj}i od ravenstvoto  

1 1

1

22 1
2

nn

n
n n

n

x x

nn

¥ ¥

= =

æ ö÷ç ÷= ç ÷ç ÷ç+ è ø +
å å  

so primena na Ko{ieviot kriterium mo`e da zaklu~ime deka razgleduvaniot red 

apsolutno konvergira za | | 2,x <  a divergira za | | 2.x >  Za 2x =   op{tiot ~len na 

dobieniot broen red ne konvergira kon nula, pa spored toa redot diverira. 

4.23. Ispitaj ja ramnomernata konvergencija na slednive funkcionalni 

redovi: 

        a)  1

1

,n

n

x
¥

-

=
å  

1 1
, ;

2 2
x

é ù
ê úÎ -ê ú
ë û

                          b)  
0

,n

n

x
¥

=
å [ , ],x q qÎ -  0;q >  

        v) 1

0

, 0,1 ;n n

n

x x x
¥

+

=

é ù- Î ê úë ûå                              g) 
1

,
(( 1) 1)( 1)n

x

n x nx

¥

= - + +å (0, );x Î +¥  

         d) 
1

,
(1 )(1 2 ) (1 )n

nx

x x nx

¥

= + + ⋅⋅ ⋅ +å [1, );+¥  

 |) 
3 3

1

sin( ) sin(( 1) )
,

1n

nx n x

n n

¥

=

æ ö+ ÷ç ÷ç - ÷ç ÷ç ÷çè ø+
å ( , ).x Î -¥ +¥   

 Re{enie. a)  Nizata od parcijalni sumi na dadeniot funkcionalen red glasi 

1

1

1
( ) ,

1

nn
k

n
k

x
S x x

x
-

=

-
= =

-å 1 1
, ,

2 2
x

é ù
ê úÎ -ê ú
ë û

n Î  . 

Nizata od parcijalni sumi na razgleduvaniot red to~kasto konvergira kon 

grani~nata funkcija   

1
( ) lim ( ) ,

1nn
S x S x

x¥
= =

-
1 1
, .

2 2
x

é ù
ê úÎ -ê ú
ë û

 

Zaradi   

 
[ 1/2,1/2] [ 1/2,1/2]

1 1
lim sup ( ) ( ) lim sup

1 1

n

nn nx x

x
S x S x

x x¥ ¥Î - Î -

-
- = - =

- -
 

1
[ 1/2,1/2]

1
lim sup lim 0

1 2

n

nn nx

x

x -¥ ¥Î -
= = =

-
 

sleduva deka nizata od parcijalni sumi na redot ramnomermo konvergira kon 

grani~nata funkcija na razgleduvaniot interval, od kade {to zaklu~uvame deka  

redot ramnomerno konvergira. 

b) Ako 1x = , toga{ redot divergira. 
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 Neka 1.x ¹  Toga{ za nizata od parcijalni sumi na dadeniot red imame: 

1

0

1
( ) ,

1

nn
k

n
k

x
S x x

x

+

=

-
= =

-å  [ , ],x q qÎ -   n Î  . 

Ako | | 1x >  ili 1x = - , toga{ nizata parcijalni sumi na redot  divergira. 

Ako | | 1x < , toga{ nizata parcijalni sumi na redoт to~kasto konvergira kon 

grani~nata funkcija:  

1
( ) lim ( ) ,

1nn
S x S x

x¥
= =

-
 | | 1.x <  

Toga{  

1

[ , ] [ , ]

1 1
lim sup ( ) ( ) lim sup

1 1

n

nn nx q q x q q

x
S x S x

x x

+

¥ ¥Î- Î -

-
- = - =

- -
 

1 1

[ , ]
, lim sup lim 0,

1 1

n n

n nx q q

x q

x q

+ +

¥ ¥Î -
= = =

- -
0 1.q< <  

Zna~i, nizata od parcijalni sumi на funkcionalniot red ramnomerno 

konvregira kon nula na intervalot [ , ],q q-  0 1,q< <  od kade {to sleduva deka 

dadeniot funkcionalen red ramnomerno konvergira na intervalot [ , ]q q-  za sekoј 

0 1q< < . 

v) Nizata od parcijalni sumi na dadeniot red 

1 2 1 1

0

( ) ( ) 1 1 ,
n

k k n n n
n

k

S x x x x x x x x x+ + +

=

= - = - + - + + - = -å   [0,1]x Î  

to~kasto konvergira kon grani~nata funkcija 
1, 0 1,

( ) lim ( )
0, 1.nn

x
S x S x

x¥

ìï £ <ïï= = íï =ïïî
 

Toga{ od 
0,1

lim sup ( ) ( ) 1
nn x

S x S x
¥ é ùÎê úë û

- = sleduva deka konvergencijata na nizata od 

parcijalni suma, a so toa i na dadeniot red, ne e ramnomerna na intervalot [0,1]. 

g) Nizata od parcijalni sumi na dadeniot funkcionalen red 

1 1

1 1 1
( ) 1 ,

( 1) 1)( 1) ( 1) 1) 1 1

n n

n
k k

x
S x

k x kx k x kx nx= =

æ ö÷ç ÷= = - = -ç ÷ç ÷ç- + + - + + +è ø
å å

(0, ),x Î +¥  to~kasto konvergira kon grani~nata funkcija   

( ) lim ( ) 1,
nn

S x S x
¥

= = (0, ).x Î +¥  

Bidej}i 
(0, ) (0, )

1
lim sup ( ) ( ) lim sup 1,

1nn nx x
S x S x

nx¥ ¥Î +¥ Î +¥
- = =

+
 nizata od parcijalni  
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sumi ne konvergira ramnomerno kon nula na razgleduvaniot interval. Spored toa  

dadeniot red ne konvergira ramnomerno na intervalot (0, ).+¥  

 

d) Nizata od parcijalni sumi na dadeniot funkcionalen red e  

1

( )
(1 )(1 2 ) (1 )

n

n
k

kx
S x

x x kx=

= =
+ + ⋅⋅⋅ +å  

2

1 1

1 (1 )(1 2 ) (1 ( 1) ) (1 )(1 2 ) (1 ( 1) )(1 )

n

k

x

x x x k x x x k x kx=

æ ö÷ç ÷= + - =ç ÷ç ÷ç+ + + ⋅⋅⋅ + - + + ⋅⋅⋅ + - +è ø
å

 1
1 ,

(1 )(1 2 ) (1 ( 1) )x x n x
= -

+ + ⋅⋅⋅ + -
 [1, )x Î +¥  

od kade {to ja nao|ame grani~nata funkcija ( ) 1,S x =  [1, )x Î +¥ .  

Dadeniot funkcionalen red ramnomerno konvergira na razgleduvaniot 

interval bidej}i nizata od parcijalni sumi ramnomerno konvergira kon 

grani~nata funkcija na intervalot [1, ),+¥  {to sleduva od ravenstvata 

[1, ) [1, )

1
lim sup ( ) ( ) lim sup

(1 )(1 2 ) (1 ( 1) )nn nx x
S x S x

x x n x¥ ¥Î +¥ Î +¥
- = =

+ + ⋅⋅⋅ + -
 

1
lim 0.

(1 1)(1 2 1) (1 ( 1) 1)n n¥
= =

+ + ⋅ ⋅⋅ ⋅ + - ⋅
 

 

|) Nizata od parcijalni sumi na dadeniot red glasi: 

3

sin(( 1) )
( ) sin ,

1
n

n x
S x x

n

+
= -

+
 ( , )x Î -¥ +¥  

od kade {to zaklu~uvame deka grani~na funkcija e  

( ) sin ,S x x=  ( , )x Î -¥ +¥  

Zaradi  

3 3( , ) ( , )

sin(( 1) ) 1
lim sup ( ) lim sup lim 0,

1 1
nn n nx x

n x
r x

n n¥ ¥ ¥Î -¥ +¥ Î -¥ +¥

+
= = =

+ +
( , )x Î -¥ +¥  

sleduva deka razgleduvaniot red ramnomerno konvergira na mno`estvoto realni 

broevi. 

 

 4.24. Doka`i deka funkcionalniot red 
1

( )
n

n

f x
¥

=
å  kade {to  
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( 1)

2 1 ( 1)

0, 0 2 ;

1
( ) sin (2 ), 2 2 ;

0, 2 1;

n

n n n
n

n

x

f x x x
n

x

p

- +

+ - + -

-

ìï £ £ïïïïï= < <íïïï £ £ïïïî

 

ramnomerno konvergira na intervalot  [0,1]. 

Re{enie. Da zabele`ime deka za sekoj n Î   funkcijata ( )nf x  e neprekinata vo 

sekoj 0,1x é ùÎ ê úë û , zaradi  

( ) ( )
1 1

1
1 1

2 2

1
lim lim 0

2
n n

n n n n
x x

f x f x f
- +

+ +

+
 

æ ö÷ç ÷= = = ç ÷ç ÷çè ø
 i 

 ( ) ( )
1 1

2 2

1
lim lim 0

2
n n

n n n n
x x

f x f x f
- +

 

æ ö÷ç ÷= = = ç ÷ç ÷çè ø
. 

Za 1,2, 3, 4n =  soodvetnite funkcii izgledaat vaka 
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ili na eden crte` 

 

Нека n Î  . Тогаш за секој [0,1]x Î  постои {1,2,... }k nÎ  така што ( 1)2 ,2k kx - + -é ùÎ ê úë û  

или 1
,1

2
x

æ ùç úÎ çç úçè û
 или 

1

1
0,

2n
x

+

é ö÷ê ÷Î ÷ê ÷øë
.  

Па  

 ( ) 2 1 ( 1)1
sin (2 ), 2 ,2 ,k k k

n
S x x x

k
+ - + -é ù= Î ê úë ûp    

 ( ) 0
n
S x =   за 1

,1
2

x
æ ùç úÎ çç úçè û

 или 
1

1
0,

2n
x

+

é ö÷ê ÷Î ÷ê ÷øë
. 

Spored toa, op{tiot ~len na nizata parcijalni sumi na dadeniot red e  

2 1 ( 1)

( 1)

1
0, 1

2
1

( ) sin (2 ), 2 ,2

0, 0 2

k k k
n

n

x

S x x x
k

x

+ - + -

- +

ìïï £ £ïïïïïï é ù= Îí ê úë ûïïï £ £ïïïïïî

p  

Neka 
1
,1

2
x

æ ùç úÎ çç úçè û
. Тогаш ( ) 0

n
S x =  за секој n Î  . 

Да забележиме дека на последниот цртеж е претставена функцијата ( )6S x . 

Ако 0x =  повторно ( ) 0
n
S x =  за секој n Î  . 
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Нека 1
0

2
x< £ . Тогаш постои k Î   така што 

1

1 1

2 2k k
x

+
£ £ .  

Ottuka dobivame deka ( ) 2 11
sin (2 )k

n
S x x

k
+= p  за секој n k³ . 

Следува дека  

2 1 ( 1)

1
0, 1

2
1

( ) lim ( ) sin (2 ), 2 ,2

0, 0

k k k
nn

x

S x S x x x
k

x

+ - + -

¥

ìïï £ £ïïïïïï é ù= = Îí ê úë ûïïï =ïïïïïî

p  

e grani~nata funkcija kon koja {to to~kasto konvergira nizata parcijalni sumi 

na redot.  

 Нека n Î  .  

  Ако 
1

1

2n
x

+
>  имаме ( ) ( ) 0nS x S x- = .  

  Ако 0x = , повторно ( ) ( ) 0nS x S x- = . 

  Ако 
1

1 1

2 2k k
x

+
£ £  за некој 1k n³ + , тогаш ( ) ( ) 2 11

sin (2 )k
nS x S x x

k
+- = p . 

Значи 

1

2 1 ( 1)

1
0, 1

2
1

| ( ) ( ) | sin (2 ), 2 ,2

0, 0

n

k k k
n

x

S x S x x x
k

x

+

+ - + -

ìïï < £ïïïïïï é ù- = Îí ê úë ûïïï =ïïïïïî

p . 

Натаму, за 1k n³ +  и 
1

1 1

2 2k k
x

+
£ £  имаме  

( 1) ( 1)

2 1 2 1

2
2 ,2 2 ,2

1 1 3 1
sup ( ) ( ) sup sin (2 ) sin (2 )

2k k k k

k k
n k

x x

S x S x x
k k k- + - - + -

+ +

+é ù é ùÎ Îê ú ê úë û ë û

- = = =p p  

па според тоа ако 1 2k k>  следува дека  

( 1) ( 1)1 1 2 22 ,2 2 ,2

sup ( ) ( ) sup ( ) ( )
k k k k

n n
x x

S x S x S x S x
- + - - + -é ù é ùÎ Îê ú ê úê ú ê úë û ë û

- < - . 

dobivame deka 
0,1

sup ( ) ( )
n

x

S x S x
é ùÎê úë û

-  се достигнува за на интервалот ( )1( 2)2 ,2
nn - +- +é ù

ê úë û
 (и тоа во 

неговата средина) и тој изнесува  
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( )

( )

1( 2)

1( 2)

0,1 2 ,2

2 2

3
2 ,2

sup ( ) ( ) sup ( ) ( )

1 3 1
sup sin (2 ) .

1 12

nn

nn

n n
x x

n

n
x

S x S x S x S x

n n

- +- +

- +- +

é ù é ùÎê ú ê úÎë û ë û

+

+é ù
ê úÎë û

- = - =

= =
+ +

p
 

Конечно,  

[0,1]

1
lim sup ( ) ( ) lim 0

1nn nx
S x S x

n¥ ¥Î
- = =

+
 

od {to sleduva deka razgleduvaniot red ramnomerno konvergira na 

razgleduvaniot interval.  

 

4.25.  So pomo{ na kriteriumot na Vaer{tras doka`i  deka slednite redovi 

ramnomerno konvergiraat: 

                   a) 
2

1

,
n

n

x

n

¥

=
å   [ 1,1];x Î -                        b)

2
1

1
,

( )n n x

¥

= +
å  [0, );x Î +¥   

                  v)
2

3 7 2
1

sin (2 )
,

n

nx

n x

¥

= +
å   ( , );x Î -¥ +¥            g) 

2

3 4
1

arctg( )
,

n

n x

n n x

¥

= +
å   ( , );x Î -¥ +¥    

                  d) 
1

( 1)
,

(3 1)3

n

n
n

x

n

¥

=

-

+
å  ( 1, 3);x Î -                 |) 

2

2 2
1

cos( )
,

(1 ) 2n

x n x

nx n

¥

= + +
å ( , );x Î -¥ +¥  

Re{enie. a)  Neravenstvoto 
2 2

1nx

n n
£   

e ispolneto za sekoj 1,1x é ùÎ -ê úë û .   Bidej}i brojniot red 
2

1

1

n n

¥

=
å  konvergira, zaradi 

Vaer{trasoviot kriterium sleduva deka dadeniot red ramnomerno konvergira na 

intervalot [ 1,1].-  

b) Od relacijata 

2 2 2

1 1 1
,

( ) ( )n x n x n
= £

+ +
[0, )x Î +¥  

i od konvergencija na redot 
2

1

1

n n

¥

=
å  sleduva ramnomernata konvergencija na 

dadeniot red na intervalot  [0, ).+¥  

v) Zaradi neravenstvoto  
2

33 7 2 7

sin (2 ) 1nx

n x n
£

+
,  
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imaj}i vo vid deka brojniot redot 
3 7

1

1

n n

¥

=
å  konvergira, spored kriteriumot na 

Vaer{tras sleduva deka razgleduvaniot red ramnomerno kanvergira na 

mno`estvoto realni broevi.  

g) Neravenstvoto  
2

4/33 4

arctg( ) 1

2

n x

nn n x
£ ⋅

+

p
 e ispolneto za sekoj realen broj .x  Od 

konvergencijata na brojniot red 
4/3

1

1

n n

¥

=
å  sleduva ramnomerna konvergencija na 

razgleduvaniot red na mno`estvoto realni broevi.  

d)  Zaradi neravenstvoto 

( 1) 2 2
,

5(3 1)3 (3 1)5

nn n

n n

x

n n

æ ö- ÷ç ÷£ < ç ÷ç ÷ç+ + è ø
( 1, 3),x Î -  

i faktot deka brojniot red 
1

2

5

n

n

¥

=

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
å  konvergira sleduva deka dadeniot 

funkcionalen red ramnomerno konvergira na intervalot ( 1, 3).-  

 |) Od neravenstvoto 21 | |nx n x+ ³  dobivame  

2

3/22 2 2

cos( ) 1 1

(1 ) 2 (2 )

x n x

nnx n n n
£ £

+ + +
 

zaradi kriteriumot na Vaer{tas dobivame deka razgleduvaniot red ramnomerno 

konvergira na mno`estvoto realni broevi.  

 4.26. Ispitaj ja ramnomernata konvergencija na slednive funkcionalni 

redovi:  

  a) 
5 2

1

,
1n

nx

n x

¥

= +
å ( , );x Î -¥ +¥    b) 

4 2
1

sin ,
1n

x

n x

¥

=

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç +è ø
å ( , );x Î -¥ +¥  

  v) 
2 4

1

arctg ,
1n

x x

nn x

¥

= +
å ( , );x Î -¥ +¥      g) 2

2 2
1

ln 1 ,
1n

x

n x

¥

=

æ ö÷ç ÷+ç ÷ç ÷ç +è ø
å [0, );x Î +¥  

  d) 2

1

,nx

n

x e
¥

-

=
å [0, );x Î +¥                    |) 

2

1

( )
!

n n

n

n
x x

n

¥
-

=

+å , 1
,1 .

2
x

é ù
ê úÎ ê ú
ë û

 

 Re{enie. a) Funkcijata 
5 2

,
1

nx

n x+
n Î  , svojot supremum go dostignuva za 

5/2

1
n
x

n
=   i pritoa va`i 
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3/2

5 2 5 2 3/2( , )( , )

1
sup max .

21 1 2xx

nx nx n

n x n x n

-

Î -¥ +¥Î -¥ +¥
= = =

+ +
 

Bidej}i redot 
3/2

1

1

n n

¥

=
å  konvergira, spored Vajer{trasoviot kriterium sleduva 

deka redot 
5 2

1 1n

nx

n x

¥

= +
å   ramnomerno konvergira na mno`estvoto realni broevi.   

b) Da voo~ime deka e to~no neravenstvoto   

4 2 4 2
sin ,

1 1

x x

n x n x

æ ö÷ç ÷ £ç ÷ç ÷ç + +è ø
 ( , ).x Î -¥ +¥  

Funkcijata 
4 2

,
1

x

n x+
n Î  ,  ima supremum na mno`estvoto realni broevi za 

2

1
n
x

n
=   i pritoa va`i 

4 2 4 2 2( , )( , )

1
sup max .

1 1 2xx

x x

n x n x nÎ -¥ +¥Î -¥ +¥
= =

+ +
 

Ottuka sleduva deka 

4 2 4 2 2

1
sin ,

1 1 2

x x

n x n x n

æ ö÷ç ÷ £ £ç ÷ç ÷ç + +è ø
( , ).x Î -¥ +¥  

Spored kriteriumot na Vaer{tras, od konvergencijata na redot 
2

1

1

2n n

¥

=
å  

sleduva ramnomerna konvergencija na redot 
4 2

1

sin
1n

x

n x

¥

=

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç +è ø
å  na intervalot [0, )¥ . 

 v) Прво da voo~ime deka sekoj realen broj x  go zadovoluva neravenstvoto  

2 4 2 4
arctg ,

1 1

x x x x

n nn x n x
< ⋅

+ +
 ( , ).x Î -¥ +¥  

Funkcijata 
2

2 4
,

(1 )

x

n n x+
 n Î  ,  go dostignuva svojot supremum za 

1
n
x

n
=   i 

pritoa va`i  
2 2

2 4 2 4 2( , )( , )

1 1 1
sup max .

1 1 2xx

x x

n nn x n x nÎ -¥ +¥Î -¥ +¥
⋅ = ⋅ =

+ +
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Brojniot red 
2

1

1

2n n

¥

=
å  konvergira, od kade {to spored kriteriumot na 

Vaer{tras sleduva deka redot 
2 4

1

arctg
1n

x x

nn x

¥

= +
å  konvergira ramnomerno na 

mno`estvoto realni broevi. 

 g) Од неравенството  
2

2

2 2 2 2
ln 1 ,

1 1

x x

n x n x

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷+ <ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç+ +è ø è ø
 [0, ).x Î +¥  

Funkcijata 
2 2

,
1

x

n x+
 n Î  , svojot supremum na intervalot [0, )+¥  go 

dostignuva  vo to~kata 
1

n
x

n
=   i negovata vrednost e 

2 2 2 2[0, )[0, )

1
sup max .

21 1xx

x x

nn x n xÎ ¥Î ¥
= =

+ +
 

 Значи 

2

2 2 2

1
ln 1 ,

1 4

x

n x n

æ ö÷ç ÷+ <ç ÷ç ÷ç +è ø
 n Î  , [0, ).x Î ¥  

Toga{ od konvergencijata na brojniot red 
2

1

1

n n

¥

=
å  sleduva konvergencija na 

razgleduvaniot funkcionalen red na intervalot [0, ).¥  

 d) Funkcijata 2 ,nxx e-  n Î  , svojot supremum na intervalot [0, )+¥  go 

dostignuva vo to~kite 
2

n
x

n
=  i pritoa va`i 

2
2 2

2[0, )[0, )

4
sup max ,nx nx

xx

e
x e x e

n

-
- -

Î +¥Î +¥
= = [0, )x Î +¥  

od kade {to sleduva ramnomerna konvergencija na redot 2

1

nx

n

x e
¥

-

=
å  na 

razgleduvaniot interval. 

 |) Funkcijata ,n nx x-+  n Î  , svojot supremum na intervalot 
1
,2

2

é ù
ê ú
ê ú
ë û

 go 

dostignuva vo to~kata 1
n
x =  i pritoa va`i 

11 ,1,1 22

sup( ) max( ) 2,n n n n

xx

x x x x- -

é ùé ù ê úÎÎê úÎ ê úê ú ê úë ûê úë û

+ = + =
1
,2

2
x

é ù
ê úÎ ê ú
ë û
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Ottuka sleduva deka 
2 22

( ) .
! !

n nn n
x x

n n

-+ £  Bidej}i brojniot red 
2

1

2

!n

n

n

¥

=
å  

konvergira spored Dalamberoviot kriterium, redot 
2

1

( )
!

n n

n

n
x x

n

¥
-

=

+å  konvergira 

ramnomerno na intervalot 
1
,2

2

é ù
ê ú
ê ú
ë û

. 

 

 4.27. Ispitaj ja ramnomernata konvergencija na slednive funkcionalni 

redovi: 

 a) 
2

1

1
, (0, );

(1 )n

x
nx

¥

=

Î ¥
+

å            b) 
2 2

1

sin( ),n x

n

e nx
¥

-

=
å ( , );x Î -¥ +¥  

v) 

4

2
1

arctg ,
n

x

n

¥

=

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
å  [1, );x Î +¥                    g) 

1

, (0, );
!

n

n

x
x

n

¥

=

Î +¥å  

 g)  
2 2

1

, [0,1];
1n

x
x

n x

¥

=

Î
+

å            `) 
1

1
2 sin , (0, ).

3
n

n
n

x
x

¥

=

Î +¥å  

 Re{enie. a) Od neravenstvoto 
2 2 2

1 1
0

(1 )nx n x
< <

+
,  (0, ),x Î +¥ n Î   

sleduva deka za sekoj fiksen (0, ),x Î ¥  dobieniot broen red konvergira.  

Neka 
0

1
,

9
=e  ,p n=  

1
(0, ).x

n
= Î +¥   

Toga{ od  

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1
| ( ) ( ) | ...

91 1 1 1
1 ( 1) 1 ( 2) 1 2 1 2

n n
S x S x

n n n n
n n n n

- = + + + > =
æ ö æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷+ + + + + +ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç ç÷ ÷ ÷ ÷ç ç ç çè ø è ø è ø è ø

zaradi Ko{ieviot kriterium sleduva deka konvergencijata na dadeniot red ne e 

ramnomerna na intervalot (0, ).¥  

b) Zaradi neravenstvoto  

2 2 2 2

sin( ) ,n x n xe nx e- -<  ( , ),x Î -¥ +¥  n Î  , 

sleduva deka za sekoj fiksen ( , ),x Î -¥ +¥  dobieniot red konvergira.   

Neka 1 sin 2,e-=e  ,p n=  
1

( , ).x
n

= Î -¥ +¥  Toga{ od  
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2
| ( ) ( ) |

n n
S x S x- = 

2 2 2
2 2 2

2 2 2
2 2 2

1 1 1
( 1) ( 2) (2 )

1 1 1
( 1) ( 2) (2 )

1 1 1
sin ( 1) sin ( 2) ... sin 2

1 1 1
sin ( 1) sin ( 2) ... sin 2

n n n
n n n

n n n
n n n

e n e n e n
n n n

e n e n e n
n n n

- + - + -

- + - + -

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷= + + + + + =ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø
æ ö æ ö æ ö÷ ÷ç ç ç÷ ÷= + + + + +ç ç ç÷ ÷ç ç ç÷ ÷ç ç çè ø è ø è

÷÷ >÷÷ø

 

2
2

1
(2 )

41
sin 2 sin2.

n
ne n e

n

-
-

æ ö÷ç ÷> =ç ÷ç ÷çè ø
 

sleduva deka dadeniot red ne konvergira ramnomerno na intervalot ( , ).-¥ ¥  

v) sekoj fiksen [1, )x Î +¥  dobieniot broen red konvergira  

4 4

2 8
0 arctg ,

x x

n n

æ ö÷ç ÷< <ç ÷ç ÷çè ø
 [1, ).x Î +¥  

Razgleduvaniot red ne konvregira ramnomerno na intervalot [1, )+¥ . 

Navistina, za 

4
1

arctg
4

e
æ ö÷ç ÷= ç ÷ç ÷çè ø

 ,p n=  2 [1, )x n= Î +¥   dobivame deka  

 

4 42

2

1
arctg arctg

4(2 )

n

n

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç> > ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç÷ç è øè ø
 

g) Dadeniot funkcionalen red e konvergenten broen red za sekoj fiksen 

(0, ).x Î ¥  Konvergencijata na dadeniot funkcionalen red ne e ramnomerna na 

intervalot (0, ),¥  bidej}i za 1,=e  ,p n=  2 (2 !) (0, )nx n= Î +¥   dobivame deka  

1 2 2 22 2 2 2

2

( (2 )!) ( (2 )!) ( (2 !) ( (2 !)
| ( ) ( ) | ... 1.

( 1)! ( 2)! (2 )! (2 )!

n n n nn n n n

n n

n n n n
S x S x

n n n n

+ +

- = + + + > =
+ +

 

e) Dadeniot red konvergira za sekoj fiksen [0,1].x Î  Imeno,   

2 2
0,

1

x

n x
=

+
 za 0x =  i  

2 2 2 2

1
0

1 ( )

x x

n x nx n x
< < =

+
 za (0,1]x Î .  

]e doka`eme deka konvergencijata na dadeniot red ne e ramnomerna na 

intervalot [0,1].  Neka e 
1
,

5
=e p n=  i 

1
.x
n

=  Toga{ imame  

4 4 4
2 2 2

2 2 2 2
| ( ) ( ) | arctg arctg ... arctg

( 1) ( 2) (2 )n n

n n n
S x S x

n n n

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç- = + + + >÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷÷ ÷ ÷ç ç ç+ +è ø è ø è ø
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2
2 2 2

2 2 2

1 1 1

...
1 1 1

1 ( 1) 1 ( 2) 1 (2 )
n n

n n nS S
n n n

n n n

- = + + + =
+ + + + +

 

2 2 2 2

22 2 2

1 1 1 1 1 1
 

5( 1) ( 2) (2 ) 4
11 1 1

n

n nn n n n

nn n n

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç= + + + ³ ⋅ =÷ç ÷÷ç + + ÷ç ÷ ++ + +ç ÷ç ÷è ø

  

od kade {to spored Ko{ieviot kriterium sleduva deka razgleduvaniot red ne 

konvergira ramnomerno na intervalot [0,1]. 

 `) Za sekoj fiksen (0, )x Î +¥ , od 

1 1 2
2 sin

33

n

n

n xx

æ ö÷ç ÷< ç ÷ç ÷çè ø
 

 sleduva deka dadeniot red konvergira.  

]e doka`eme deka konvergencijata na dadeniot red na razgleduvaniot 

interval ne e ramnomerna. Neka 1,=e  ,p n=
1

.
3n

x =  Toga{ imame  

1 2 2 1
2 2

1 1 1 1
2 sin 2 sin ... 2 sin 2 sin 1

3 33 3
n n n n

n n n
S S + + +- = + + + > >  

od kade {to sleduva deka konvergencijata na dadeniot red na intervalot (0, ).+¥   

     

 4.28. So primena na Abeloviot kriterium doka`i deka slednive redovi 

ramnomerno konvergiraat:  

 a) 
1

( 1)
, [1, );

1

n n

n
n

x
x

n x

¥

=

-
⋅ Î +¥

+
å           b) 

1

( 1)
arctg , [1, );

n
n

n

x x
n

¥

=

-
⋅ Î +¥å  

 v) 
2

2
1

ln 1 , [ 4, 4];
4

n

n
n

x x
x

n

¥

=

æ ö÷ç ÷ç⋅ + Î -÷ç ÷÷çè ø
å           g) 

[ ]

1

( 1)
, [0, ).

( )

n

n

x
n n x

¥

=

-
Î ¥

+
å  

 Re{enie. a) Neka 
( 1)n

n
a

n

-
=  i ( ) .

1

n

n n

x
b x

x
=

+
 

Redot 
1

( 1)n

n n

¥

=

-å  konvergira po Lajbnicoviot kriterium. 
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 Funkcionalnata niza ( )( )
n
b x , [1, )x Î +¥  e ramnomerno ograni~ena bidej}i 

neravenstvoto 1
1

n

n

x

x
<

+
 va`i za sekoj [1, )x Î +¥  i n Î  . U{te pove}e 

razgleduvanata niza e monotona bidejќи za sekoj [1, )x Î ¥  nizata raste po n . Тоа 

mo`e da se zaklu~i od prviot izvod na funkcijata ( )
1

t

t

x
t

x
f =

+
 koj e ednakov na 

( )2
ln

( ) ,
1

t

t

x x
t

x
f¢ =

+
1.t >  

Ottuka spored Abeloviiot kriterium sleduva deka redot 
1

( 1)

1

n n

n
n

x

n x

¥

=

-
⋅

+
å  

ramnomerno konvergira na intervalot [1, ).+¥  

 b) Neka 
( 1)n

n
a

n

-
=  i ( ) arctg ,n

n
b x x=  [1, ),x Î ¥ n Î  .  

 Redot 
1

( 1)n

n n

¥

=

-å  konvergira po Lajbnicoviot kriterium. 

 Funkcionalnata niza ( )( )
n
b x ,  [1, )x Î +¥  e ramnomerno ograni~ena bidej}i 

neravenstvoto arctg
2

nx
p

<   va`i za sekoj [1, )x Î +¥  i n Î  .  Od prviot izvod na 

funkcijata ( ) arctg ,tt x=f  0t >  mo`e da se zaklu~i deka razgleduvanata niza 

monotono raste po n  za sekoj [1, ).x Î +¥   

Вrz osnova na Abeloviot kriterium, zaklu~уваме deka redot 

1

( 1)
arctg

n
n

n

x
n

¥

=

-
⋅å   ramnomerno konvergira na intervalot [1, ).+¥  

 v) Dadeniot red mo`e da go zapi{eme vo oblikot 

2

2 2

2 2 2
1 1

ln 1 ln 1 , [ 4, 4].
4 4

n
n n

n n
n n

x x x x
x

n n n

¥ ¥

= =

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç⋅ + = ⋅ + Î -÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø
å å  

Neka 
2

( )
4

n

n n

x
a x

n
=   i  

2

2

2
( ) ln 1 .

n

n

x
b x

n

æ ö÷ç ÷ç= + ÷ç ÷÷çè ø
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 Od neravenstvoto 
2 2

1
,

4

n

n

x

n n
£ [ 4, 4]x Î -  mo`e da zaklu~ime deka 

funkcionalniot red 
2

1 4

n

n
n

x

n

¥

=
å  ramnomerno konvergira na intervalot [ 4, 4]-  .   

 Funkcionalnata niza ( )( )
n
b x , [ 4, 4]x Î -  e ramnomerno ograni~ena na 

intervalot [ 4, 4]-  bidej}i 

2 2

2 2
16

2 2

4
1 1 ,

n n
x

e
n n

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç+ £ + <÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø
 [ 4, 4]x Î -  odnosno  

2

2
16

2
ln 1 ln 16,

n
x

e
n

æ ö÷ç ÷ç + < =÷ç ÷÷çè ø
 [ 4, 4].x Î -  

Od prviot izvod na funkcijata 

2

2

2
( ) ln 1 ,

t
x

t
t

f
æ ö÷ç ÷ç= + ÷ç ÷÷çè ø

 1t ³  mo`e da se zaklu~i 

deka razgleduvanata niza monotono raste po n  za sekoj [ 4, 4].x Î -  Imeno, 

funkcijata  ima pozitiven prv izvod   

( )

за  

2 2 2 4 2 4
2 3 2 2 3 2

2 4 42 2 2

2 2 2 2

4 2

2

2 2

1 1
2 1 1 2

2 2

1

0, | | .

ln ln
x x x x x x

tx t tx tx t tx
t t t t t t

t
t x t x

x x
t t

t x
t x

f

æ ö æ ö÷ ÷çæ ö æ öæ ö æ ö÷ ÷ç ÷ ÷ çç ç ÷ ÷÷ ÷ç ç- + + + + - + - + -ç ç ÷ ÷÷ ÷ç çç ç ÷ ÷÷ ÷÷ ÷ç çç ç÷ ÷è ø è øè ø è ø¢ = > =
+ +

æ ö÷ç ÷-ç ÷ç ÷÷çè ø
= > >

+

ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç çè ø è ø

Притоа, го користевме neravenstvoto 
2

ln(1 ) ,
2

p
p p+ > -  0.p >  

 Vrz osnova na Abeloviot kriterium, razgleduvaniot red ramnomerno 

konvergira intervalot [ 4, 4]- . 

g) Neka 
[ ]( 1) n

n
a

n

-
=  i 

1/2

( ) 1 .
n

x
b x

n

-æ ö÷ç ÷= +ç ÷ç ÷çè ø
   

Redot 
[ ]

1

( 1) n

n n

¥

=

-å  konvergira (зошто?).  

Nizata ( )( )
n
b x  [0, )+¥  raste po n  za sekoj [0, ).x Î +¥  Osven toa 

razgleduvanata niza e ramnomerno ograni~ena, {to sleduva od neravenstvoto  

 

1/2

1 1,
x

n

-æ ö÷ç ÷+ £ç ÷ç ÷çè ø
[0, ).x Î +¥  
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 Ottuka, vrz osnova na Abeloviot kriterium dadeniot red ramnomerno 

konvergira na razgleduvaniot interval.  

4.29. So primena na Dirihleoviot kriterium дoka`i deka slednive redovi 

ramnomerno konvergiraat:  

 a) 
1

1

( 1)
, [0,1];

n n

n

x
x

n

+¥

=

-
Îå            b) 

2
1

sin( )
, [ ,2 ],

1n

nx
x

n

¥

=

Î -
+

å e p e 0 1;< <e  

        v) 
1

sin sin( )
, [0, );

n

x nx
x

n x

¥

=

Î ¥
+

å               g) 
1

( 1)
, [0,1].
n

n

x
n x

¥

=

-
Î

+å  

 Re{enie. a) Neka 1( ) ( 1) ( ) ,n n n
n
a x x x+= - = --  [0,1]x Î  i 

1
,

n
b

n
=  n Î  .  

 Nizata na parcijalnata suma na redot 
1

( )n

n

x
¥

=

- -å  e ramnomerno ograni~ena na 

[0,1] bidej}i 
1

1

1 ( ) 1 ( )
( ) 1 ( ) 2, [0,1].

1 1

n nn
k

k

x x
x x x

x x

+

=

- - + -
- - = - = - £ Î

+ +å  

Nizata ( )nb  e monotono opa|a~ka brojna niza koja konvergira kon 0  koga 

.n  ¥  
 Spored Direhleoviot kriterium sleduva deka razgleduvaniot red 

ramnomerno konvergira intervalot [0,1]. 

b) Neka ( ) sin( )
n
a x nx=  i 

2

1
,

1n
b

n
=

+
n Î  .  

 Parcijalnata niza na sumite na redot 
1

sin( )
n

nx
¥

=
å  e ramnomerno ograni~ena na 

intervalot [ ,2 ],-e p e  {to sleduva od  

 
1

( 1)
sin sin

2 2 1 1
sin( ) ,

2
sin sin sin

2 2 2

n

k

n xnx

xk
x x p e=

æ öæ ö + ÷÷ çç ÷÷ ⋅ çç ÷÷ çç ÷ ÷ç çè ø è ø
= £ £

æ ö æ ö æ ö-÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø

å [ ,2 ].x Î -e p e    

 Nizata  ( )nb  e monotono opa|a~ka brojna niza koja konvergira kon 0  koga 

.n  ¥  

Spored Dirihleoviot kriterium dadeniot red konvergira ramnomerno na 

intervalot [ ,2 ],-e p e za sekoe 0 1.< <e   
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 v) Neka  ( ) sin sin( )
n
a x x nx=  i 

1
( ) ,
n
b x

n x
=

+
 [0, ),x Î +¥  .n NÎ  

Zaradi  

1 1

( 1)1
sin sin( ) [(cos( 1) cos( 1) ] 2 cos sin sin 2,

2 2 2 2

n n

k k

n xx nx
x kx k x k x

= =

æ öæ ö æ ö + ÷÷ ÷ çç ç ÷÷ ÷= - - + = ⋅ £çç ç ÷÷ ÷ çç ç ÷÷ ÷ç ç çè ø è ø è ø
å å

dobivame deka nizata na parcijalnite sumi na redot 
1

( )
n

n

a x
¥

=
å  e ramnomerno 

ograni~ena na [0, ).¥  

 Nizata ( )nb   e monotono opa|a~ka po n , za sekoe [0, ),x Î ¥ bidej}i  

1

1 1 1
( ) ( )  0.

1 1
n n
b x b x

n x n x n x n x
+

- = - = >
+ + + + + + +

 

Ponatamu od  
[0, )

1 1
lim sup lim 0
n nx n x n¥ ¥Î +¥

= =
+

 

sleduva deka funkcionalnata niza so op{t ~len ( )nb  ramnomerno konvergira kon 

nula na razgleduvaniot interval.  

 Spored toa, vrz osnova na Dirihleoviot kriterium, dadeniot red 

ramnomerno konvergira na intervalot [0, ).+¥  

 g) Neka ( ) ( 1)n
n
a x = -   i 

1
,

n
b

n x
=

+
 [0,1]x Î , n Î  .  

 Nizata na parcijalnata suma na redot 
1

( 1)n

n

¥

=

-å  e ramnomerno ograni~ena na 

[0,1] bidej}i 
1

( 1) 1, [0,1].
n

k

k

x
=

- = Îå  

Nizata ( )nb   e monotono opa|a~ka po n , za sekoe [0,1],x Î  bidej}i  

1

1 1 1
( ) ( )  0.

1 ( )( 1)n n
b x b x

n x n x n x n x+
- = - = >

+ + + + + +
 

Ponatamu od  
[0,1]

1 1
lim sup lim 0
n nx n x n¥ ¥Î

= =
+

 sleduva deka funkcionalnata niza 

so op{t ~len ( )nb  ramnomerno konvergira kon nula na razgleduvaniot interval.  

 Spored toa, vrz osnova na Dirihleoviot kriterium, dadeniot red 

ramnomerno konvergira na intervalot [0,1]. 
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4.30. Ispitaj ja ramnomernata konvergencija na slednive funkcionalni 

redovi: 

  a) 
2

2
1

( 1) ,
(1 )

n

n
n

x

x

¥

=

-
+

å ( , );x Î -¥ +¥            

   b) 
2 2

1

( 1)
,
n

n

x n

x n

¥

=

+ -

+
å [ , ],x a aÎ -  0a >  

         v) 
2

2
1

1
sin( )cos

( 1)
,

ln ln( 2 )n

nx
n x

x n

¥

=

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷÷ç +è ø

+ +
å ( , );x Î -¥ +¥    

     g) 
1

sin( )
, [0,2 ]

n

nx
x

na
p

¥

=

Îå  

Re{enie. a) Neka (1 )n
n
a = -  i 

2

2
,

(1 )n n

x
b

x
=

+
( , ),x Î -¥ +¥ n Î  .  

Nizata parcijalni sumi na redot 
1

( 1)n

n

¥

=

-å e ramnomerno ograni~ena. 

 Funkcionalnata niza 
2

2
( ) ,

(1 )n n

x
b x

x
=

+
 ( , ),x Î -¥ +¥ n Î   e monotono 

opa|a~ka po n , na mno`estvoto realni broevi i ramnomerno konvergira kon nula 

koga .n  ¥  Spored toa, vrz osnova na Dirihleoviot kriterium, redot 

2

2
1

( 1)
(1 )

n

n
n

x

x

¥

=

-
+

å  ramnomerno konvergira na mno`estvoto realni broevi.  

 b) Dadeniot funkcionalni red mo`e da go zapi{eme vo oblik 

2

2 2 2 2 2
1 1

( 1) ( 1)
,

n n

n n

x n n x

nx n x n n

¥ ¥

= =

æ ö+ - - ÷ç ÷ç= + ÷ç ÷÷ç+ + è ø
å å [ , ],x a aÎ -  0.a >  

Neka e 
2

( 1)
( )

n

n

x
a x

nn

-
= +  i 

2

2 2
( ) ,
n

n
b x

x n
=

+
[ , ],x a aÎ - n Î  .  

 Funkcionalniot red 
2

1

( 1)n

n

x

nn

¥

=

æ ö- ÷ç ÷ç + ÷ç ÷÷çè ø
å  ramnomerno konvergira na intervalot 

[ , ],a a-  0.a >    

 Funkcionalnata niza 
2

2 2n

n
b

x n
=

+
, [ , ],x a aÎ - n Î   e ramnomerno ograni~ena  
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na intervalot [ , ],a a-  {to sleduva od neravenstvoto  
2

2 2
1,

n

x n
£

+
[ , ],x a aÎ - n Î  .    

Osven toa razgleduvanata niza e monotono raste~ka po n . Vrz osnova na 

Abeloviot kriterium dadeniot red ramnomerno konvergira na intervalot [ , ].a a-   

 v) Funkcionalniot red 
2

1

sin( )

ln ln( 2 )n

nx

x n

¥

= + +
å  ramnomerno konvergira po 

Dirihleoviot kriterium, bidej}i nizata na parcijalnite sumi na redot 

1

sin( )
n

nx
¥

=
å  e ramnomerno ograni~ena na mno`estvoto realni broevi, a 

funkcionalnata niza 
2

1
( ) ,

ln ln( 2 )n
b x

x n
=

+ +
 ( , ),x Î -¥ ¥  n Î   e monotona 

opa|a~ka i ramnomerno konvergira kon nula na mno`estvoto realni broevi. 

Za nizata ( ) 2

1
cos

( 1)n
c x

n x

æ ö÷ç ÷ç= ÷ç ÷÷ç +è ø
 важи 

2

1
cos 1, ,

( 1)
n x

n x

æ ö÷ç ÷ç £ " Î " Î÷ç ÷÷ç +è ø
  , од каде 

следува рамномерната ограниченост.  

Бидејќи постои 
0
n Î   така што 

2

1
0,

2( 1)n x

pæ ö÷ç ÷Î ç ÷ç ÷ç+ è ø
 за 

0
n n>  следува дека низата ( )n

c x  

е монотона за секој x Î  . 

Заклучуваме дека почетниот ред рамонерно конвергира, според критериумот на Абел. 

 g) Ako e 1,>a  toga{ dadeniot red, vrz osnova na Vajer{trasoviot kriterium 

ramnomerno konvergira na mno`estvoto realni broevi.  

]e дoka`eme deka za 0 1,< £a  dadeniot red ne konvergira ramnomerno na 

intervalot [0,2 ].p  

 Spored Ko{ieviot kriterium za 
1

4
=e , ,p n=

1
x
n

=   imame 

2

sin(( 1) / ) sin(( 2) / ) sin((2 ) / )
| ( ) ( ) |

( 1) ( 2) (2 )n n

n n n n n n
S x S x

n n n

+ +
- = + + + =

+ +


a a a
 

1sin(1 1 / ) sin(1 2 / ) sin2 sin1 sin1 1

4( 1) ( 2) (2 ) (2 ) 2

n n
n n

n n n n
-+ +

= + + + ³ ⋅ ³ >
+ +

 a
a a a a a

 

od kade {to sleduva deka razgleduvaniot red ne konvergira ramnomerno na 

mno`estvoto realni broevi. 
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 4.31.  Najdi ja sumata na redot  

          a) 
0

, ( 1,1);n

n

x x
¥

=

Î -å                     b) 2

1

,nx

n

x e
¥

-

=
å  [0,1];x Î                

i doka`i deka taa e neprekinata funkcija na dadeniot interval.  

 Re{enie. a) ^lenovite na dadeniot funkcionalen red se neprekinati 

funkcii na intervalot ( 1,1).-  U{te pove}e redot ramnomerno konvergira na 

razgleduvaniot interval. Spored toa sumata na redot e neprekinata funkcija na 

intervalot ( 1,1).-  So primena na formulata za presmetuvawe na suma na 

beskone~en geometriski  red, za sumata na dadeniot red nao|ame  

 
1

0

1 1
( ) lim ,

1 1

n
n

n
n

x
S x x

x x

+¥

¥
=

-
= = =

- -å ( 1,1).x Î -   

b) Sli~no kako i vo prethodniot slu~aj ~lenovite na dadeniot funkcionalen 

red se neprekinati funkcii na intervalot [0,1]. Redot ramnomerno konvergira na 

razgleduvaniot interval, pa spored toa sumata e neprekinata funkcija na 

intervalot [0,1]. So primena na formulata za presmetuvawe na suma na 

beskone~en geometriski  red, za sumata na dadeniot red nao|ame 

 
2

2 2 2

1 0

1
( ) 1 1 ,

1 1
nx nx

x x
n n

x
S x x e x e x

e e

¥ ¥
- -

-
= =

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷= = - = - =ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷çç - -è øè ø
å å (0,1].x Î  

 Za 0x =  imame (0) 0.S =  

4.32.  Odredi ja definicionata oblast i ispitaj neprekinatost  na slednite 

funkcii:  

    a) 
1

( ) ;n

n

f x x
¥

=

= å                                        b) 
2

1

ln
( ) ;

n

n

x
f x

n

¥

=

= å  

   v) 
4 2

1

( ) sin( );n x

n

f x e nx
¥

-

=

= å                     g) 
1

1
( ) ;

n

n

f x x
n

¥

=

æ ö÷ç ÷= +ç ÷ç ÷çè ø
å  

                  d) 
2

1

( 1)
( ) ;

(1 )

n

n
n

x n
f x

x

¥

=

+ -
=

+
å                |) 

2
1

arctg( )
( ) .

n

nx
f x

n n x

¥

=

=
+

å  

 Re{enie. Ako funkcijata f  e dadena kako zbir na funkcionalen red, t.e. 

1

( ) ( ),
n

n

f x a x
¥

=

= å  toga{ za definiciona oblast na funkcijata f  go zemame 

mno`estvoto D  na koe{to redot konvergira. Ako funkciite ,
n
a  n Î   se 

neprekinati na ,D  toga{ mno`estvoto na koe {to funkcijata f  e neprekinata, go 

sodr`i mno`estvo na koe {to dadeniot red e ramnomerno konvergenten. 
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 a) Funkcionalniot red konvergira na intervalot ( 1,1),-  {to sleduva od 

Ko{ieviot korenski kriterium lim | | lim | | | | 1.nn

n n
x x x

¥ ¥
= = <  

Spored toa, domenot na razgleduvanata funkcija e intervalot ( 1,1).-  

 Od Vaer{trasoviot kriterium sleduva deka dadeniot red ramnomerno 

konvergira na sekoj interval [ , ],q q-  0 1q< <  od kade {to sleduva deka 

funkcijata f  e neprekinata na celiot interval ( 1,1).-  

 b) Funkcionalniot red konvergira na intervalot 
1
, ,e
e

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
 {to sleduva od 

Ko{ieviot korenski kriterium 

2

ln
lim lim | ln | | ln | 1.

n
n

n
n n

x
x x

n¥ ¥
= = <  

Dadeniot funkcionalen red konvergira isto taka i vo to~kite za 
1

x
e

=  i .x e=  

Spored toa, domenot na razgleduvanata funkcija e intervalot 
1
, .e
e

é ù
ê ú
ê ú
ë û

 

 Zaradi Vaer{trasoviot kriterium dobivame dadeka dadeniot red 

ramnomerno konvergira na intervalot 
1
,e
e

é ù
ê ú
ê ú
ë û

 od kade {to sleduva deka funkcijata 

f  e neprekinata na celiot interval 
1
, .e
e

é ù
ê ú
ê ú
ë û

 

 v) Da voo~ime deka za sekoј ( , )x Î -¥ +¥ , va`i ravenstvoto  

4 2 4 2

| sin( ) | | | .n x n xe nx n x e- -£  

Funkcijata 
4 2

( ) sin( )n x
n
f x e nx-=  go dostignuva svojot supremum na mno`estvoto 

realni broevi za  
2

1
| | ,

2
n
x

n
=   n Î   i pritoa va`i 

4 2 4 2

3/2( , )( , )

1
sup | | max | |

2

n x n x

xx
n x e n x e

e n

- -

Î -¥ +¥Î -¥ +¥
= =  

od kade {to sleduva deka redot 
4 2

1

( ) sin( )n x

n

f x e nx
¥

-

=

= å  ramnomerno konvergira na 

mno`estvoto realni broevi. Spored toa funkcijata f  e definirana na 
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mno`estvoto realni broevi i e neprekinata na celata definiciona oblast, t.e. 

na mno`estvoto realni broevi.  

g) Ako | | 1,x ³  toga{ op{tiot ~len na dadeniot red ne te`i kon nula, pa 

spored toa dobieniot red divergira. 

Ako | | 1,x <  toga{  zaradi  Ko{ieviot korenski kriterium imame  

1 1
lim lim | | 1.

2 2

n

n
n n

x x x
n n¥ ¥

+ = + = <  

Toga{ dadeniot red konvergira na intervalot ( 1,1),-  pa spored toa domenot na 

funkcijata f  e intervalot ( 1,1).-  

Dadeniot funkcionalen red ramnomerno konvergira na intervalot 

[ , ],q q- 0 1q< < , spored Vajer{trasoviot kriterium, bidej}i 

1 1
,

2

n n

x q
n n

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷+ £ +ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
 [ , ],x q qÎ -  0 1q< < . 

Ottuka sleduva deka funkcijata f  e neprekinata na celiot interval ( 1,1).-  

 d) Dadeniot funkcionalni red mo`e da go zapi{eme vo oblik 

2

2 2 2 2 2
1 1

( 1) ( 1)
,

n n

n n

x x n x

nx n x n n

¥ ¥

= =

æ ö+ - - ÷ç ÷ç= + ÷ç ÷÷ç+ + è ø
å å [ , ],x a aÎ -  0.a >  

 Funkcionalniot red 
2

1

( 1)n

n

x

nn

¥

=

æ ö- ÷ç ÷ç + ÷ç ÷÷çè ø
å  ramnomerno konvergira spored 

intervalot [ , ],a a-  0.a >   Funkcionalnata niza 

2

2 2n

n
b

x n
=

+
, [ , ],x a aÎ - n Î   

 e ramnomerno ograni~ena na intervalot [ , ],a a-  {to sleduva od neravenstvoto   
2

2 2
1,

n

x n
£

+
 [ , ],x a aÎ -  n Î  . 

  Osven toa razgleduvanata niza e monotono rasтe~ka po n . Spored Abeloviot 

kriterium dadeniot red ramnomerno konvergira na intervalot [ , ],a a- 0.a >  
Bidej}i a  e proizvolen realen broj, funkcijata f  e definirana na mno`estvoto 

realni broevi i e neprekinata na celata definiciona oblast, t.e. na 

mno`estvoto realni broevi.  

 |) Od neravenstvoto 
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3/22

arctg( )
,

2

nx

nn n x
<

+

p  ( , ),x Î -¥ +¥  

zaradi kriteriumot na Vaer{tras sleduva deka dadeniot red ramnomerno 

konvergira na mno`estvoto realni broevi. Spored toa dadenata funkcija e 

definirana na mno`estvoto realni broevi e neprekinata na celata definiciona 

oblast, t.e. na mno`estvoto realni broevi.  

4.33. Дoka`i deka sumata na redot ( 1)

0

(( 1) )n x nx

n

n xe nxe
¥

- + -

=

+ -å  e  neprekinata 

funkcija na intervalot [0,1] i pokraj toa {to konvergencijata na dadeniot red ne 

e ramnomerna na intervalot [0,1]. 

 Re{enie. Nizata na parcijalni sumi na dadeniot red e  

( )( 1) ( 1)

0

( ) ( 1) ( 1) ,
n

k x kx n x
n

k

S x k xe kxe n xe- + - - +

=

= + - = +å  

~ija {to grani~na funkcija e ( ) lim ( ) 0,
nn

S x S x
¥

= =  [0,1].x Î  

Grani~nata funkcija na nizata parcijalni sumi, odnosno sumata na dadeniot 

red  e neprekinata funkcija. Me|utoa, od ravenstvoto 

( 1)

[0,1][0,1]

1
lim sup ( ) ( ) lim max( 1) ,n x

nn n xx
S x S x n xe

e
- +

¥ ¥ ÎÎ
- = + =  

sleduva deka konvergencijata na dadeniot red na intervalot [0,1] ne e 

ramnomerna. 

4.34. Doka`i deka redot  
2

2 2 2 2
1

( ( 1) 1)

(1 )(1 ( 1) )n

x n n x

n x n x

¥

=

+ -

+ + +
å  

konvergira, no ne ramnomerno kon neprekinata funkcija na intervalot [0,1].  

 Re{enie. Dadeniot red mo`e da se zapi{e vo oblik  

2

2 2 2 2 2 2 2 2
1 1

( ( 1) 1) ( 1)
,

(1 )(1 ( 1) ) 1 1 ( 1)n n

x n n x n xnx

n x n x n x n x

¥ ¥

= =

æ ö+ - + ÷ç ÷ç= - ÷ç ÷÷ç+ + + + + +è ø
å å  

od kade {to dobivame deka nizata na parcijalni sumi mo`e da se zapi{e vo oblik  

2 2 2 2 2 2 2
1

( 1) ( 1)
( ) ,

1 1 ( 1) 1 1 ( 1)

n

n
k

k x n xkx x
S x

k x k x x n x=

æ ö+ +÷ç ÷ç= - = -÷ç ÷÷ç + + + + + +è ø
å  n Î  . 

Ottuka sleduva deka sumata na dadeniot red, odnosno grani~nata funkcija na 

nizata parcijalni sumi, ima oblik 



4.2. Funkcionalni redovi 

 263

2 2 2 2

( 1)
( ) lim , [0,1],

1 1 ( 1) 1n

n xx x
S x x

x n x x¥

æ ö+ ÷ç ÷ç= - = Î÷ç ÷÷ç + + + +è ø
 

i taa e neprekinata funkcija na intervalot [0,1]. Me|utoa, konvergencijata na 

dadeniot red ne e ramnomerna na intervalot [0,1].  Imeno, za 
1

1n
x

n
=

+
  imame 

[0,1] 2

2

1
( 1)

11lim sup ( ) ( ) lim .
1 2

1 ( 1)
( 1)

nn nx

n
nS x S x

n
n

¥ ¥Î

+ ⋅
+- ³ =

+ + ⋅
+

 

4.35. Najdi gi slednive grani~ni vrednosti: 

   a) 
1

1 1

( 1)
lim ;

1

n n

nx n

x

n x-

+¥

 =

-

+
å    b) 1

1 1

lim ( );n n

x n

x x
-

¥
+

 =

-å  

   v) 
2

2
1

lim ;
1 2nx

n

x

x

¥

+¥
= +
å            g) 

0 1

1
lim .

3n xx n n+

¥

 =
å  

 Re{enie. a) Spored Abeloviot kriterium mo`e da se utvrdi deka dadeniot 

red ramnomerno konvergira na intervalot [0, ).+¥  Spored toa, dopu{ten e 

grani~en premin pod znakot za suma. Toga{ dobivame deka  

1 1 1

1 11 1 1

( 1) ( 1) ( 1)1 1
lim lim ln2.

2 21 1

n n nn n

n nx xn n n

x x

n n nx x- -

+ + +¥ ¥ ¥

 = = =

æ ö- - -÷ç ÷ç= = =÷ç ÷÷ç+ +è ø
å å å  

 b) Dadeniot red ne konvergira ramnomerno na intervalot [0,1]. Spored toa ne 

e dopu{ten grani~en premin pod znakot za suma. Od tie pri~ini za da ja najdeme 

vrednosta na granicata, prethodno }e ja najdeme sumata na dadeniot red. Toga{  

dobivame deka  

 1 1

1 11 1

lim ( ) lim lim ( )
n

n n k k

nx xn k

x x x x
- -

¥
+ +

¥ = =

æ ö÷ç ÷- = - =ç ÷ç ÷çè ø
å å  

 ( )( )1

1 1

1, 0 1;
lim lim lim 1

0, 1.
n

nx x

x
x x

x- -

+

¥ 

ìï £ <ïï= - = =íï =ïïî
 

 v) Zaradi Vaer{trasoviot kriterium sleduva deka dadeniot red ramnomerno 

konvergira na mno`estvoto realni broevi, bidej}i  
2 2

2 2
( , ) ( , )

1
sup sup .

1 2 2 2n n n
x x

x x

x xÎ -¥ +¥ Î -¥ +¥
£ £

+
 

Spored toa, dopu{ten e grani~en premin pod znakot za suma. Toga{ dobivame 

deka  



IV. Funkcionalni низи и redovi  

 264

2 2

2 2
1 1 1

1
lim lim 1.

1 2 1 2 2n n nx x
n n n

x x

x x

¥ ¥ ¥

+¥ +¥
= = =

= = =
+ +

å å å  

 g) So primena na Vaer{trasoviot kriterium se dobiva deka dadeniot red 

ramnomerno konvergira na intervalot [0, ),+¥  taka {to limesot i sumata mo`at 

da si gi promenat mestata 
0 01 1 1

1 1 1 1
lim lim .

23 3 3n x n x nx xn n nn n+ +

¥ ¥ ¥

 = = =

= = =å å å  

4.36.  Najdi ja sumata  na redot  
2 1

0

( 1)
,

2 1

n n

n

x

n

+¥

=

-
+å  a potoa presmetaj ja sumata na 

redot 
0

( 1)
.

3 (2 1)

n

n
n n

¥

=

-

+
å  

Re{enie. Redot 2

0

( 1)n n

n

x x
¥

=

-å  konvergira na intervalot ( 1,1)-  kon 

funkcijata 
2
.

1

x

x+
 Na intervalot [ , ],q q-  0 1q< <  redot ramnomerno konvergira. 

Низата ( ) 1

2 1n
b x

n
=

+
 е монотона и рамномерно ограничена на  ( 1,1)- . 

Заклучуваме дека редот 
2 1

0

( 1)

2 1

n n

n

x

n

+¥

=

-
+å  рамномерно конвергира на ( 1,1)- . 

Бидејќи negovite ~lenovi se neprekinati funkcii, dopu{ten e premin na 

znakot za integral pod znakot za suma, t.e. redot mo`e po~leno da se integrira. 

Taka dobivame  

  
2 1

2

2
0 0 0 0

( 1)
( 1) arctg , ( 1,1).

2 1 1

x xn n
n n

n n

x dt
t dt x x

n t

+¥ ¥

= =

-
= - = = Î -

+ +
å åò ò    

Ottuka za 
1

3
x =  dobivame deka 

0

( 1)1 1
arctg

3 (2 1)3 3

n

n
n n

¥

=

-
=

+
å  od kade {to 

sleduva  
0

( 1)
3.

63 (2 1)

n

n
n n

¥

=

-
=

+
å p

 

 4.37. Doka`i deka funkcijata 
2

1

cos
( )

( 1)n

nx
f x

n n

¥

=

=
+å  e neprekinata na 

mno`estvoto realni broevi, potoa presmetaj 

2

0

( ) .f x dxò
p

 

 Re{enie. So primena na kriteriumot na Vaer{tras mo`e da zaklu~ime deka 

dadeniot red ramnomerno konvergira na mno`estvoto realni broevi. ^lenovite 
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na dadeniot funkcionalen red se neprekinati funkcii od kade {to sleduva deka 

sumata na redot e neprekinata funkcija. Spored toa dopu{ten e premin na znakot 

za integral pod znakot za suma. Toga{  

2 2 22 2

1 1 10 0 0

cos cos
( ) .

( 1) ( 1) ( 1)n n n

nx nx
f x dx dx

n n n n n n

¥ ¥ ¥

= = =

= = = =
+ + +å å åò ò ò

p p p p
p   

 4.38. Doka`i deka funkcijata 
1

( ) nx

n

f x ne
¥

-

=

= å  e neprekinata na intervalot 

(0, ),+¥  a potoa presmetaj 

ln 5

ln 2

( ) .f x dxò  

Re{enie. Dadeniot red konvergira na intervalot (0, ),+¥  no so primena na 

Ko{ieviot kriterium mo`e da se дoka`e deka ne konvergira ramnomerno na 

intervalot (0, ).+¥  Spored toa  redot  nemo`e po~leno da se integrira. Od   

2 ( 1)

1 1

...
n n

kx x kx x x nx n x

k k

ke e ke e e e ne- - - - - - - +

= =

- = + + + -å å  

dobivame deka  
( 1)

( 1)

1

(1 )
1

x n xn
kx x n x

x
k

e e
ke e ne

e

- - +
- - - +

-
=

-
- = -

-
å  

od kade {to sleduva 
( 1) ( 1)

2 2
1 (1 ) (1 ) 1

x n x n xn
kx

x x x
k

e e ne
ke

e e e

- - + - +
-

- - -
=

= - -
- - -

å  

Toga{ za sumata na redot dobivame  

( 1) ( 1)

2 2 2
1 1

( ) lim lim .
(1 ) (1 ) 1 (1 )

x n x n x xn
nx kx

x x x xn n
n k

e e ne e
f x ne ke

e e e e

- - + - + -¥
- -

- - - -¥ ¥
= =

æ ö÷ç ÷ç= = = - - =÷ç ÷÷ç - - - -è ø
å å

Ottuka zaklu~uvame deka grani~nata funkcija, odnosno sumata na redot e 

neprekinata funkcija na intervalot (0, ).+¥  So primena na metodot na zamena 

nao|ame deka 

ln 5 ln 5

2
ln 2 ln 2

3
( ) .

4(1 )

x

x

e dx
f x dx

e

-

-
= =

-ò ò  

4.39. Doka`i deka redot  2( 1) 2

1

( )n n

n

x x
¥

+

=

-å  ne konvergira ramnomerno na 

intervalot [ 1,1],-  no toj mo`e da se integrira po~leno.  

Re{enie. Op{tiot ~len na nizata parcijalnata suma na dadeniot red e 

4 2 6 4 2( 1) 2 2 2( 1)( ) ... ,n n n
n
S x x x x x x x x x+ += - + - + + - = - + [ 1,1]x Î - , n Î  , 

a grani~nata funkcija, odnosno sumata na dadeniot red e 
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{ }
2

0, 1,1 ;
( ) lim ( )

, 1 1.nn

x
S x S x

x x¥

ìï Î -ïï= = íï- - < <ïïî
 

 ^lenovite na dadeniot red se neprekinati funkcii, dodeka sumata ( )S x  na 

razgleduvaniot red ne e neprekinata funkcija na [ 1,1]-  {to zna~i deka 

konvergencijata na dadeniot red na intervalot [0,1] ne e ramnomerna. Za 

integralot na graninata funkcija dobivame  

1

1

2
( ) .

3
S x dx

-

= -ò  

Od druga strana,   

1
2( 1) 2

1 11

1 1 2
( ) 2 .

2 3 2 1 3
n n

n n

x x dx
n n

¥ ¥
+

= =-

æ ö÷ç ÷- = - = -ç ÷ç ÷ç + +è ø
å åò  

Zna~i, dadeniot red mo`e po~leno da se integrira.  

 4.40. Dali mo`e na redot 1/(2 1) 1/(2 1)

1

( )n n

n

x x
¥

- +

=

-å  po~leno da se integrira na 

intervalot [0,1]?  

 Re{enie. Op{tiot ~len na nizata parcijalnata suma na dadeniot red e 

1/3 1/3 1/5 1/(2 1) 1/(2 1)( ) ,n n
n
S x x x x x x x x+ += - + + - - = - [0,1],x Î n Î  , 

a grani~nata funkcija, odnosno sumata na dadeniot red e 

0, 0;
lim ( ) ( )

1, 0 1.nn

x
S x S x

x x¥

ìï =ïï= = íï - < £ïïî
 

 Sumata ( )S x  na razgleduvaniot red ne e neprekinata funkcija na [0,1] {to 

zna~i deka konvergencijata na dadeniot red na intervalot [0,1] ne e ramnomerna. 

Za integralot na granчnata funkcija dobivame  

1

0

1
( ) .

2
S x dx = -ò  

Od druga strana,   

( )
1

1/(2 1) 1/(2 1)

1 10

1 1 1
.

2 ( 1) 2
n n

n n

x x dx
n n

¥ ¥
- +

= =

- = - = -
+å åò  

Zna~i, dadeniot red mo`e po~leno da se integrira, но не може да се примени 

теоремата за почлено интегрирање.  
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4.41. Najdi ja sumata na slednive redovi: 

          a) 
1

( ) ,
n

n

x
f x

n

¥

=

= å    [ 1,1);x Î -                b) 
1

1

( ) ,
( 1)

n

n

x
f x

n n

+¥

=

=
+å  [ 1,1].x Î -  

 Re{enie. a) ^lenovite na redot 
1

n

n

x

n

¥

=
å  se диференцијабилни funkcii, re-

dot  1

1

n

n

x
¥

-

=
å  ~ii ~lenovi se izvodi na ~lenovite na pojdovniot red, konvergira 

ramnomerno na intervalot [ , ]q q- , kade 0 1.q< <  За 
0

0x =  почетниот ред има општ 

член 0, па е конвергентен. 

Spored toa redot 
1

( )
n

n

x
f x

n

¥

=

= å  mo`e po~leno da go diferencirame. Toga{ 

dobivame 1

1

1
( )

1
n

n

f x x
x

¥
-

=

¢ = =
-å  od kade {to sleduva  

0 0

( ) ( ) (0) ln(1 ),
1

x x
dt

f t dt f x f x
t

¢ = - = = - -
-ò ò [ , ].x q qÎ -  

 Spored toa  
1

ln(1 ), ( 1,1).
n

n

x
x x

n

¥

=

= - - Î -å   

 Posebno za 1x = -  imame 

1 11 1

( 1)
lim lim ln(1 ) ln2.

n n

x xn n

x
x

n n+ +

¥ ¥

- -= =

-
= = - - = -å å  

 b) ^lenovite na dadeniot red se диференцијабилни funkcii na intervalot 

[ 1,1].-  Od neravenstvoto 
1 1

,
( 1) ( 1)

nx

n n n n

+

£
+ +

 [ 1,1]x Î -  sleduva deka dadeniot red 

apsolutno konvergira za site [ 1,1]x Î -  i ramnomerno konvergira na [ 1,1].-  

Ottuka sleduva deka funkcijata f  kako suma na dadeniot red e neprekinata na 

[ 1,1].-  Bidej}i redot 
1

1 1( 1)

n n

n n

x x

n n n

+¥ ¥

= =

¢æ ö÷ç ÷ç =÷ç ÷÷ç +è ø
å å  e apsolutno konvergenten na ( 1,1)-  i 

ramnomerno konvergenten na [ , ],q q-  za sekoј 0 1q< <  dadeniot red mo`e po~leno 

da se diferencira. Koristej}i go prethodniot rezultat dobivame deka  

1 1

1 1 1

( ) ln(1 ),
( 1) ( 1)

n n n

n n n

x x x
f x x

n n n n n

+ +¥ ¥ ¥

= = =

¢ ¢æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷¢ ç ç= = = = - -÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç ç+ +è ø è ø
å å å  [ , ].x q qÎ -  

Ottuka sleduva deka  
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0 0

( ) ( ) (0) ln(1 ) (1 )ln(1 ),
x x

f t dt f x f t dt x x x¢ = - =- - = + + -ò ò  [ , ].x q qÎ -  

Spored toa 
1

1

(1 ) ln(1 ),
( 1)

n

n

x
x x x

n n

+¥

=

= + - -
+å  ( 1,1).x Î -  

Vo rabnite to~ki 1x =  i 1x = - , imame: 

 
1

1 11 1

1
lim lim( (1 )ln(1 )) 1,

( 1) ( 1)

n

x xn n

x
x x x

n n n n- -

+¥ ¥

 = =

= = + - - =
+ +å å  

 
1

1 11 1

( 1)
lim lim ( (1 )ln(1 )) 1 2 ln2.

( 1) ( 1)

n n

x xn n

x
x x x

n n n n+ +

+¥ ¥

- -= =

-
= = + - - = - +

+ +å å  

4.42. Najdi ja definicionata oblast i ispitaj ja diferencijabilnosta na 

slednive funkcii:  

           a) 
1

( 1)
( ) ;

n

n

x
f x

n x

¥

=

-
=

+å                         b) 
2 2

1

| |
( ) .

n

x
f x

n x

¥

=

=
+

å  

Re{enie. a) Nizata funkcii ( ) ,
n

x
f x

n x
=

+
 n Î  , monotono opa|a po n  i 

konvergira kon nula za sekoe x DÎ =  \{ |n n- Î  }.  Vrz osnova na Lajbnico-

viot kriterium dadeniot red konvergira vo sekoja to~ka od  mno`estvoto ,D  {to 

zna~i deka grani~nata funkcija f  e definirana na mno`estvoto .D   

 Funkciite 
n
f  se neprekinati na mno`estvoto ,D  i nivnite izvodi se 

2
( ) .

( )n

n
f x

n x
¢ =

+
 Spored toa, izvodniot red ima oblik  

2
1

( 1)
.

( )

n

n

n

n x

¥

=

-

+
å     

 Nizata parcijalni sumi na redot 
1

( 1)n

n

¥

=

-å  e ograni~ena, a nizata ( )( )n
f x¢  

monotono po n  konvergira kon nula na sekoj zatvoren interval sodr`an vo .D  

Toga{, vrz osnova na Dirihleoviot kriterium, izvodniot red ramnomerno 

konvergira na sekoj zatvoren interval koj ne sodr`i to~ki od oblikot ,n- n Î  . 

 Spored toa, dopu{teno e po~leno diferencirawe na redot 
1

( 1)n

n

x

n x

¥

=

-
+å  za sekoј 

,x n¹-  taka {to imame 
2

1

( 1)
( ) ,

( )

n

n

n
f x

n x

¥

=

-¢ =
+

å .x DÎ  
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b) Funkciite 
2 2

| |
( ) ,
n

x
f x

n x
=

+
 n Î  , se  neprekinati funkcii na 

mno`estvoto realni broevi. Bidej}i za proizvolno 0M >  va`i nerаvеnstvoto  

2
( ) ,
n

M
f x

n
£  [ , ],x M MÎ -  n Î  ,  

vrz osnova na Vaer{trasoviot kriterium sleduva deka dadeniot red ramnomerno 

konvergira i na sekoj ograni~en interval. Spored toa grani~nata funkcija, 

odnosno sumata f  na razgleduvaniot red е definirana na mno`estvoto realni 

broevi.  

 Za prviot izvod na funkcijiite ,
n
f  n Î   imame  

2

2 2 2

sgn | |
( ) ,

( )n

n x x x
f x

n x

+¢ =
+

0,x ¹ n Î  . 

 Ottuka dobivame deka 
2 2

'

4 2

2
( ) , [ , ], 0,
n

n M
f x x M M x

n n

+
£ £ Î - ¹ n Î  . 

od kade {to spored Vaer{trasoviot kriterium sleduva deka izvodniot red  

1

( )
n

n

f x
¥

=

¢å  na dadeniot red ramnomerno konvergira na sekoj ograni~en zatvoren 

interval koj ne ja sodr`i to~kata 0.x =  Spored toa, na mno`estvoto \ {0}  e 

dozvoleno diferencirawe ~len po ~len na dadeniot red i va`i 

2

2 2 2
1

sgn | |
( ) , 0.

( )n

n x x x
f x x

n x

¥

=

+¢ = ¹
+

å  

Ostanuva u{te da se ispita diferencijabilnosta na funkcijata f  vo to~kata 

nula. Spored definicija imame  

2 20 0
1

( ) (0) 1
'(0) lim lim .

h h
n

hf h f
f

h h n h

¥

 
=

-
= =

+
å  

Spored Vaer{trasoviot kriterium, redot 
2 2

1

1

n n h

¥

= +
å  ramnomerno konvergira (po 

h ) na intervalot [ , ],M M-  od kade {to sleduva deka e dopu{ten grani~en premin 

pod znakot za suma, odnosno  

2 2 2 2 20 0
1 1 1

1 1 1
lim lim .
h h

n n nn h n h n

¥ ¥ ¥

 
= = =

= =
+ +

å å å  
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Spored toa leviot i desniot izvod na funkcijata f  vo to~kata 0x =  ne se 

ednakvi, odnosno  

2
1

1
(0)

n

f
n

¥

+
=

¢ = å  i 
2

1

1
(0)

n

f
n

¥

-
=

¢ = -å  

{to zna~i deka funkcijata f  ne e diferencijabilna vo nulata. 

4.43. Doka`i deka redot 
2 2

1

sin( )

ln ( 1)n

nx

n n

¥

= +
å  mo`e po~leno da se diferencira na 

mno`estvoto realni broevi.  

Re{enie. So primena na Vaer{trasoviot kriterium se dobiva deka redot 

2 2
1

sin( )

ln ( 1)n

nx

n n

¥

= +
å  ramnomerno konvergira na mno`estvoto realni broevi. 

Funkciite 
2 2

sin( )
( ) ,

ln ( 1)n

nx
f x

n n
=

+
 n Î   se neprekinati na mno`estvoto realni 

broevi od kade {to sleduva deka i funkcijata 
1

( ) ( )
n

n

f x f x
¥

=

= å  e neprekinata na 

mno`estvoto mno`estvoto realni broevi.  

 Izvodniot red 
2

1

cos( )
,

ln ( 1)n

nx

n n

¥

= +
å  vrz osnova na Vaer{trasoviot kriterium 

ramnomerno konvergira na mno`estvoto realni broevi. Spored toa dadeniot red 

mo`e po~leno da se diferencira, odnosno  

2 2 2 2 2
1 1 1

sin( ) sin( ) cos( )
( ) ,

ln ( 1) ln ( 1) ln ( 1)n n n

nx nx nx
f x

n n n n n n

¥ ¥ ¥

= = =

¢ ¢æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷¢ ç ç= = =÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç ç+ + +è ø è ø
å å å  ( , ).x Î -¥ +¥  

4.44. Doka`i deka sumata na redot 
2

1

( )
1

nx

n

e
f x

n

-¥

=

=
+

å  e neprekinata funkcija 

intervalot [0, )+¥  i diferencijabilna na intervalot (0, ).+¥  

Re{enie. Funkciite 
2

1

( ) ,
1

nx

n
n

e
f x

n

-¥

=

=
+

å  [0, ),x Î +¥  n Î   se neprekinati na 

intervalot  [0, )¥ . Spored Vaer{trasoviot kriterium, a poradi neravenstvoto  

2 2

1
,

1

nxe

n n

-

£
+

 [0, )x Î +¥  

redot 
2

1 1

nx

n

e

n

-¥

= +
å  ramnomerno konvergira na intervalot [0, )¥  pa funkcijata f  e  
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neprekinata na intervalot [0, ).+¥   

Ponatamu, funkciite 
2

( )
1

nx

n

ne
f x

n

--¢ =
+

 se neprekinati na intervalot [0, ),+¥  

a redot 
2

1 1

nx

n

ne

n

-¥

=

-

+
å  ramnomerno konvergira na sekoj interval [ , ),+¥d 0.>d  

Spored toa, dadeniot red mo`e po~leno da se diferencira na sekoj interval od 

oblik [ , ),¥d  0,>d  odnosno na intervalot (0, ).+¥ Toga{ imame   

2 2 2
1 1 1

( ) ,
1 1 1

nx nx nx

n n n

e e ne
f x

n n n

- - -¥ ¥ ¥

= = =

¢ ¢æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷¢ ç ç= = =-÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç ç+ + +è ø è ø
å å å  (0, ).x Î +¥    

 4.45. Dali redot 
2

1

arctg
n

x

n

¥

=
å  mo`e po~leno da se diferencira na mno`estvoto 

realni broevi?  

Re{enie. Od 

2

2

arctg
lim 1
n

x

n
x

n

¥
=  

 sleduva deka dadeniot red konvergira za sekoј fiksен x Î  .  

So primena na Vaer{trasoviot kriterium и neravenstvoto  
2

4 2 2

1
,

n

n x n
£

+
 ( , )x Î -¥ +¥  

следува deka izvodniot red 
2

4 2
1n

n

n x

¥

= +
å  ramnomerno konvergira na mno`estvoto 

realni broevi. Spored toa dadeniot red mo`e po~leno da se diferencira, 

odnosno  

2

2 2 4 2
1 1 1

( ) arctg arctg ,
n n n

x x n
f x

n n n x

¥ ¥ ¥

= = =

¢ ¢æ ö æ ö÷ ÷ç ç¢ ÷ ÷= = =ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷çç +è øè ø
å å å  ( , ).x Î -¥ +¥  

 4.46. Doka`i deka Rimanovata funkcija 
1

1
( )

x
n

x
n

¥

=

= åz  e beskone~no 

diferencijabilna na intervalot (1, ).+¥  

 Re{enie. Funkciite 
1

( ) ,
n x
f x

n
=  (1, ),x Î +¥  n Î   imaat izvodi od  

proizvolniot red 
0

p Î   koi se dadeni so ( ) ln
( ) ( 1) .

p
p p
n x

n
f x

n
= -  
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Vrz osnova na neravenstvoto 

0

ln ln
,

p p

x x

n n

n n
£

0 0
1,x x p³ > Î  , 

i konvergencijata na brojniot red  
0

1

ln
,

p

x
n

n

n

¥

=
å  

0
1,x >

0
p Î  , zaradi 

Vaer{trasoviot kriterium, sleduva ramnomerna konvergencija na funkcio-

nalniot red 
1

ln
,

p

x
n

n

n

¥

=
å   

0
[ , ),x +¥  

0
1,x >  

0
p Î  . 

Bidej}i funkciite ,
n
f n Î   se neprekinati, od ramnomernata konvergencija na 

pogorniot red sleduva deka funkciite koi gi pretstavuvaat izvodite  od red p  na  

funkcijata z  dadeni so 

( )

1

ln
( ) ( 1) ,

p
p p

x
n

n
x

n

¥

=

= - åz
0

p Î  , 

se neprekinati na sekoj od intervalite 
0

[ , ),x +¥  
0

1,x >  a spored toa i na 

intervalot (1, ).+¥  

4.47. Дoka`i deka teta funkcijata dadena so 
2

( ) n x

n

x e
¥

-

=-¥

= å pq  e definirana i 

beskone~no diferencijabilna na intervalot (0, ).+¥  

 Re{enie. Od neravenstvoto  
2

,n x nxe ep p- -£  (0, )x Î +¥  
sleduva deka dadeniot red konvergira za sekoј fiksен (0, ).x Î +¥  Spored toa, 

teta funkcijata e definirana na intervalot (0, ).¥  

Izvodite na funkcijata 
2n xe-p  od  red k Î    se od oblikot 

22( 1) .k k k n xn e-- pp  Od 

neravenstvoto 
2 22 2 ,k n x k n an e n e- -£p p [ , ),x aÎ +¥ 0,a > k Î  , i konvergencijata na 

redot 
22 ,k n a

n

n e
¥

-

=-¥
å p  k Î   sleduva deka redot 

22k n x

n

n e
¥

-

=-¥
å p  ramnomerno konvergira 

na intervalot [ , ),a +¥ 0.a >  Spored toa, teta funkcijata ima izvod od 

proizvolen red k Î   za [ , ),x aÎ +¥  0,a >  odnosno q  e beskone~no 

diferencijabilna funkcija na intervalot (0, ).+¥  
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4.3. Stepenski redovi 

 

 Funkcionalen red od oblik 
0

0

( ) ,n
n

n

a x x
¥

=

-å  kade {to ( )na  e niza realni broevi 

i 
0
x  realen broj se narekuva stepenski red po 

0
x x-  so koeficienti ,

n
a  n Î  .  

 Za sekoj stepenski red postoi realen broj 0R >  taka {to redot apsolutno 

konvergira za sekoj x  {to go zadovoluva neravenstvoto 
0

| | ,x x R- <  a divergira 

za sekoj x  {to go zadovoluva neravenstvoto 
0

| | .x x R- >  

Radiusot na konvergencija R  na stepenskiot red 
0

0

( )n
n

n

a x x
¥

=

-å se opredeluva 

po formulata na Ko{i-Adamar 
1

lim sup | |n
n

n
a

R ¥
=  ili po formulata na Dalamber 

1

lim .n

n
n

a
R

a¥
+

=  

1. (Teorema na Abel) Ako stepenskiot red 
0

0

( )n
n

n

a x x
¥

=

-å  ima radius na 

konvergencija R  i ako konvergira vo to~kata 
0

,x x R= +  toga{ toj ramnomerno 

konvergira na intervalot 
0 0

[ , ]x x R+  i pritoa va`i  

0
0( ) 0

0 0

lim ( ) .n n
n nx x R

n n

a x x a R
¥ ¥

 + -
= =

- =å å  

Neka funkcijata f  definirana na intervalot 
0 0

( , ),x r x r- +  0,r >  i neka gi 

ima site izvodi vo to~kata 
0.
x  Stepenskiot red od oblik 

( )
0

0
0

( )
( )

!

n
n

n

f x
x x

n

¥

=

-å  se 

narekuva Tajlorov red na funkcijata f  vo to~kata 
0
.x  

 Specijalno, ako 
0

0,x =  Tajloroviot red se narekuva Maklorenov red.  

 Realnata funkcija f  se narekuva analiti~ka na intervalot   
0 0

( , ),x r x r- +  

ako e ednakva na sumata na svojot Tajlorov red na  toj interval.  

 Vo prodol`enie }e dademe nekolku primeri na analiti~ki funkcii vo 

okolina na to~kata 
0

0,x =  nivnite Maklorenovi redovi i soodvetniot radius na 

konvergencija .R  
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0

,
!

n
x

n

x
e

n

¥

=

= å  x Î  , R = +¥  

2 1

0

( 1)
sin ,

(2 1)!

n
n

n

x x
n

¥
+

=

-
=

+å  x Î    

2

0

( 1)
cos ,

(2 )!

n
n

n

x x
n

¥

=

-
= å  x Î    

1

1

( 1)
ln(1 ) ,

n
n

n

x x
n

-¥

=

-
+ = å  1 1,x- < £  1R =  

1

ln(1 ) ,
n

n

x
x

n

¥

=

- = -å  1 1,x- £ <  1R =  

0

(1 ) ,m n

n

m
x x

n

¥

=

æ ö÷ç ÷ç+ = ÷ç ÷ç ÷çè ø
å  | | 1,x <  1R =   

  и притоа 
( ) ( )1 ( 1)

!

m m m nm

n n

æ ö ⋅ - - -÷ç ÷ç =÷ç ÷ç ÷çè ø


 каде m Î  . 

Specijalno, za 1,m = -  i x-  namesto x  imame 
0

1
,

1
n

n

x
x

¥

=

=
- å  | | 1,x <  1.R =  

  

 4.48.  Najdi gi intervalite na konvergencija na slednive stepenski redovi: 

       a) 3

1

;n

n

n x
¥

=
å         b) 

1

1
;n

n

x
n

¥

=
å               v) 

2
1

1
;

( !)
n

n

x
n

¥

=
å  

       g) 
2

1

( !)
;

(2 )!
n

n

n
x

n

¥

=
å        d) 

1

(3 ( 2) )
;

n n
n

n

x
n

¥

=

+ -å     |) 
1

!
.

3
n

n
n

n
x

¥

=
å  

 Re{enie. a) So primena na formulata na Dalamber za radiusot na konverge-

ncija dobivame  

3

3
1

( 1)
lim lim 1.n

n n
n

a n
R

a n¥ ¥
+

+
= = =  

Spored toa, dadeniot stepenski red apsolutno konvergira na intervalot ( 1,1).-   

 Za 1x =  i 1x = -  se dobivaat brojnite redovi 3

1n

n
¥

=
å  i  3

1

( 1) ,n

n

n
¥

=

-å  soodvetno, 

~ii op{ti ~lenovi ne te`at kon nula, pa spored toa redovite divergiraat.  

Spored Abelovata teorema dadeniot stepenski red ramnomerno konvergira 

na sekoj zatvoren interval koj {to se sodr`i vo intervalot ( 1,1).-  



IV. Funkcionalni redovi  

 275

 b) So primena na formulata na Ko{i-Adamar za radiusot na konvergencija 

na dadeniot red dobivame 
1 1

lim sup 1,n

nR n¥
= =  od kade {to sleduva deka dadeniot 

stepenski red apsolutno konvergira na intervalot ( 1,1).-  

 Za 1x =  se dobiva harmoniskiot red 
1

1

n n

¥

=
å  koj {to divergira, a za 1x =-  se 

dobiva  redot  
1

( 1)n

n n

¥

=

-å  koj e uslovno konvergenten.  

 Spored toa, dadeniot stepenski red konvergira na intervalot [ 1,1).-  Vrz 

osnova na Abelovata teorema razgleduvaniot red ramnomerno konvergira na sekoj 

zatvoren interval koj {to e sodr`an vo intervalot [ 1,1).-  

 v) Za radiusot na konvergencija na dadeniot stepenski red imame  

( )

2
2

1
2

1

( !)
lim lim lim( 1)

1

( 1)!

n

n n n
n

a n
R n

a

n

¥ ¥ ¥
+

= = = + = +¥

+

 

od kade {to sleduva deka redot apsolutno konvergira na mno`estvoto realni 

broevi. Spored Abelovata teorema dadeniot red ramnomerno konvergira na 

mno`estvoto realni broevi.  

 g) Spored Dalamberovata formula za radiusot na konvergencija na 

stepenskiot red imame  

2

2 2
1

( !) (2 2)! (2 1)(2 2)
lim lim lim 4

(2 )!(( 1)!) ( 1)
n

n n n
n

a n n n n
R

a n n n¥ ¥ ¥
+

+ + +
= = = =

+ +
 

od kade {to sleduva deka dadeniot stepenski red apsolutno konvergira na 

intervalot ( 4,4).-   

Za 4x =  se dobiva brojniot red 
1

,
n

n

b
¥

=
å  kade {to 

2( !) 4
,

(2 )!

n

n

n
b

n
=  koj e 

divergenten bidej}i op{tiot ~len ne te`i kon nula, {to mo`e da se zaklu~i od 

relaciite  

2 1
1

( !)4
(2 )! 1 2

1 1.
2 2 ( 1)(( 1)!) 4

(2 2)!

n

n
n

n

n
b n

b n n nn
n

+
+

= = - + <
++

+

 



4.3. Stepenski redovi  

 276

 Za 4x =  se dobiva brojniot red 
2

1

( !) 4
( 1) ,

(2 )!

n
n

n

n

n

¥

=

-å  i  toj  divergira.  

 Spored toa, razgleduvaniot red zaradi Abelovata teorema konvergira 

ramnomerno na sekoj zatvoren interval {to se sodr`i vo intervalot ( 4,4).-  

 d) So primena na formulata na Ko{i-Adamar za radiusot na konvergencija 

na dadeniot stepenski red se dobiva  

2
3 ( 2)1 9 4

lim sup lim 3
2

n n k k
n k

nnR n k¥¥

+ - +
= = =  

od kade {to mo`e da se zaklu~i deka stepenskiot red apsolutno konvergira na 

intervalot 
1 1
, .

3 3
x

æ ö÷ç ÷Î -ç ÷ç ÷çè ø
  

 Za 
1

3
x = -  dobivame uslovno konvergenten broen red, bidej}i toj mo`e da se 

zapi{e kako zbir na uslovno i  apsolutno konvergenten red 

1 1 1

3 ( 2) ( 1)1 1 2
.

3 3

n nn n n

n n nn n n

¥ ¥ ¥

= = =

æ ö æ ö+ - -÷ ÷ç ç÷ ÷- = +ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
å å å  

 Za 
1

3
x =  dobivame divergenten red 

1

3 ( 2) 1
,

3

nn n

n n

¥

=

æ ö+ - ÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
å  {to mo`e da se 

zaklu~i od relaciite  

2
1

33 ( 2) 1
.

43

n

n n

n n nn

æ ö÷ç ÷+ -ç ÷ç ÷ç+ - è ø
= >

⋅
 

 Zna~i, intervalot na konvergencija na dadeniot stepenski red e 
1 1
, .

3 3

é ö÷ê ÷- ÷ê ÷øë
 

Redot ramnomerno konvergira na sekoj zatvoren segment {to se sodr`i vo 

intervalot 
1 1
, .

3 3

é ö÷ê ÷- ÷ê ÷øë
 

 |) Dadeniot stepenski red konvergira samo vo to~kata 0x =  bidej}i  za 

radiusot  na konvergencija R  imame: 

1
1

!
33lim lim lim 0.

( 1)! 1

3

n
n

n n n
n

n

n
a

R
a n n¥ ¥ ¥

+
+

= = = =
+ +

 
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 4.49. Najdi gi  intervalite na konvergencija na sledniva stepenski redovi: 

      a) 
1

1
( 1) ;n

n

x
n n

¥

=

-å            b) 
1

sin( 1 )( 1) ;n

n

n n x
¥

=

+ - +å                                 

      v) 
2

1

2 1
( 1) ;

3 2
n

n

n
x

n

¥

=

+
-

+
å                  g) 

2

1

1
1 ;

n

n

n

x
n

¥

=

æ ö÷ç ÷+ç ÷ç ÷çè ø
å    

      d) ( )
1

(3 ( 1) )
1 ;

n n
n

n

x
n

¥

=

+ -
-å   |) 

2

2
1

1
arctg .

33 3

n n

n

n
x

n

-
¥

=

æ ö æ ö+ ÷ ÷ç ç÷ ÷ç -ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç÷ç è øè ø+
å p

 

 Re{enie. a) Od  

1

1

lim lim 1,
1

( 1) 1

n

n n
n

a n nR
a

n n

¥ ¥
+

= = =

+ +

 

sleduva deka dadeniot red apsolutno konvergira za 1 1,x - < odnosno za 0 2.x< <  

 Za 0x =  i  2x =  gi dobivame brojnite redovi 
1

( 1)n

n n n

¥

=

-å  i 
1

1
,

n n n

¥

=
å  soodvetno 

koi {to apsolutno konvergiraat. Zna~i,  dadeniot red ramnomerno konvergira na 

intervalot [0, 2].-  

 b) Koristej}i go ravenstvoto  

1
sin( 1 ) sin

1
n n

n n

æ ö÷ç ÷ç+ - = ÷ç ÷ç ÷çè ø+ +
 

za radiusot na konvergencija na dadeniot stepenski red dobivame  

1

1
sin

1 21
lim lim lim 1

1 1
sin

1 2

n

n n n
n

a n nn n
R

a n n

n n

¥ ¥ ¥
+

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷è ø + + ++ +
= = = =

æ ö + +÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷è ø+ + +

 

sleduva deka dadeniot red apsolutno konvergira za 1 1,x + <  t.e. za 2 0.x- < <  

 Za 2x = -  go dobivame redot 

1

1
( 1) sin

1

n

n n n

¥

=

æ ö÷ç ÷ç- ÷ç ÷ç ÷çè ø+ +
å  

koj e uslovno konvergenten bidej}i op{tiot ~len monotono konvregira kon nula.  
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Za 0x =  go dobivame redot 
1

1
sin

1n n n

¥

=

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø+ +
å  koj {to divergira, {to 

sleduva od  

1
sin

1
lim 1

1

1

n

n n

n n

¥

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ÷è ø+ +
=

+ +

 

 i divergencijata na 
1

1

1n n n

¥

= + +
å . 

Spored toa, intervalot na konvergencija na dadeniot stepenski red e [ 2, 0).-  

Redot ramnomerno konvergira na sekoj zatvoren interval {to se sodr`i vo 

intervalot [ 2, 0).-  

 v) Zaradi formulata na Dalamber za radiusot na konvergencija na 

stepenskiot red dobivame  

2

2

2 1

3 2lim 1
2 3

3 6 5

n

n

nR
n

n n

¥

+
+= =
+

+ +

 

od kade {to sleduva deka redot apsolutno konvergira za 1 1,x - <  odnosno na 

intervalot (0,2).   

Za 2x =  se dobiva redot 
2

1

2 1

3 2n

n

n

¥

=

+

+
å  koj {to divergira.  

Za 0x =  se dobiva redot  
2

1

2 1
( 1)

3 2
n

n

n

n

¥

=

+
-

+
å  koj {to spored Lajbnicoviot 

kriterium konvergira.  

Zna~i, intervalot na konvergencija na razgleduvaniot red e  [0,2). Redot 

ramnomerno konvergira na sekoj zatvoren interval {to se sodr`i vo intervalot 

[0,2). 

 g) Zaradi 

2

1 1 1
lim sup lim sup 1 1

n n

nn
n

n n
a e

R n n¥ ¥

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷= = + = + =ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
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dobivame deka stepenskiot red apsolutno konvergira za 
1

| | ,x
e

<  t.e. intervalot 

na apsolutnata konvergencija e  
1 1
, .
e e

æ ö÷ç ÷-ç ÷ç ÷çè ø
  

Za 
1

x
e

=  go dobivame brojniot red  

2

1

1 1
1

n

n
n n e

¥

=

æ ö÷ç ÷+ç ÷ç ÷çè ø
å  koj {to divergira bidej}i 

negoviot op{t ~len ne te`i kon nula. Navistina  

2
2 1

ln 11 1 1
lim 1 lim .

n
n n

n

nn n
e

n e e

æ ö÷ç ÷ç- + + ÷ç ÷÷çè ø

¥ ¥

æ ö÷ç ÷+ = =ç ÷ç ÷çè ø
 

Za 
1

x
e

= -  go dobivame brojniot red  

2

1

1 1
( 1) 1

n

n

n
n n e

¥

=

æ ö÷ç ÷- +ç ÷ç ÷çè ø
å  koj {to divergira 

od isti pri~ini.  

 d) Spored formulata na Ko{i-Adamar imame  

2 2

2
(3 ( 1) ) (3 ( 1) )1

lim sup lim 4
2

n n k k

n k

knR n k¥¥

+ - + -
= = =  

od kade {to sleduva deka radiusot na konvergencija e 
1
,

4
R =  t.e. dadeniot red 

apsolutno konvergira za 
3 5
, .

4 4
x

æ ö÷ç ÷Î ç ÷ç ÷çè ø
 

 Za 
5

4
x =  dobivame divergenten broen red 

1

(3 ( 1) ) 1

4

nn n

n n

¥

=

æ ö+ - ÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
å  bidej}i za 

parcijalnata suma 
2n
S  va`i 

2 3 2 1
1

1 1 1 1 1 1 1 1
...

2 2 4 2 23 2 2 (2 1)

n

n n
k

S
n kn-

=

= + + + + + + ³
⋅ -

å  

od kade {to sleduva deka 
2

lim .
nn
S

¥
= +¥   

 Sli~no, za 
3

4
x =  dobivame divergenten red  

1

(3 ( 1) )
( 1) ,

4

n n
n

n
n n

¥

=

+ -
-å  ~ija {to 

parcijalna suma 
2n
S  mo`e da se zapi{e kako 

2 3 2 1 2 1
1 1

1 1 1 1 1 1 1 1
...

2 2 4 2 23 2 2 (2 1) 2 (2 1)

n n

n n k
k k

S
n kn k- -

= =

= - + - + - - + = -
⋅ - -

å å  

od kade {to sleduva deka 
2

lim .
nn
S

¥
= +¥  
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 |) Od ravenstvoto  

2 2

2 2

1 1 3
lim sup arctg lim arctg arctg

3 63 3 3 3

n

n
nn

n n

n n¥¥

æ ö+ +÷ç ÷ç = = =÷ç ÷÷çè ø+ +

p
 

sleduva deka radiusot na konvergencija e .
6

R =
p

 Zna~i, dadeniot red apsolutno 

konvergira na intervalot , .
6 2

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø

p p
 Za 

6
x =

p
 i 

2
x =

p
 gi dobivame brojnite redovi 

2

2
1

1
( 1) arctg

63 3

n n

n

n

n

n

-
¥

=

æ ö æ ö+ ÷ ÷ç ç÷ ÷ç- ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç÷ç è øè ø+
å p

 i  
2

2
1

1
arctg

63 3

n n

n

n

n

-
¥

=

æ ö æ ö+ ÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç÷ç è øè ø+
å p

 

soodvetno. Dobienite brojni redovi divergiraat bidej}i od  

2 2

2 2

1
arctg arctg

63 3 3

n n

n n

+
< =

+

p
 

sleduva deka  

2

2

( / 6)1
arctg 1.

6 ( / 6)3 3

n n n

n

n

n

-æ ö æ ö+ ÷ ÷ç ç÷ ÷ç > =ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç÷ç è øè ø+

pp
p

 

 4.50. Najdi gi intervalite na konvergencija za stepenskit redovi: 

                     a) 
2

1

2
( 1) ;

1

n
n

n

x
n

-¥

=

-
+

å                   b)
1

( 1)
;

n
n

n

x
n

é ùê ú¥ ë û

=

-å               g) 
1

.
sin 2

n

n

x

n

¥

=

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷çè ø
å

 Re{enie.  a) Vrz osnova na formulata na Ko{i-Adamar imame    

1/

22 2

1 2 2
lim sup lim 1

1 1

n n

n
n n nR n n

- -

¥ ¥
= = =

+ +
 

od kade {to sleduva deka radiusot na konvergencija e 1.R =  Spored toa,  

dadeniot red konvergira za | 1 | 1,x - <  t.e. za 0 2.x< <  

 Za 0x =  se dobiva brojniot red 
2

1

( 1)

2 1

n

n
n n

¥

=

-

+
å  koj {to apsolutno konvergira 

bidej}i 

2

( 1) 1
.

2 1

n

n n nn

-
<

+
 

Za 2x =  se dobiva brojniot red 
2

1

1

2 1n
n n

¥

= +
å  koj {to isto taka apsolutno 

konvergira. 
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 b) Vrz osnova na formulata na Ko{i-Adamar nao|ame  

( 1)1 1
lim sup lim 1

n

n
nn nR n n

é ùê úë û

¥ ¥

-
= = =  

od kade {to sleduva deka daдeniot red apsolutno konvergira za | | 1,x <  odnosno za 

1 1.x- < <   

 Za 1x = -  go imame brojniot red 

2
1 4,9,16,.. 1

( 1) ( 1) 1
( 1) .

n n n
n

n n nn n n

é ù é ùê ú ê ú+¥ ¥ ¥ë û ë û

= ¹ =

- -
- = +å å å  

Prviot red konvergira uslovno, a vtoriot konvergira apsolutno, od kade {to 

sleduva deka razgleduvaniot red konvergira uslovno. 

Za 1x =  go dobivame brojniot red 
1

( 1) n

n n

é ùê ú¥ ë û

=

-å  koj konvergira uslovno.  

 v) Vrz osnova na formulata za presmetuvawe na radius na konvergencija 

nao|ame deka  

1 1
lim sup

sin2

n

n

nR n¥
= = +¥  

od kade {to sleduva deka radiusot na konvergencijata na dadeniot red  0.R =  

Ottuka zaklu~uvame deka redot konvergira samo za 0.x =  

 4.51.  Da se odredat intervalite na konvergencija za redovite: 

                     a) 
2

1

;
2n n

n

n

x

¥

=
å                                     b)

2
1

( 1)
ln ;

2 2

n
n

n

x
n n

¥

=

-

+ +
å   

                   v) 
1

2
arcsin ;

( 1)

n
n

n
n

x
n

¥

= +
å

p
                  g) 

2
1

1
.

11

n

n

n x

xn

¥

=

æ ö- ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç ++ è ø
å  

 Re{enie. a) Stavaj}i 
2

1
t
x

=  go dobivame redot  
1

.
2

n

n
n

n
t

¥

=
å  Od  

1

2lim 2
1

2

n

n

n

n

n¥

+

=
+

 

sleduva deka redot apsolutno konvergira za 
2

1
0 2,
x

< <  odnosno za 
1

| | .
2

x >   
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 Za 
1

2
x =  i 

1

2
x = -  go dobivame divergenten broen red 

1

.
n

n
¥

=
å   

b) Dadeniot red e stepenski red po ln .t x=  Od  

2

1

2

( 1)

2 2lim 1
( 1)

( 1) 2( 1) 3

n

nn

n n

n n

+¥

-
+ + =
-

+ + + +

 

sleduva deka dadeniot red apsolutno konvergira za | ln | 1,x <  odnosno za  

1 .e x e- < <  

Za x e=  i 1x e-=  dobivame apsolutno konvergentni brojni redovi  

2
1

( 1)

2 2

n

n n n

¥

=

-

+ +
å   i  

2
1

1

2 2n n n

¥

= + +
å . 

 v) Vo ovoj slu~aj imame stepenski red po arcsin .t x=  Od  

1 2 2
lim sup

( 1)

n

n
n

nR n¥
= =

+ pp
 

 sleduva deka dadeniot red konvergira za | arcsin | ,
2

x <
p

 odnosno za 1 1.x- < <  

 Za 1x =   i 1x =-  gi dobivame brojnite redovi  

1

1

1n n

¥

= +å  i  
1

( 1)

1

n

n n

¥

=

-
+å  

 soodvetno, od koi prviot divergira, a vtoriot uslovno konvergira.  

 |) Ova e stepenski red po 
1
.

1

x

x

-
+

 Od 

2

2

1lim 1
1

( 1) 1

n

n

n
n

n

¥

+ =
+

+ +

 

sleduva deka redot apsolutno konvergira za 
1

1,
1

x

x

-
<

+
 odnosno za 0.x >   

 Za 0x =  go dobivame uslovno konvergentniot red 
2

1

( 1) .
1

n

n

n

n

¥

=

-
+

å  

4.52. Najdi gi Maklorenovite redovi za slednive funkcii: 

                    a) 2 1( ) ;xf x e +=                                 b) 
1

( ) ;
1

f x
x

=
-
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                    v) ( ) sin 2 ;
3

f x x
æ ö÷ç ÷= +ç ÷ç ÷çè ø

p
                    g) ( ) ln( );f x x e= +  

a potoa odredi go radiusot na konvergencija za sekoj od dobienite redovi. 

 Re{enie. a) Od ravenstvoto 2 1 2x xe e e+ = ⋅   imaj}i go vo vid razvojot  

0

,
!

n
x

n

x
e

n

¥

=

= å  x Î  , R = +¥  dobivame deka 2 1

0

2
,

!

n
x n

n

e e x
n

¥
+

=

= å  x Î  .  

Radiusot na konvergencija na dobieniot red e .R = +¥  

 b) Zaradi ravenstvoto  1/21
(1 ( ))

1
x

x

-= + -
-

   i razvojot  

1

(1 ) ,m n

n

m
x x

n

¥

=

æ ö÷ç ÷ç+ = ÷ç ÷ç ÷çè ø
å  | | 1,x <  1R =  

dobivame deka  

0

1 / 21
( 1) ,

1

n n

n

x
nx

¥

=

æ ö- ÷ç ÷ç= - ÷ç ÷ç ÷ç- è ø
å | | 1.x <  

 Bidej}i    

1 1 1
1 ( 1)

1/ 2 2 2 2 (2 1)!!
( 1) ,

! 2 !
n

n

n
n

n n n

æ ö æ ö æ ö÷ ÷ ÷ç ç ç÷ ÷ ÷- ⋅ - - - - -ç ç ç÷ ÷ ÷æ ö ç ç ç÷ ÷ ÷ç ç ç- è ø è ø è ø -÷ç ÷ç = = -÷ç ÷ç ÷çè ø


  n Î   

dobivame deka 
1

(2 1)!!1
1 ,

2 !1

n

n
n

n
x

nx

¥

=

-
= +

-
å  | | 1.x <  

 Radiusot na konvergencija na dobieniot red e 1.R =   

 v) Vrz osnova na  

( )( ) 2 sin 2
3 2

n nf x x n
æ ö÷ç ÷= + +ç ÷ç ÷çè ø

p p
 i ( )(0) 2 sin (2 3 ) ,

6
n nf n

æ ö÷ç ÷= +ç ÷ç ÷çè ø

p  n Î  , 

dobivame deka 
0

2
sin 2 sin (2 3 ) ,

3 ! 6

n
n

n

x n x
n

¥

=

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷+ = +ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
åp p

x Î  .   

 Radiusot na konvergencija na dobieniot red e .R = +¥  

 g) Imaj}i go vo vid ravenstvoto  ln( ) 1 ln(1 / )x e x e+ = + +  i razvojot  
1

1

( 1)
ln(1 ) ,

n
n

n

x x
n

-¥

=

-
+ = å  1 1,x- < £  1R =  

 dobivame deka  
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1

1

( 1)
ln( ) 1 ,

n
n

n
n

x e x
ne

-¥

=

-
+ = +å | | .x e<  

 Radiusot na konvergencija na dobieniot red e .R e=  

 4.53. Najdi gi Maklorenovite redovi za slednive funkcii: 

                    a) 
2 2

1
( ) ,f x

a x
=

+
0;a >                  b) 2 2( ) ,f x a x= +  0;a >   

                    v) 
2 2

( ) ;a xf x e -=                                  g) 
2

( ) sin .
2

x
f x

æ ö÷ç ÷ç= ÷ç ÷÷çè ø
 

 Re{enie. a) Koristej}i go ravenstvoto   

2 2 2 2 2

1 1 1
,

1 /a x a x a
= ⋅

+ +
 

ako vo razvojot 
0

1
,

1
n

n

x
x

¥

=

=
- å  | | 1,x <  1R =  namesto x  stavime 

2

2

x

a
-  dobivame   

2

2 2 2 2
0

( 1)1 1
,

n
n

n
n

x
a x a a

¥

=

-
=

+
å | | .x a<  

Radiusot na konvergencija na dobieniot red e .R a=   

Specijalno za 1a =  imame 

2

2
0

1
( 1) ,

1
n n

n

x
x

¥

=

= -
+

å  | | 1.x <  

 b) Vrz osnova na formulata  

1

(1 ) ,m n

n

m
x x

n

¥

=

æ ö÷ç ÷ç+ = ÷ç ÷ç ÷çè ø
å  | | 1,x <  1R =  

imame 
0

1 / 2
1 ,n

n

x x
n

¥

=

æ ö÷ç ÷ç+ = ÷ç ÷ç ÷çè ø
å  | | 1.x <   

Imaj}i vo vid deka  

 
1/ 2 (1/ 2) (1 / 2 1) (1/ 2 ( 1))

!

n
n n

æ ö ⋅ - - -÷ç ÷ç = =÷ç ÷ç ÷çè ø

  

 1(1 / 2) ( 1 / 2) ( 3 / 2) ( (2 3) / 2) (2 3)!!
( 1)

! 2 !
n

n

n n

n n
-⋅ - ⋅ - - - -

= = -


 

kade {to (2 3)!! 1 3 5 (2 3), 2n n n- = ⋅ ⋅ - ³   

dobivame deka 
1

2

( 1) (2 3)!!
1 1 ,

2 2 !

n
n

n
n

nx
x x

n

-¥

=

- -
+ = + +å  | | 1.x <  

Radiusot na konvergencija na posledniot red e 1.R =  
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 Za funkcijata f  va`i 2 2 2 21 / .a x a x a+ = +  Ako vo razvojot  

1

2

( 1) (2 3)!!
1 1 ,

2 2 !

n
n

n
n

nx
x x

n

-¥

=

- -
+ = + +å  | | 1x <  

namesto x  zamenime 
2

2

x

a
 dobivame  

12 2 2
2 2

2 2 2
2

( 1) (2 3)!!
1 1

2 2 !

n
n

n
n

nx x x
a x a a

a a n a

-¥

=

æ öæ ö ÷ç - - ÷÷çç ÷÷ç+ = + = + +ç ÷÷çç ÷÷÷çç ÷è ø ÷çè ø
å  

12
2

2 1
2

( 1) (2 3)!!
 ,

2 2 !

n
n

n n
n

nx
a x

a n a

-¥

-
=

- -
= + +å  | | .x a<  

 Radiusot na konvergencija na dobieniot red e .R a=  

 v) Koristej}i go ravenstvoto  
2 2 2 2

,a x a xe e e- -= ⋅  kako i razvojot  

0

,
!

n
x

n

x
e

n

¥

=

= å  x Î  , R = +¥  dobivame deka   

2 2 2 2

0

( 1)
,

!

n
a x a n

n

e e x
n

¥
-

=

-
= å x Î  . 

 Radiusot na konvergencija e .R = +¥   

 g) Vrz osnova na razvojot 2 1

0

( 1)
sin ,

(2 1)!

n
n

n

x x
n

¥
+

=

-
=

+å  x Î  , mo`eme da 

zapi{eme 

2 2 12
4 2

2 1
0 0

( / 2) ( 1)
sin ( 1) ,

2 (2 1)! 2 (2 1)!

n n
n n

n
n n

xx
x

n n

+¥ ¥
+

+
= =

æ ö -÷ç ÷ç = - =÷ç ÷÷ç + +è ø
å å   x Î  . 

 Radiusot  na konvergencija e .R = +¥  

 4.54. Najdi gi Maklorenovite redovi za slednite funkcii: 

                    a) 2 3( ) ( 5) ;xf x x e= +   b) 
2

2

( 3 )
( ) ;

x

x

x e
f x

e

+
=       v) ( ) ( 2) 1 ;f x x x= + -  

                    g) 
2 3

( ) ln ;
3 2

x
f x

x

-
=

+
   d) ( ) ;f x shx=               |) ( )f x chx=  

i opredeli gi radiusite na konvergencija na taka dobienite redovi. 

 Re{enie. a) Zaradi ravenstvoto  2 3 2 3 3( 5) 5 ,x x xx e x e e+ = + x Î   dobivame 

2
2

0 2 2 0

3 3 3 3
( ) 5 5 5 15

! ! ( 2)! !

n n n n n n n n

n n n n

x x x x
f x x x

n n n n

-¥ ¥ ¥ ¥

= = = =

= + = + + + =
-å å å å   
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2 2

2 2

3 3 3
 5 15 5 5 15 ( ( 1) 5 9)

( 2)! ! !

n n n
n n

n n

x x x n n x
n n n

- -¥ ¥

= =

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç= + + + = + + - + ⋅÷ ÷ç ç÷ ÷÷ ÷ç ç-è ø è ø
å å  

 Radiusot na konvergencija e .R = +¥  

 b) Vo ovoj slu~aj za x Î   imame 

2 2 2

0 0

( 2 ) ( )
( ) 3 3

! !

n n
x x

n n

x x
f x x e e x

n n

¥ ¥
- -

= =

æ ö- -÷ç ÷ç= + = + =÷ç ÷÷çè ø
å å  

         
2

2

2 2 2

( 2) ( 1) ( 1)
3 3 3 3 3 (3 ( 1)2 ) .

( 2)! ! !

n n n n n n
n

n n n

x x x
x x n n

n n n

-¥ ¥ ¥
-

= = =

- - -
= + - + = - + + -

-å å å  

 Radiusot na konvergencija e .R = +¥  

v) Od relacijata  

1

2

( 1) (2 3)!!
1 1 ,

2 2 !

n
n

n
n

nx
x x

n

-¥

=

- -
+ = + +å  | | 1.x <  

 dobivame 

2

(2 3)!!
1 1 ,

2 2 !
n

n
n

nx
x x

n

¥

=

-
- = - -å | | 1.x <  

 Spored toa  

2 2

1
3 3

(2 5)!! (2 3)!!
( 2) 1 2 2

2 42 ( 1)! 2 !
n n

n n
n n

n nx x
x x x x x x

n n

¥ ¥

-
= =

- -
+ - = - - + - - - =

-
å å  

                               
2

3

(2 5)!!( 1)3
2 6 ,

4 2 !
n

n
n

n nx
x

n

¥

=

- -
= - - å | | 1.x <  

 Radiusot na konvergencija e 1.R =  

 g) Zaradi 

2 3 3 2
ln ln2 ln 3 ln 1 ln 1 ,

3 2 2 3

x x x

x

æ ö æ ö- ÷ ÷ç ç÷ ÷= - + - - +ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç+ è ø è ø
 

od relaciite  

1

1

( 1)
ln(1 ) ,

n
n

n

x x
n

-¥

=

-
+ = å 1 1,x- < £ 1R =  

i  

1

ln(1 ) ,
n

n

x
x

n

¥

=

- = -å 1 1,x- £ < 1R =  

za 
2

| |
3

x <  mo`e da zapi{eme  
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1 1 1

( 2) (( 4) 9 )3
( ) ln2 ln 3 ln2 ln 3 .

2 3 6

n n n nn n
n

n n n
n n n

xx
f x x

n n n

¥ ¥ ¥

= = =

- - -
= - - + = - +å å å  

 Radiusot na konvergencija e 
2

.
3

R =  

 d) Bidej}i ,
2

x xe e
shx

--
= x Î  ,  od razvojot  

0

,
!

n
x

n

x
e

n

¥

=

= å  x Î  , R = +¥  

 sleduva deka  

2 1

0 0 0

( 1)1
,

2 ! ! (2 1)!

n nn n

n n n

xx x
shx

n n n

+¥ ¥ ¥

= = =

æ ö- ÷ç ÷ç= - =÷ç ÷÷ç +è ø
å å å  x Î  . 

 Radiusot  na konvergencijata e .R = +¥  

 |) Od ravenstvoto ,
2

x xe e
chx

-+
= x Î   i relacijata  

0

,
!

n
x

n

x
e

n

¥

=

= å  x Î  , R = +¥  

imame deka  

2

0 0 0

( 1)1
,

2 ! ! (2 )!

n nn n

n n n

xx x
chx

n n n

¥ ¥ ¥

= = =

æ ö- ÷ç ÷ç= + =÷ç ÷÷çè ø
å å å  x Î  . 

 Radiusot na konvergencija e .R = +¥ 

 4.55.  Najdi gi Maklorenovite redovi za slednite funkcii: 

                      a) 
2 6

( ) ;
( 1)( 5)

x
f x

x x

-
=

- -
                             b) 

2

3 2

7 3
( ) ;

2 3 18 27

x x
f x

x x x

- + +
=

- + -
                

                      v) 
2

2

1 2
( ) ;

2

x
f x

x x

-
=

+ -
                                  g) 

2

3 2

2
( ) ;

1

x
f x

x x x

+
=

+ + +
                                  

                      d) 
4 3 2

1
( ) ;

1
f x

x x x x
=

+ + + +
              |) 

2

1
( ) .

1
f x

x x
=

+ +
 

 Re{enie. a) Dadenata racionalna funkcija mo`e da se napi{e kako zbir na 

elementarnite dropki 

2 6
.

( 1)( 5) 1 5

x A B

x x x x

-
= +

- - - -
 

Od relacijata 2 6 ( 5) ( 1),x A x B x- = - + -  dobivame deka e 1A =  i 1.B =  Spored 

toa, funkcijata f  mo`e da se zapi{e kako 
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1 1 1 1 1
( ) ,

1 5 1 5
1

5

f x
x x x x

= + = - - ⋅
- - -

-
1, 5.x x¹ ¹  

Vrz osnova na razvojot  

0

1
,

1
n

n

x
x

¥

=

=
- å  | | 1,x < 1R =  

 dobivame deka  

1 1
0 0 0

1
( ) 1 ,

5 5

n
n n

n n
n n n

x
f x x x

¥ ¥ ¥

+ +
= = =

æ ö÷ç ÷= - - = - +ç ÷ç ÷çè ø
å å å  | | 1.x <  

 Radiusot na konvergencija e 1.R =  

 b) Dadenata racionalna funkcija mo`e da se zapi{e kako zbir na 

elementarnite dropki  

2

3 2 2

7 3
( ) ,

2 32 3 18 27 9

x x A Bx C
f x

xx x x x

- + + +
= = +

-- + - +
 

3

2
x ¹  

od kade {to so izedna~uvawe na soodvetnite koeficienti dobivame 1, 1A B= = -  

i 2.C =  Ottuka e 

2 2

1 2 1 2
( ) .

2 3 9 2
3 1 9 1

3 9

x x
f x

x x x x

- + - +
= + = - +

æ ö æ ö- + ÷ ÷ç ç÷ ÷- +ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ÷çè ø è ø

 

Vrz osnova na razvojite  

0

1
,

1
n

n

x
x

¥

=

=
- å  | | 1,x < 1R =   i   2

2
0

1
( 1) ,

1
n n

n

x
x

¥

=

= -
+

å  | | 1.x <  

mo`eme da zapi{eme  

2

0 0

1 2 2
( ) ( 1) ,

3 3 9 3

n n

n n

n n

x x
f x x

¥ ¥

= =

æ ö æ ö- +÷ ÷ç ç÷ ÷= - + ⋅ -ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
å å 3

| |
2

x < . 

 Radiusot na konvergencija na dobieniot red e 
3
.

2
R =   

 v) Dadenata racionalna funkcija mo`e da ja pretstavime vo oblik 

2

2

1 2 7 1
2 ,

3(2 ) 3(1 )2

x

x xx x

- - -
= + +

- ++ -
x Î  \{2, 1}.-  

Ottuka dobivame deka 

1

1
0 0 1

( 1) 2 77 1 1
( ) 2 ( ) ,

6 3 22 3 2

n nn n
n n

n n
n n n

x
f x x x

+¥ ¥

+
= = =

- -
= - ⋅ - ⋅ - = +

⋅
å å å  | | 1.x <  
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 Radiusot  na konvergencija e 1.R =   

 g) Zaradi ravenstvoto  

2

3 2 2

2 1 1 3
( )

2 11 1

x x
f x

xx x x x

æ ö+ - ÷ç ÷= = +ç ÷ç ÷ç ++ + + +è ø
 

dobivame  

2 2 1

0 0 0

1
( ) ( 1) ( 1) 3 ( 1)

2
n n n n n n

n n n

f x x x x
¥ ¥ ¥

+

= = =

æ ö÷ç ÷= - - - + - =ç ÷ç ÷çè ø
å å å  

      
2 1 2 1

0 0

(3 ( 1) ) (( 1) 3)
 ,

2 2

n n n n

n n

x x+ +¥ ¥

= =

+ - - -
= +å å | | 1.x <  

 Radiusot na konvergencija e 1.R =  

 d) Zaradi  

4 3 2 4 3 2 5 5

1 1 1
( ) ,

1 ( 1)( 1) 1 1

x x
f x

x x x x x x x x x x x

-
= = = -

+ + + + - + + + + - -
  

sleduva deka  

5 5 1 5 6 10 11

0 0

( ) 1 ,n n

n n

f x x x x x x x x
¥ ¥

+

= =

= - = - + - + - +å å  | | 1.x <  

 Radiusot na konvergencija e 1.R =   

 |) Postapuvaj}i sli~no kako vo prethodniot slu~aj dobivame  

3 3 1 3 4 6 7

0 0

( ) 1n n

n n

f x x x x x x x x
¥ ¥

+

= =

= - = - + - + - +å å . 

 Radiusot na konvergencija e 1.R =  

 4.56.  Najdi gi Maklorenovite redovi za slednive funkcii: 

                    a) 3 2( ) ln( 1);f x x x x= + + +           b) 2 3( ) ln(6 11 6 );f x x x x= + + +  

                    v) 
2 3

3 1
( ) ln ;

27 27 9

x
f x

x x x

+
=

- + -
            g) 5 2 3( ) ln 6 2 3.f x x x x= - - +  

 Re{enie. a) Od ravenstvoto 3 2 2ln( 1) ln(1 ) ln(1 ),x x x x x+ + + = + + + 1x >-  

sleduva deka za | | 1x < imame  

1 1 2
1

1 1 1

( 1) ( 1) 1
( ) ( 1) 2 sin ( 1) .

2

n n n n
n n

n n n

x x
f x n x

n n n

- -¥ ¥ ¥
-

= = =

æ öæ ö- - ÷ç ÷ç ÷÷ç= + = - + -ç ÷÷ç ç ÷÷ç ÷ç è øè ø
å å å p

 

 Radiusot na konvergencija e 1.R =   

 b) Od ravenstvoto  

2 3ln(6 11 6 ) ln(3 ) ln(2 ) ln(1 ),x x x x x x+ + + = + + + + + 1,x >-  
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sleduva deka  

1 1 1

1 1 1

( 1) ( 1) ( 1)
( ) ln 6

3 2

n n n n n n

n n
n n n

x x x
f x

nn n

- - -¥ ¥ ¥

= = =

- - -
= + + + =å å å  

             
1

1

( 1)
ln 6 (2 3 6 ),

6

n n
n n n

n
n

x

n

-¥

=

-
= + + +å | | 1.x <  

 Radiusot na konvergencija e 1.R =  

 v) Dadenata funkcija e definirana za 
1

3.
3
x- < <  Bidej}i e 

3 2

3 1
ln ln(1 3 ) 3 ln(3 ),

9 27 27

x
x x

x x x

+
= + - -

- + - +
 

za 
1

| |
3

x <  imame 

1

1
1 1

( ) 3 ln 3 ( 1) 3
3

n n
n n

n
n n

x x
f x

n n

¥ ¥
+

-
= =

= - + - +å å . 

 Radiusot na konvergencija e 
1

.
3

R =  

 g) Za 3x <  imame  

5 2 3 2 21 1
ln 6 2 3 (ln(3 ) ln(1 2 )) ln 3 ln 1 ln(1 2 ) .

5 5 3

x
x x x x x x

æ öæ ö ÷ç ÷ç ÷÷ç- - + = - + + = + - + +ç ÷÷ç ç ÷÷ç ÷ç è øè ø
Ottuka sleduva deka  

2
1

1 1

1 2
( ) ln 3 ( 1)

5 3

n n n
n

n
n n

x x
f x

nn

¥ ¥
+

= =

æ ö÷ç ÷ç= - + - =÷ç ÷÷çè ø
å å  

             
1 22 1

2 1 2
1 1

(2( 1) 18 1)1 1 1
ln 3 ,

5 5 5(2 1)3 3 2

n n nn

n n
n n

xx

n n

++¥ ¥

+
= =

- -
= - +

+
å å 2

| | .
2

x <  

 Radiusot na konvergencija na dobieniot red e 
2

.
2

R =  

 4.57.  Pretstavi gi so stepenski red slednive funkcii: 

                     a) 2( ) sin ;f x x=   b) 3( ) sin ;f x x=     v) 4( ) sin ;f x x=      g)  5( ) sin ;f x x=  

                     d) 2( ) cos ;f x x=   |) 3( ) cos ;f x x=     e) 4( ) cos ;f x x=      `) 5( ) cos .f x x=  

 Re{enie. a) Od ravenstvoto  

2 1 cos(2 ) cos(2 )1
sin ,

2 2 2

x x
x

-
= = -  x Î  , 

 koristej}i go razvojot  
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2

0

cos ( 1) ,
(2 )!

n
n

n

x
x

n

¥

=

= -å  x Î  , R = +¥  

dobivame deka  

2 2 2 1 2
2 1 2 4 6

0 1

1 1 2 2 1 2
sin ( 1) ( 1) ,

2 2 (2 )! (2 )! 3 45

n n n n
n n

n n

x x
x x x x

n n

-¥ ¥
+

= =

= - - = - = - + -å å  x Î  . 

 b) Imaj}i go vo vid ravenstvoto 3 1
sin (3 sin sin(3 ))

4
x x x= - , a vrz osnova na 

razvojot  

2 1

0

sin ( 1) ,
(2 1)!

n
n

n

x
x

n

+¥

=

= -
+å  x Î  , R = +¥  

 dobivame deka 

2 1 2 1 2 1 2 2 1
3

0 0 1

( 1) ( 1) 3 ( 1) (1 3 )1 3
sin 3

4 (2 1)! (2 1)! 4 (2 1)!

n n n n n n n n

n n n

x x x
x

n n n

+ + + +¥ ¥ ¥

= = =

æ ö- - - -÷ç ÷ç= - = =÷ç ÷÷ç + + +è ø
å å å  

                 3 5 71 13
 ,

2 120
x x x= - + - x Î  .  

 v) Vrz osnova na ravenstvoto 4 1
sin (3 4 cos(2 ) cos(4 ))

8
x x x= - + dobivame deka   

2 2 2 2 2 2 2
4

0 0 2

( 1) 2 ( 1) 4 ( 2 ) ( 4 2 )1 1
sin 3 4

8 (2 )! (2 )! 8 (2 )!

n n n n n n n n n

n n n

x x x
x

n n n

¥ ¥ ¥

= = =

æ ö- - - - +÷ç ÷ç= - + = =÷ç ÷÷çè ø
å å å  

              4 6 82 4
 ,

3 21
x x x= - + - x Î  . 

 g) Od ravenstvoto 5 1
sin (10 sin 5 sin(3 ) sin(5 ))

16
x x x x= - +  dobivame 

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
5

0 0 0

1 3 5
sin 10 ( 1) 5 ( 1) ( 1)

16 (2 1)! (2 1)! (2 1)!

n n n n n
n n n

n n n

x x x
x

n n n

+ + + + +¥ ¥ ¥

= = =

æ ö÷ç ÷ç= - - - + - =÷ç ÷÷ç + + +è ø
å å å  

                   
2 1 2 2 1

5 7

2

(2 3 5 )5 5
 ( 1) ,

16 (2 1)! 6

n n n
n

n

x
x x

n

+ +¥

=

- +
= - = - -

+å  x Î  . 

 d) Od  ravenstvoto 2 1 cos(2 ) cos(2 )1
cos

2 2 2

x x
x

+
= = +  dobivame deka 

  
2 2 2 1 2

2

0 0

1 1 2 2
cos ( 1) 1 ( 1)

2 2 (2 )! (2 )!

n n n n
n n

n n

x x
x

n n

-¥ ¥

= =

= + - = + - =å å  

           2 4 61 2
1 ,

3 45
x x x= - + - - x Î  .  
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 |) Od ravenstvoto 3 1
cos (3 cos cos(3 ))

4
x x x= +  dobivame deka 

2 1 22 2 2
3

0 0 1

(1 3 )1 3 3
cos 3 ( 1) ( 1) 1 ( 1)

4 (2 )! (2 )! 4 (2 )!

n nn n n
n n n

n n n

xx x
x

n n n

-¥ ¥ ¥

= = =

æ ö +÷ç ÷ç= - + - = + - =÷ç ÷÷çè ø
å å å  

2 4 63 7 61
 1 ,

2 8 240
x x x= - + - - x Î  . 

 e) Koristej}i deka 4 1
cos (3 4 cos(2 ) cos(4 ))

8
x x x= + +  dobivame 

2 2 2
4

0 0 1

( 1) (2 ) ( 1) (4 ) ( 4) (4 4 )1 3
cos 3 4 1

8 (2 )! (2 )! 4 8(2 )!

n n n n n n n

n n n

x x x
x

n n n

¥ ¥ ¥

= = =

æ ö- - - +÷ç ÷ç= + + = + =÷ç ÷÷çè ø
å å å  

                   2 4 65 34
 1 2 ,

3 45
x x x= - + - - x Î  . 

 `) Od ravenstvoto 5 1
cos (10 cos 5 cos(3 ) cos(5 ))

16
x x x= + +  dobivame 

2 2 2 2 2
5

0 0 0

1 3 5
cos 10 ( 1) 5 ( 1) ( 1)

16 (2 )! (2 )! (2 )!

n n n n n
n n n

n n n

x x x
x

n n n

¥ ¥ ¥

= = =

æ ö÷ç ÷ç= - + - + - =÷ç ÷÷çè ø
å å å  

         
2 2 1 2

2 4

1

(2 3 5 )5 5 65
 1 ( 1) 1 ,

16 (2 )! 2 24

n n n
n

n

x
x x

n

-¥

=

+ +
= + - = - - -å  x Î  .  

 Vo site razgledani slu~ai radiusot na konvergencija e .R = +¥ 

 4.58. Razvij gi vo  Maklorenov red slednive funkcii: 

                     a) 3 2( ) cos ;f x x x=   b) 2 2( ) sin cos ;f x x x=            v) 4 4( ) sin cos ;f x x= +  

                     g) 2 2( ) ;f x x sh x=   d) 2( ) ;f x xch x=             |) ( ) 2 .f x shx ch x= ⋅  

 Re{enie. a) Bidej}i 3 2 3 1 cos(2 )
cos

2

x
x x x

+
= ⋅  imame  

2 2 3 1 2 33
3 2 1

0 2

( 1) 2 ( 1) 21
( ) ,

2 2 (2 )! (2 2)!

n n n n n
n

n n

xx
f x x x

n n

+ - -¥ ¥
+

= =

- -
= + =

-å å x Î  . 

 b) Zaradi ravenstvoto 2 2 1
sin cos (1 cos(4 ))

8
x x x= -  imame 

1 4 3
2

1

( 1) 2
( ) ,

(2 )!

n n
n

n

f x x
n

- -¥

=

-
= å x Î  . 

 v) Od ravenstvoto 4 4 1
sin cos (3 cos(4 ))

4
x x x+ = +  sleduva deka 
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4 2
2

1

( 1) 2
( ) 1 ,

(2 )!

n n
n

n

f x x
n

-¥

=

-
= +å x Î  . 

 g) Od ravenstvoto  

2

2 1 1
(2 ),

2 2 2

x xe e
sh x ch x

-æ ö- ÷ç ÷ç= = - +÷ç ÷÷çè ø
 

vrz osnova na razvojot   

2

0

,
(2 )!

n

n

x
chx

n

¥

=

= å  x Î   

dobivame deka  

2 2 2 2 1
2 2 2 2

0 1

2 2
1 ,

2 (2 )! (2 )!

n n n
n

n n

x x
x sh x x

n n

-¥ ¥
+

= =

æ ö÷ç ÷ç= - + =÷ç ÷÷çè ø
å å  x Î  . 

 d) Zaradi ravenstvoto 2 1 1
(2 )

2 2
ch x ch x= +  sleduva deka  

2 12 2
2

0 1

(2 )2
1 ,

2 (2 )! (2 )!

nn n

n n

xx x
xch x x

n n

+¥ ¥

= =

æ ö÷ç ÷ç= - + = +÷ç ÷÷çè ø
å å x Î  . 

 |) Bidej}i 
3 3 1

(2 ) ,
4 2

x x x xe e e e
shx ch x shx

- -- + -
⋅ = =  imame 

2 1 2 1 2 1 2 1
2 1

0 0 0

1 3
(2 ) (3 1),

2 (2 1)! (2 1)! 2(2 1)!

n n n n
n

n n n

x x x
shx ch x

n n n

+ + + +¥ ¥ ¥
+

= = =

æ ö÷ç ÷ç⋅ = - = -÷ç ÷÷ç + + +è ø
å å å x Î  . 

Vo site slu~ai radiusite na konvergencija se .R = +¥ 

4.59.  Pretstavi gi so stepenski red slednive funkcii: 

                      a) 
2

1
( ) ;

(1 )
f x

x
=

-
                              b) 

2 2
( ) ;

(1 )

x
f x

x
=

+
   

                      v) ( ) arctg ;f x x=                                   g)  ( ) arcsin ;f x x=       

                      d) 2( ) ln( 1);f x x x= + +               |) 2 2( ) ln( ), 0.f x x x a a= + + >  

 Re{enie. a) Bidej}i 
2

1 1
,

1(1 ) xx

¢æ ö÷ç ÷= ç ÷ç ÷ç -- è ø
 1x ¹  baraniot red mo`e da se dobie 

so diferencirawe na Maklorenoviot red za funkcijata 
1

.
1 x-

 Toga{ imame 

1

2
0 0 1

1
( ) ,

(1 )
n n n

n n n

x x nx
x

¥ ¥ ¥
-

= = =

¢æ ö÷ç ÷ ¢= = =ç ÷ç ÷ç- è ø
å å å  | | 1.x <  
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 b) Zaradi  
2 2 2

1 2
,

1 (1 )

x

x x

¢æ ö -÷ç ÷ =ç ÷ç ÷ç + +è ø
 a vrz osnova na razvojot  

2

2
0

1
( 1) ,

1
n n

n

x
x

¥

=

= -
+

å  | | 1.x <  

sleduva deka  

  2

2 2 2 2
0

1 2 1
( 1)

2 2(1 ) (1 )
n n

n

x x
x

x x

¥

=

¢æ ö- ÷ç ÷= - = - - =ç ÷ç ÷ç+ + è ø
å   

               2 1 1 2 1

1 1

1
      ( 1) 2 ( 1) , | | 1.

2
n n n n

n n

nx nx x
¥ ¥

- - -

= =

= - - = - <å å   

 v) Vrz osnova na razvojot  

 2

00 0

( ) arctg ( ) (0) ( 1)
x x

n n

n

f x x f t dt f t dt
¥

=

æ ö÷ç¢ ÷= = + = - =ç ÷ç ÷çè ø
åò ò  

        
2 1

2

0 00

( 1)
 ( 1) ,

2 1

x n n
n n

n n

x
t dt

n

+¥ ¥

= =

-
= - =

+å åò  | | 1x <    

bidej}i (0) arctg 0 0.f = =  

 g) Od 
2

1
( ) (arcsin )

1
f x x

x
¢ ¢= =

-
 koristej}i go razvojot   

0

1 / 21
( 1) ,

1

n n

n

x
nx

¥

=

æ ö- ÷ç ÷ç= - ÷ç ÷ç ÷ç- è ø
å | | 1x <  

dobivame deka  

2

2
1

(2 1)!!1
( ) 1 ,

2 !1

n

n
n

n
f x x

nx

¥

=

-¢ = = +
-

å | | 1.x <  

Ottuka za  | | 1x <  imame 

2 2

1 10 0 0

(2 1)!! (2 1)!!
( ) (0) ( ) 1 .

2 ! 2 !

x x x
n n

n n
n n

n n
f x f f t dt t dt x t dt

n n

¥ ¥

= =

æ ö- -÷ç¢ ÷- = = + = +ç ÷ç ÷çè ø
å åò ò ò  

Bidej}i e (0) arcsin 0 0,f = =  dobivame deka  

2 1

1

(2 1)!!
arcsin ,

2 !(2 1)
n

n
n

n
x x x

n n

¥
+

=

-
= +

+
å | | 1.x <  

 d) Bidej}i e  

2

2
1

(2 1)!!1
( ) 1 ( 1) , 1,

(2 )!!1

n n

n

n
f x x x

nx

¥

=

-¢ = = + - <
+

å  
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po integracijata i koristeweto na ravenstvoto (0) 0,f =  imame 

2 2 1

1

(2 1)!!
ln( 1 ) ( 1) ,

(2 1)(2 )!
n n

n

n
x x x x

n n

¥
+

=

-
+ + = + -

+å  | | 1.x <  

 |) Bidej}i za 0a >  i | |x a<  va`i ravenstvoto  

2
2

2
ln( 1 ) ln ln 1 ,

x x
x x a

a a

æ ö÷ç ÷ç ÷+ + = + + +ç ÷ç ÷÷çè ø
 

po zamenata na x  so 
x

a
 vo razvojot  

2 2 1

1

(2 1)!!
ln( 1 ) ( 1) ,

(2 1)(2 )!1
n n

n

n
x x x x

n n

¥
+

=

-
+ + = + -

+å  | | 1x <  

imame 

2 2 2 1

2 1
1

( 1) (2 1)!!
ln( ) ln , .

(2 1)(2 )!!

n
n

n
n

nx
x x a a x x a

a a n n

¥
+

+
=

- -
+ + = + + <

+
å  

 4.60.  Razvij gi vo Maklorenov red slednive funkcii: 

       a) 2 4( ) ln( 9 );f x x x x= + +    b) 3 6( ) ln( 64 );f x x x= + +  

       v) 2 2( ) ( 1)arcsin(2 );f x x x= -   g) 1 2 2 4( ) ln( ( 1 )).xf x e x x+= + +  

 Re{enie. a) Ako vo razvojot  

2 2 2 1

2 1
1

( 1) (2 1)!!
ln( ) ln ,

(2 1)(2 )!!

n
n

n
n

nx
x x a a x

a a n n

¥
+

+
=

- -
+ + = + +

+
å  | |x a<  

x  se zameni so 2,x  za 3a =  se dobiva 

2
2 4 3

2 1
1

(2 1)!!
ln( 9 ) ln 3 ( 1) ,

3 3 (2 1)(2 )!!
n n

n
n

nx
x x x x x

n n

¥
+

+
=

-
+ + = + + -

+
å | | 3x <  

 Radiusot na konvergencija e 3R = . 

 b) Vo ovoj slu~aj imame 

3
3 6 6 3

7 3
1

(2 1)!!
ln( 64 ) 3 ln2 ( 1) ,

8 3 (2 1) !!
n n

n
n

nx
x x x

n n

¥
+

+
=

-
+ + = + + -

+
å  | | 2.x <  

 Radiusot na konvergencija e 2.R =  

 v) Koga vo razvojot  

2 1

1

(2 1)!!
arcsin ,

2 !(2 1)
n

n
n

n
x x x

n n

¥
+

=

-
= +

+
å | | 1.x <  

 namesto x  stavime 22x  za 2| 2 | 1x <  se dobiva 
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2 1 4 2 4 2
2 2 2

1 1

(2 1)!!2 (2 1)!!2
arcsin(2 ) 2 2 .

!(2 1)2 !(2 1)

n n n n

n
n n

n x n x
x x x

n nn n

+ + +¥ ¥

= =

æ ö- - ÷ç ÷ç= + = + ÷ç ÷÷ç ++ è ø
å å  

 Toga{ imame  

4 4 4 2
2 2 4 2

1 1

(2 1)!!2 (2 1)!!2
( 1)arcsin(2 ) 2

!(2 1) !(2 1)

n n n n

n n

n x n x
x x x x

n n n n

+ +¥ ¥

= =

æ ö- - ÷ç ÷ç- = + - - =÷ç ÷÷ç + +è ø
å å  

                           4 2 4 4 4 4 2

1

(2 1)!!2
2 2 2 ( ),

!(2 1)

n
n n

n

n
x x x x x

n n

¥
+ +

=

-
= - + + -

+å  1
| | .

2
x <  

Radiusot na konvergencija e 
1

.
2

R =  

 g) Vrz osnova na ravenstvoto  

1 2 2 4 2 4ln( ( 1 )) (1 2 ) ln( 1 ),xe x x x x x+ + + = + + + +  

imame 

1 2 2 4 2 4 2

1

(2 1)!!
ln( ( 1 )) 1 2 ( 1) ,

(2 1)(2 )!!
x n n

n

n
e x x x x x

n n

¥
+ +

=

-
+ + = + + + -

+å | | 1.x <  

 Radiusot na konvergencija e 1.R =  

 4.61.   Razvij gi vo Maklorenov red slednive funkcii: 

         a) 2( ) arcsin 1 ;f x x x x= + -           b) 2( ) 2 arctg ln(1 );f x x x x= - +  

         v) 
1 1 1

( ) ln arctg ;
4 1 2

x
f x x

x

+
= +

-
         g) 2 21 1

( ) ;
2 2

x xf x x e x e-
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷= + - -ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

  

         d) 2 2( ) ln(2 ) ln(2 ) ;x xf x x x+ -= + + -         |) 
( )2 21 ln 1

( ) .
2 2

x x x x
f x

+ + +
= +  

 Re{enie. a) Bidej}i  

( )2

2 2
( ) arcsin 1 arcsin arcsin ,

1 1

x x
f x x x x x x

x x

¢ -¢ = + - = + + =
- -

 

vrz osnova na razvojot  

2 1

1

(2 1)!!
arcsin ,

2 !(2 1)
n

n
n

n
x x x

n n

¥
+

=

-
= +

+
å | | 1.x <  

imame 

2 22
2

10

(2 1)!!
arcsin 1 (0) arcsin 1 ,

2 2 !(2 2)(2 1)

x n

n
n

n xx
x x f tdt

n n n

+¥

=

-
+ - = + = + +

+ +
åò | | 1.x <  

b) Od relaciite  
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2

2 2

2 2
( ) (2 arctg ln(1 )) 2arctg 2arctg ,

1 1

x x
f x x x x x x

x x
¢ ¢= - + = + - =

+ +
 

vrz osnova na razvojot  

2 1

0

( 1)
arctg  ,

2 1

n n

n

x
x

n

+¥

=

-
=

+å  | | 1x <  

sleduva deka  

1
2 2

1

( 1)
2 arctg ln(1 ) ,

2 (2 1)

n
n

n

x x x x
n n

-¥

=

-
- + =

-å | | 1.x <  

v) Za prviot izvod na funkcijata f  imame  

4

2 2 4
0

1 1 1 1 1 1 1
( ) ln arctg ,

4 1 2 2 1 1 1
n

n

x
f x x x

x x x x

¥

=

¢æ ö æ ö+ ÷ ÷ç ç¢ ÷ ÷= + = + = =ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç- - + -è ø è ø
å | | 1.x <  

Ottuka dobivame deka  

4 1

0

1 1 1
( ) ln arctg ,

4 1 2 4 1

n

n

x x
f x x

x n

+¥

=

+
= + =

- +å  | | 1.x <  

 g) Bidej}i ( ) (2 ) 2 (2 ),f x sh x xch x= - +  od razvojot  

2 1

0

,
(2 1)!

n

n

x
shx

n

+¥

=

=
+å  x Î  .  

imame 

2 3 2 2

0

2
( ) 4 (2 ) ,

(2 1)!

n n

n

x
f x xsh x

n

+ +¥

=

¢ = =
+å x Î  . 

 Zaradi (0) 0f =  dobivame 

2 3 2 3
2 2

0

1 1 2
( )

2 2 (2 3)(2 1)!

n n
x x

n

x
f x x e x e

n n

+ +¥
-

=

æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷= + - - =ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç ç + +è ø è ø
å , x Î  . 

 d) Zaradi ravenstvoto ( ) (2 )ln(2 ) (2 )ln(2 )f x x x x x= + + + - -  imame  

( ) ln(2 ) ln(2 ) ln 1 ln 1
2 2

x x
f x x x

æ ö æ ö÷ ÷ç ç¢ ÷ ÷= + - - = + - - =ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø
 

1 2 1

2 2
1 1 1

( 1)
      ,

2 2 2 (2 1)

n n n n

n n n
n n n

x x x

n n n

- -¥ ¥ ¥

-
= = =

-
= + =

-
å å å  | | 2.x <  

Sega od ravenstvoto (0) 4 ln2f =  sleduva deka  

2

2 1
1

( ) 4 ln2 ,
2 (2 1)

n

n
n

x
f x

n n

¥

-
=

= +
-

å | | 2.x <  

 |) Od ravenstvoto  
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1 22
2

2

( 1) (2 3)!!
( ) 1 1 ,

2 (2 )!!

n n

n

n xx
f x x

n

-¥

=

- -¢ = + = + +å  

vrz osnova na razvojot  

1

0

( 1) (2 3)!!
1 1 ,

2 2 !

n
n

n
n

nx
x x

n

-¥

=

- -
+ = + +å  | | 1x <  

i ravenstvoto (0) 0,f =  sleduva deka e 

( ) 1 2 12 2 3

2

( 1) (2 3)!!1 ln 1
( ) ,

2 2 3! (2 1)(2 )!!

n n

n

n xx x x x x
f x x

n n

- +¥

=

- -+ + +
= + = + +

+å | | 1.x <  

4.62.  Razvij gi vo Tajlorov red vo okolina na to~kata 
0
x  slednive funkcii  

       a) 
02

1
( ) , 3;

3 2
f x x

x x
= =-

+ +
          b) 

02 2

1
( ) , 2;

( 4 6)
f x x

x x
= =

- +
 

      v) 
3 2

02

7 16 9
( ) , 3;

6 10

x x x
f x x

x x

- + -
= =

- +
         g) 

03 2

1
( ) , 1;

2 28
f x x

x x
= =

- +
 

             d) 3
0

( ) sin , ;
4

f x x x= =
p

                   |) 2
0

( ) ln( 4 6), 2.f x x x x= + + = -  

a potoa najdi go radiusot na konvergencija na dobieniot red.  

 Re{enie. a) Ako ja izvr{ime slednata transformacija 

2

1 1 1 1 1
,

1 2 ( 3) 2 ( 3) 13 2 x x x xx x
= - = -

+ + + - + -+ +
 

a potoa ja vovedeme smenata 3,t x= +  dobivame 

0 0

1 1 1 1 1 1
.

2 1 2 1 2 21
2

n
n

n
n n

t
t

t t t t

¥ ¥

= =

- = - ⋅ + = - +
- - -

-
å å  

Radiusot na konvergencija od prv red e 
1

2R = , a radiusot na vtoriot red e 
2

1R = ; 

radiusot na nivniot zbir e 
2

1R = . Ottamu dobivame deka  

2 1
0

1 1
1 ( 3) ,

3 2 2
n

n
n

x
x x

¥

+
=

æ ö÷ç ÷= - +ç ÷ç ÷ç+ + è ø
å  | 3 | 1.x + <  

 b) Vo ovoj slu~aj imame  

2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
.

( 4 6) (( 2) 2) 2 (1 ( 2) / 2)x x x x
= = ⋅

- + - + + -
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Da go najdeme Maklorenoviot red za funkcijata 
2 2

1
( ) .

(1 )
g t

t
=

+
 Za taa cel, 

ako voo~ime deka  
2 2 2 2

1 1
,

(1 ) (1 )

t

tt t
= ⋅

+ +
 od razvojot  

1 2 1

2 2
1

1
( 1) , | | 1

(1 )
n n

n

nx x
x

¥
- -

=

= - <
+

å  

sleduva deka  

 1 2 1

2 2 2 2
1

1 1 1
( 1)

(1 ) (1 )
n n

n

t
nt

t tt t

¥
- -

=

= ⋅ = ⋅ - =
+ +

å  

1 2 2 2

1 0

 ( 1) ( 1) ( 1) ,n n n n

n n

nt n t
¥ ¥

- -

= =

= - = - +å å | | 1.t <  

 Spored toa  

2

2 2
0

( 1)( 2)1 1
( 1) ,

4( 4 6) 2

n
n

n
n

n x

x x

¥

=

+ -
= -

- +
å  2 2.x - <  

 v) Imame, 

 
3 2

2 2 2

7 16 9 1 1
1 2 ( 3)

6 10 6 10 ( 3) 1

x x x
x x

x x x x x

- + -
= - + = + - + =

- + - + - +
 

2

0

2 ( 3) ( 1) ( 3) ,n n

n

x x
¥

=

= + - + - -å  | 3 | 1.x - <  

 g) Ako trgneme od ravenstvoto  

3 2 2

3

1 1 1

32 28 1
1

27

x x x

=
- + æ ö- ÷ç ÷ç +÷ç ÷÷çè ø

 

i ako ja razvieme vo Maklorenov red funkcijata 
3 2

1

1t +
, dobivame 

2

3 2
1

1 / 31
1 .

1

n

n

t
nt

¥

=

æ ö- ÷ç ÷ç= + ÷ç ÷ç ÷çè ø+
å  

Bidej}i za 1n ³  imame  

1/ 3 ( 1/ 3)( 1/ 3 1)( 1 / 3 2) ( 1/ 3 1) ( 1)
1 4 (3 2)

! 3 !

n

n

n
n

n n n

æ ö- - - - - - - - + -÷ç ÷ç = = ⋅ -÷ç ÷ç ÷çè ø


  

dobivame deka  
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2

3 2
0

( 1) 1 4 (3 2)1
1 ,

3 !1

n
n

n
n

n
t

nt

¥

=

- ⋅ ⋅ -
= +

+
å 

| | 1t <  

od kade {to sleduva deka  

2

3 2
1

( 1) 1 4 (3 2)( 1)1 1
1

3 3 27 !2 28

n n

n n
n

n x

nx x

¥

=

æ ö- ⋅ ⋅ - - ÷ç ÷ç= + =÷ç ÷÷çè ø- +
å 

 

2

4 1
1

( 1) 1 4 (3 2)1
( 1) ,

3 3 !

n
n

n
n

n
x

n

¥

+
=

- ⋅ ⋅ -
= + -å 

1 3 3x - <  

 Radiusot na konvergencijata e 27 3 3.R = =  

 d) Ako ja vovedeme smenata ,
4

t x= -
p

 odnosno ,
4

x t= +
p

 dobivame  

 3 1
sin ( ) 3 sin sin 3

4 4 4 4
t t t

p p pæ öæ ö æ ö÷ç ÷ ÷ç ç ÷÷ ÷ç+ = + - + =ç ç ÷÷ ÷ç ç ç ÷÷ ÷ç ç ÷ç è ø è øè ø
 

2 1 2
2 1 2

0 0

( 1) ( 1)2
 (3 3 ) (3 3 )

8 (2 1)! (2 )!

n n n n
n n

n n

t t

n n

+¥ ¥
+

= =

æ ö- - ÷ç ÷ç= + + + ÷ç ÷÷ç +è ø
å å  

od kade {to sleduva deka  

2 1 2
3 2 1 2

0 0

( 1) ( / 4) ( 1) ( / 4)2
sin (3 3 ) (3 3 ) ,

8 (2 1)! (2 )!

n n n n
n n

n n

x x
x

n n

+¥ ¥
+

= =

æ ö- - - - ÷ç ÷ç= + + + ÷ç ÷÷ç +è ø
å åp p

x Î  . 

|) 

2

2 2 2
ln( 4 6) ln(( 2) 2) ln2 ln 1

2

x
x x x

æ öæ ö ÷ç + ÷÷çç ÷÷ç+ + = + + = + + =ç ÷÷çç ÷÷÷çç ÷è ø ÷çè ø
  

                                     
1 2

1

( 1) ( 2)
ln2 ,

2

n n

n
n

x

n

-¥

=

- +
= +å 2 2.x + <  

4.64.  Najdi ja sumata na redot 
1

1

.
( 1)

n

n

x

n n

-+¥

= +å  

 Re{enie. Prvo da zabele`ime dela redot apsolutno i ramnomerno 

konvergira na intervalot [-1,1]. Ako  e ( )f x negovata suma za | | 1x < , toga{ imame 

1 1 1

2 2
1 1 1 1 1

1 1 1 1 1
( )  ,

1 1

n n n n n

n n n n n

x x x x x
f x

n n x n n x n xx x

- - ++¥ +¥ +¥ ¥ +¥

= = = = =

æ ö÷ç ÷= - = - = - +ç ÷ç ÷ç+ + è ø
å å å å å | | 1,x <

0x ¹ .  Ako e 
1

( )
n

n

x
g x

n

+¥

=

= å , | | 1,x <  toga{ prvo so po~leno diferencirawe na ovoj 

red, a potoa so integracija na negoviot zbir se dobiva deka e ( ) ln(1 )g x x= - - . 

Ponatamu, 
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2

1 1
( ) ln(1 ) , 0,

x
f x x x

xx

-
= - + ¹   | | 1x < . 

Ottuka dobivame deka 
0

1
lim ( )

2x
f x


= . Vrz osnova na Abelovata teorema se dobiva 

1
( 1) lim ( ) 2 ln2 1

x
f f x
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- = = - ,  i  

1
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x
f f x
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Zna~i,  
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2 ln2 1, 1;
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4.65.  Najdi ja sumata na redot 
2

1

.
(2 1)(2 1)

n

n

x

n n

+¥

= - +å  

 Re{enie. Zaradi ravenstvoto  

1 1 1 1

(2 1)(2 1) 2 2 1 2 1n n n n

æ ö÷ç ÷= -ç ÷ç ÷ç- + - +è ø
, 

za 0x ¹  i | | 1x < imame 
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Zna~i,  

1 1 1 1
ln ln , 0, | | 1;

4 1 2 4 1
( )

0, 0.
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4.66.  Presmetaj gi slednive sumi  

             a) 
1

1

( 1)

2 1

n

n n

-+¥

=

-
-å ;                                     b) 

2

1

3 1

!n

n n

n

+¥

=

+ +å . 

 Re{enie. a) Prvo da zabele`ime deka dadeniot red konvergira po 

Lajbnicoviot kriterium. Za da ja najdeme negovata suma definirame funkcija f  

koja e zbir na stepenskiot red 
1 2 1

1

( 1)

2 1

n n

n

x

n

- -+¥

=

-
-å , konvergenten na intervalot 

[-1,1]. Imame, 

1 2 2

2
1

1
( ) ( 1)

1
n n

n

f x x
x

+¥
- -

=

¢ = - =
+

å , t.e. ( ) ,  | | 1.f x arctgx C x= + <  

Od (0) 0 f = sleduva 0. C = Ponatamu, za sekoj ( 1,1)x Î -  imame  

1 2 1

1
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( ) arctg
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n

x
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n

- -+¥
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-
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-å . 

Sega, od Abelovata teorema sleduva deka 
1

1
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arctg1 .
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n
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=

-
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b) Od razvojot  xe =
0
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!
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n
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=
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0
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4.67.  Najdi ja sumata na redot  
1 1 1

...
1 2 3 4 5 6 6 8 9

+ + +
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

  . 

Re{enie. Neka funkcijata f  definirana so stepenskiot red 

3

1

( ) .
3 (3 1)(3 2)

n

n

x
f x

n n n

+¥

=

=
- -å  

Radiusot na konvergencija na redot e 1R = , t.e. toj apsolutno konvergira na 

intervalot (-1,1). Vo to~kite -1 x = i 1 x = isto taka redot konvergira, pa vrz 
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osnova na Abelovata teorema toj konvergira apsolutno i ramnomerno na 

intrvalot [-1,1]. Zaradi ravenstvoto  

1 1 1 1 1 1
,

3 (3 1)(3 2) 2 3 2 3 1 2 3n n n n n n
= ⋅ - + ⋅

- - - -
 

dobivame deka  
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Toga{ 
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toga{ e 
1
(0) 0g = . Dobieniot stepenski red red mo`e po~leno da se diferencira 

na intervalot ( 1,1).-  Taka dobivame deka  

3 2 3 2
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1
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 So primena na Abelovata teorema dobivame deka baranata suma na dadeniot 
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4.68.  Najdi go intervalot na konvergencija i sumata na stepenskiot red  
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imame: 
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4.69.  Najdi gi sumite na slednive stepenski redovi 
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V. Задачи од писмени испити 

 

Pismen ispit po matemati~ka analiza I (vtor del) 20.04.2002 god. 

1. Presmetaj:  

         a) 
3

6 4 2 33 6 6 30 3

x x
dx

x x x x

+

- + + -ò   b) 4 2 2x a x dx-ò . 

2. Presmetaj: a) 

2

0
3 cos

dx

x+ò
p

   b) 
4

2

0

tg n xdxò

p

. 

3. Ispitaj konvergencija na integralot   

                    

0

; ,
p q

dx
p q

x x+

¥

Î
+ò  . 

4. Ispitaj konvergencija na redovite  

a) 
1

1

n n
a

¥

=
å      ako            1) ( )

n
a  e aritmeti~ka niza 

                                      2) ( )
n
a  e geometriska niza 

   b) 
27

1
; ,

(ln ) (ln ln )p q
n

p q
n n n

¥

=

Îå   

5. Pretstavi go 5  kako red koristej}i go razvojot vo maklorenov red na 

funkcija od oblik 
1

( )
( )p

f x
ax b

=
+

. 

 

Pismen ispit po matemati~ka analiza I (vtor del)     21.12.2001 god. 

1. (15) Presmetaj gi integralite:  

   a) 
2 2

2 3

( 1) 2 1

x
dx

x x x x

+

+ + + +
ò   b) 

3 21

xdx

x+
ò  

2. (15) Presmetaj 
2

2

0

tg n
n
I xdx= ò

p

, kade ôn Î . 

3. (20) Ispitaj konvergencija na integralite:  

        a) 

1

0

1

ln
dx
xò          b) 

2

0 sin cos

dx

x xò

p

a b
        v) 

1

0

ln xdxò  
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4. (15) Neka 
1
n

n

a
¥

=
å  e uslovno konvergenten red i neka 

| |

2
n n

n

a a+
=a  i 

| |

2
n n

n

a a-
=b . 

a) Presmetaj lim
nn¥

a  i lim
nn¥

b . 

b) Doka`i deka barem eden od redovite 
1
n

n

¥

=
åa  i 

1
n

n

¥

=
åb  e divergenten. 

5. (20) Ispitaj konvergencija i ramnomerna konvergencija na redot 

1

1
2 sin

3
n

n
n x

¥

=
å     

         a) na (0, )¥                 b) [4, ]¥ . 

6. (15) Presmetaj gi sumite na redovite  

   a) 
1 1 1

1 . . .
4 7 10

- + - +     b) 
0

(5 5)n

n

x sh n
¥

=

+å . 

Pismen ispit po matemati~ka analiza I (vtor del)                       6.02.2002 god. 

1. (15) Dadeni se mno`estvata 
3

3 1
A n N

n

ì üï ïï ï= Îí ýï ï-ï ïî þ
 i 

2( 1)
1 |

n

B n N
n

ì üï ï-ï ï= + Îí ýï ïï ïî þ
. 

Odredi sup , inf , sup , infA A B B  ( so obrazlo`enie). Dali A  i B  imaat najgolem 

i najmal element? Vo slu~aj na potvrden odgovor najdi gi. 

2. (20) a) Ispitaj konvergencija na nizata 
1 1 1

...
ln 2 ln 3 lnn

a
n

= + + + . 

         b) Odredi lim
nn
a

¥
 i lim

n
n
a

¥
 za nizata 

1
1 ( 1) sin

2

n

n
n

n
a

n

æ ö÷ç ÷= + - +ç ÷ç ÷çè ø

p
. 

3. (20) Opredeli go realniot broj a  (ako postoi ) taka {to funkciite ( )f x  i 

( )g x  se neprekinati na R , kade 

 

| 1 |
, 1

( ) 1
, 1

x
x

f x x
a x

ìï +ï ¹ -ïï= í +ïï = -ïïî

  i 
2 1

cos , 0
( )

, 0

x
g x x

a x

ìïï ¹ïï= íïï =ïïî

. 

4. (15) Presmetaj ja levata i desnata grani~na vrednost na funkcijata 

1
2 3

1
( )

x

f x

x e -

=

+

 vo to~kata 
0

3x = . 
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5. (15) Najdi prv izvod na funkcijata 

1
sin , 0

( )
0 , 0

x x
f x x

x

ìïï ¹ïï= íïï =ïïî

. 

6. (15) Ispitaj go tekot i skiciraj go grafikot na funkcijata 3( ) 1f x x x= ⋅ + . 

Писмен испит по математичка анализа I (втор дел)   26.06.2002 год. 

1. Пресметај ги интегралите:  

а) 
2 2( 1) 1

dx

x x x x- + + +
ò  б) 

34 ( )

xdx

x a x-
ò  

2. Пресметај:  а) 
2

2

0

tg n xdxò

p

 , n  е природен број. 

  б) 
0

sin sinnnx xdxò
p

 , n  е природен број. 

3. Испитај конвергенција на редот 
1

1

2 2
sin cosn

n

e
n n

¥

=

æ ö÷ç ÷ç - - ÷ç ÷ç ÷÷çè ø
å

a

 каде a  е реален број. 

4. Нека ( )
n
a  е монотоно опаѓачка низа од позитивни реални броеви и нека 

2
2 n

n
n
b a= . 

Докажи дека редовите 
1
n

n

a
¥

=
å  и 

0
n

n

b
¥

=
å  имаат иста природа т.е. истовремено конвергираат 

или дивергираат. 

5. Даден е фунционалниот ред 
0

( 1)n

n

x x
¥

=

-å . 

 а) Најди ја областа на конвергенција на редот. 

 б) Докажи дека редот рамномерно конвергира на интервалот 1
,1

2

é ù
ê ú
ê ú
ë û

. 

 

           Писмен испит по математичка анализа I (втор дел)               13.06.2002 

 

1. (15) Presmetaj    а) 
2

1 xx
e dx

x

-
ò         b)  

5 2( 1) 2

dx

x x x+ +
ò . 

2. (15) Докажи го неравенството:  
1 20

40
0

1 43
1

421

x
dx

x

+
< <

+ò . 

3. (20) Испитај ја конвергенцијата на редовите:  
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  а) 
1

1 1
ln

n

n

n n

¥

=

æ ö+ ÷ç ÷-ç ÷ç ÷çè ø
å               b) 

2

1
; ,

lnp q
n

p q
n n

¥

=

Îå  . 

4. (15) Определи ја областа на коввергенција на редот  
2

1

( 1)

2 ( 2)

n

n n
n n x

¥

=

-

+
å . 

5. (15) Претстави го 9 522   како ред чии членови се рационални броеви. 

6. (20) Испитај ја конвергенцијата на интегралите:   

a) 1

0

;p xx e dx p
¥

- - Îò             b) 
1

1 1

0

(1 ) ; ,p qx x dx p q- -- Îò  . 

Писмен испит по математичка анализа I (втор дел)        19.XI-2002 год. 

1. Пресметај:  а) 
2 1

dx

x x x+ + +
ò   б) 

2 2( 1) 1

dx

x x x x- + + +
ò . 

2.  За секој m Î   важи 
2

0

cos cos( 2) 0m x m xdx+ =ò

p

. Докажи! 

3.  Испитај ја конвергенцијата на интегралите а) 
2

4
0 sin cos

dx

x x
ò

p

   б) 
1

0
ln

dx

xò . 

4.  а) Испитај ја апсолутната и обичната конвергенција на редот 
2

( 1)

( 1)

n

p n
n n

¥

=

-

+ -
å  , 0p > ; 

     б) Испитај ја конвергенцијата на редот 
2 2 2

2 2 2 2 2 2
1

sin 1 sin 2 sin
. . .

1 cos 1 1 cos 2 1 cosn

n
an

a a a n

¥

=

æ ö÷ç ÷ç ⋅ ⋅ ⋅ ÷ç ÷÷ç + + + + + +è ø
å  , a Î  . 

5.  Пресметај ги сумите на редовите: а) 
2

1

( 3)

3 4 2

n

n n n

-¥

=

-

- -
å     б) ( )2

1

( 3)
n

n

x sh n a
¥

=

+å , a Î   

 

Pismen ispit po matemati~ka analiza I (vtor del)  

     26.10.2001 god. 

1. Presmetaj: a) 
arctg

3
2 2(1 )

xxe
dx

x+
ò                           b) 

2

2 2(4 2 ) 2 2

x dx

x x x x- + + -
ò  

2.  a) Doka`i 
2

5 sin 5

0

(1 )
10

xe dx e- -< -ò

p

p
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 b) Ako 

1

0

sin ,n
n
a x xdx n= Îò p   presmetaj lim

nn
a

¥
. 

3. Ispitaj konvergencija na integralite:  

             a) 
2

0

,
sin cos

dx

x x
Îò 

p

a b
a b      b) 

1

0
ln

dx

xò  

4. Ispitaj konvergencija na redovite:  

 a) 

2

2
2

cos
1

lnn

n
n
n

¥

=

+å
p

                                 b) 
2

( 1)

( 1)

n

p n
n n

¥

=

-

+ -
å  

5.  a) Ispitaj ramnomerna konvergencija na funkcionalnata niza 

2

2

1
( ) ,
n
f x x x

n
= + Î  . 

 b) Ispitaj ramnomerna konvergencija na funkcionalniot red 
2

1 1

n

n
n

x

x

¥

= +
å   na 

1 1
,

3 3

é ù
ê ú-ê ú
ë û

  i na [2, 3]. 

 

Писмен испит по математичка анализа I (втор дел) 25.10.2002 год. 

1. Пресметај ги интегралите: а) 
2

2 2(4 2 ) 2 2

x dx

x x x x- + + -
ò  б) 

2

1 xx
e dx

x

-
ò  

2. Пресметај:  а) 
2

2

0

tg n xdxò

p

 , n  е природен број     б) 
2

0 1 2 sin

dx

x+ò
p

 

3. Ispitaj konvergencija na redovite: a) 

2

2
2

cos
1

lnn

n
n
n

¥

=

+å
p

 б) 
1

1 cos ; 0
n

a
a

n

¥

=

æ ö÷ç ÷- >ç ÷ç ÷çè ø
å .  

4. Даден е функционалниот ред 
0

( 1)n

n

x x
¥

=

-å . 

 а) Најди ја областа на конвергенција на редот. 

 б) Докажи дека редот рамномерно конвергира на интервалот 1
,1

2

é ù
ê ú
ê ú
ë û

. 

5. Испитај ја конвергенцијата на интегралите: а)
1

0
ln

dx

xò  б) 
1

0

arctg
, 0

x
dx

x
>ò a

a . 
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Pismen ispit po matemati~ka analiza I (vtor del) septemvri 2001 prv rok 

1. (20) Presmetaj gi neopredelenite integrali: 

a) 
2

2

3 2

3 2

x x x
dx

x x x

- + +

+ + +
ò    b) 

34 (3 )

xdx

x x-
ò  

2. (20) Neka f  e diferencijabilna funkcija na [ , ]a b ,  

( ) 0f a =  i { }sup ( ) | [ , ]M f x x a b= Î . Doka`i:   

                            
22 ( ) ' ( )

b

a

M b a f x dx£ - ò . 

3. (16) Ispitaj konvergencija na integralite: 

a) 
2

0

sin x
dx

x

¥

ò  

b) 

1

arctg
a

x
dx

x

¥

ò   vo zavisnost od parametarot a . 

4. (24)Ispitaj konvergencija na redovite: 

   a) 
ln ln

3

1

(ln ) n
n n

¥

=
å             b)

1

1 cos ; 0
n

a
a

x

¥

=

æ ö÷ç ÷- >ç ÷ç ÷çè ø
å                               

   v) 

2

2
2

cos
1

lnn

n
n
n

¥

=

+å
p

              g) 
2

( 1)
0

( )ln

n

n

n
a

n a n

¥

=

-
>

+å  

5. (20) Ispitaj ramnomerna konvergencija na: 

a) funkcionalnata niza 

2

2

1
; 0

2 1 2
( ) ;

2
0 ; 1

n x x
n

f x n x x
n n n

x
n

ìïï £ £ïïïï æ öï ÷ï ç ÷= - < <çí ÷ç ÷ï çè øïïïïï £ £ïïî

 

b) funkcionalniot red 
2 2

1

( 1)n

n

x n

x n

¥

=

+ -

+
å  na sekoj interval [ , ]a a- , 0a > . 

 

Писмен испит по метематчка анализа I (втор дел) 7.02.2003 год. 

1. Пресметај ги интегралите а) 
2

2 2(4 2 ) 2 2

x dx

x x x x- + + -
ò    б) 3 33x x dx-ò  
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2. Нека 
1

0

sin( )n
n
a x x dx= ò p .  

 а) Пресметај lim
nn
a

¥
;   б) Докажи дека 

2

1( 1)( 2) ( 1)( 2)n n
a a

n n n n +
= -

+ + + +
p p  

3. Испитај ја конвергенцијата на интегралите: а) 
1

10
0

arctgx
dx

xò     б) 
2

5 4
0 sin cos

dx

x xò

p

. 

4. Испитај ја конвергенцијата на редовите а) ( )2 2

1

sin
n

n k
¥

=

+å p , Îк Ñ  ; б) 

2

2
2

cos
1

ln

n
n
n

¥

=

+å
p

н

   

в) 
2

( 1)
, 0

( 1)

n

p n
p

n

¥

=

-
>

+ -
å
н

. 

5. Испитај ја конвергенцијата и рамномерната конвергенција на  

 а) функционалната низа 

2

2

1
, 0

2 1 2
( ) ,

2
0, 1

n x x
n

f x n x x
n n n

x
n

ìïï £ £ïïïï æ öï ÷ï ç ÷= - < <çí ÷ç ÷ï çè øïïïïï £ £ïïî

       на [0,1]; 

 б) функционалниот ред 
5 2

1

sinn x

n

e nx
¥

-

=
å   на Ñ  

Писмен испит по математичка анализа I (втор дел)  јуни 2003 втор рок 

1. (15) Presmetaj gi integralite:    a) 
2 2

2 3

( 1) 2 1

x
dx

x x x x

+

+ + + +
ò   b) 

3 21

xdx

x+
ò  

2. (15) a) Објсни зошто постои 
3

2

5

[ ]x x dx
-
ò    ([ ]x  е најголемиот цел број кој не е поголем 

од x ). 

б) Пресметај 
3

2

5

[ ]x x dx
-
ò  . 

3. (20) Испитај конвергенција на редовите: а)
1

1 1
ln

n

n

n n

¥

=

æ ö+ ÷ç ÷-ç ÷ç ÷çè ø
å  б) 

( 1)

2

6
1

( 1)
n n

n n

+
¥

=

-å  

4. (15) Определи ја областа на коввергенција на редот  
2

1

( 1)

2 ( 2)

n

n n
n n x

¥

=

-

+
å . 
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5. (15) Даден е редот ( 1)

1

( ( 1) )n n

n

x xnxe n xe
¥

- - -

=

- -å . 

 а) Дали редот конвергира по точки на [0,1]? Најди ја неговата сума. 

 б) Дали конвергенцијата е рамномерна на [0,1]? 

 в) дали сумата на овој ред е непрекината функција на [0,1]? 

 

6. (20) а) Користејќи го развојот на функцијата ( ) (1 )pf x x= +  или директно определи го 

маклореновиот ред на функцијата ( )pax b+ . 

           б) Колку е радиусот на конвергенција на овој ред? 

           в) Со избирање на ,a b  и p  пресметај го приближно 5 . 

Писмен испит по математичка анализа I (втор дел) 

1. (20) а) Пресметај 
3

2

1

2 2

x x
dx

x x

- +

+ +
ò . 

           б) Докажи дека функцијата 
2,

( )
2 , \

x
f x

x

ìï Îïï= íï- Îïïî


 

  не е интеграбилна на 

интервалот [0,2]. 

2. (15) Докажи го неравенството 
1

3 3 2
1

1 1 arctg 3

29 8

x
dx

x-

+
< <

+
ò

p
p

. 

3. (15)  a) Објсни зошто постои 
3

5

[ ]x x dx
-
ò    ([ ]x  е најголемиот цел број кој не е поголем 

од x ). 

б) Пресметај 
3

5

[ ]x x dx
-
ò  . 

4. (15) Испитај ја конвергенцијата на интегралите: а) 
1

10
0

arctgx
dx

xò     б) 
2

7 8
0 sin cos

dx

x xò

p

. 

5. (20) Испитај ја конвергенцијата на редовите  а) 
2

1 1
ln

1n

n

nn

¥

=

æ ö+ ÷ç ÷ç ÷ç ÷ç -è ø
å  б) 

1

5
1 cos

n n

¥

=

æ ö÷ç ÷-ç ÷ç ÷çè ø
å . 

6. (15) Испитај конвергенција и рамномерна конвергенција на функционалниот ред 

1

5 2
sin

n

n xe nx
¥

=

-å  на  .  
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Прв колоквиум по математичка анализа I (втор дел) 2002/2003 

1. Пресметај ги неопределените интеграли  

а) 
2

2 2(4 2 ) 2 2

x dx

x x x x- + + -
ò    б) 

3

2

1

2 2

x x
dx

x x

- +

+ +
ò  

2. а) Определи ги сумите на Дарбу за функцијата ( ) xf x e-=  на интервалот [0,1]за 

поделбата 1 1
0, , ,1

4 2

ì üï ïï ïí ýï ïï ïî þ
. 

    б) Докажи дека не постои 
2

0

( )D x dxò , каде 
1, Ð

( )
1, Ñ \ Ð

x
D x

x

ìï Îïï= íï- Îïïî
. 

3. Докажи го неравенството 
1

3 3 2
1

1 1 arctg 3

29 8

x
dx

x-

+
< <

+
ò

p
p

. 

4. Испитај ја конвергенцијата на интегралите: а) 
1

8
0

arctgx
dx

xò     б) 
2

5 4
0 sin cos

dx

x xò

p

. 

5. а) Пресметај 
1

1

| |x dx
-
ò  

    б) Дали постои реална функција : [0, )f ¥   , таква што f  не е ограничена, а 

0

( )f x dx
¥

ò  да постои. 

Втор колоквиум по математичка анализа I (втор дел)  2002/2003 год. 

1. Даден е функционалниот ред 
3 5 7

2 3
...

5 5 5

x x x
x - + - + . 

 а) Најди го радиусот и интервалот на конвергенција 

 б) Испитај конвергенција на краевите од интервалот 

2. Испитај апсолутна и условна конвергенција на редовите:  

 а) 
1

1
( 1) tgn

n n

¥

=

-å    б) 

( 1)

2

6
1

( 1)
n n

n n

+
¥

=

-å  

3. Испитај рамномерна конвергенција на:  

а) функционалната низа arctg
( )
n

nx
f x

n x
=

+
 на [0, )¥ .       

б) функционалниот ред 
2 2

1

sin

(1 ) 1n

x nx

nx n

¥

= + +
å  на  . 
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4.  Пресметај ги сумите на редовите: а) 
2

1

( 3)

3 4 2

n

n n n

-¥

=

-

- -
å     б) ( )2

1

( 3)n

n

x sh n a
¥

=

+å , a Î   

5. Дадена е функционалната низа ( ) n
n
f x x=  на интервалот [0,1]. 

 а) Најди функција ( )f x  на [0,1] така што 
n
f  конвергира по точки кон f  на [0,1]. 

 б) За 310-=e  најди 
0
n  така што за 

0
n n³  важи 1 1

2 2n
f f
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷- <ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

e . 

 в) За 310-=e  најди 
0
n  така што за 

0
n n³  важи 1 1

4 4n
f f
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷- <ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

e . 

 г) Докажи дека низата ( )
n
f  не конвергира рамномерно кон функцијата f  на [0,1]. 

 

Писмен испит по математичка анализа I (втор дел) 20.III-2003 god. 

1. Пресметај ги интегралите: а) 
2

2 2(4 2 ) 2 2

x dx

x x x x- + + -
ò   б) 

2

4

1

3

x
dx

x

+

+ò . 

2.  а)Пресметај 
2

0

sinn xdxò

p

, каде n  е природен број;     

    б) Нека f  е непрекината функција на интервалот [0,1] за која важи 0 ( )s f x t< £ £  за 

секој [0,1]x Î . Докажи дека важи 
1 1

0 0

( )
( )

dx
st s t f x dx

f x
£ + -ò ò . 

3.  Испитај ја конвергенцијата на интегралите:  а) 
1

0

ln xdxò         б) 
2

3 6
0 sin cos

dx
dx

x xò

p

. 

4. Испитај ја конвергенцијата на редовите:  

 а) 
2

( 1)

( 1)

n

p n
n n

¥

=

-

+ -
å  б) 

1
n

n

a
¥

=
å , каде 2 2 2 2 2 2 ...

n
a = + - + - + +  

5. Испитај ја конвергенцијата на  

а) функционалната низа 2

2

1
( )
n
f x x

n
= +       б) функционалниот ред 

5 2

1

sinn x

n

e nx
¥

-

=
å . 

Писмен испит по математичка анализа I (2 дел)   

1. (15) Пресметај:   а) 
2

4 3 2

1

3 3 3 1

x
dx

x x x x

+

+ + - +ò  б) 23 2x dx+ò  
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2. (10) Докажи го неравенството:  
1 20

40
0

1 43
1

421

x
dx

x

+
< <

+ò . 

3. (15) Ispitaj ja konvergencijata na redot 
2

,
n

n

a
¥

=
å  ako:  

 а) 5

2 arctg 10

n

n n n
a = ;   б) !n

n n

e n
a

n
=  

4. (15) Даден е бројниот ред 
( )( )3

1

11n nn

¥

= +-
å . 

 а) Дали редот е конвергентен?   б) Пресматај ја сумата на редот. 

 в) Почнувајќи од кој n  важи 
( )( ) ( )( )

4

3 3

1 1
10

1 11 1

n

n kn kn k

¥
-

= =

- <
+ +- -

å å ? 

5. (15) Neka 
1
n

n

a
¥

=
å  e uslovno konvergenten red i neka 

| |

2
n n

n

a a+
=a  i 

| |

2
n n

n

a a-
=b . 

а) Presmetaj lim
nn¥

a  i lim
nn¥

b . 

б) Doka`i deka barem eden od redovite 
1
n

n

¥

=
åa  i 

1
n

n

¥

=
åb  e divergenten. 

6. (15) Даден е фунционалниот ред 
0

( 1)n

n

x x
¥

=

-å . 

 а) Најди ја областа на конвергенција на редот. 

 б) Докажи дека редот рамномерно конвергира на интервалот 1
,1

2

é ù
ê ú
ê ú
ë û

. 

7. (15) Испитај ја конвергенцијата на интегралите:   

  а)  4

0

cos 6xe xdx
¥

ò ;  б) 
2

0

xe dx
¥

-ò ;    . 

 

Писмен испит по математичка анализа 1 

1. Пресметај а) 3 sin 5 cos 4

cos 5 sin 7

x x
dx

x x

+ +
+ +ò ; б) 

2

2

5 7 2

3 9 3

x x
dx

x x

+ +

+ +
ò . 

2. Докажи дека 
3

2

ln 2 ln
3

3 2 sin

x
dx
x

£ £
+ò . 
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3. а) Определи ја областа на конвергенција на редот 
2

1

( 1)

2 (2 5)

n

n n
n n x

¥

=

-

+
å . 

б) Испитај ја конвергенцијата на редовите:  

 а) 
1

1
sin

n n

¥

=
å  б) 

3

1

lnn n n

¥

=
å    в) 

( 1)

2

6
1

( 1)
n n

n n

+
¥

=

-å  

4.  (20) а)  Пресметај ја сумата на редот 
2

1

( 3)

3 2

n

n n n

-¥

=

-

+ +
å  

      б)  Испитај ја конвергенцијата на редот 
( )2

1

1n nn

¥

= -
å . Ако редот конвергира, 

пресметај ја неговата сума. За 310-=e  најди 
0
n Î   така што 

1

1
| |

( 1)

n p

i n i i

+

= +

<
-å e , за 

сите 
0

n n³  и  p  природен број 

5. Испитај ја конвергенцијата и рамномерната конвергенција на функционалната низа 

2

2

1
, 0

2 1 2
( ) ,

2
0, 1

n x x
n

f x n x x
n n n

x
n

ìïï £ £ïïïïï æ öï ÷ï ç ÷= - < <çí ÷ç ÷ï çè øïïïïïï £ £ïïî

       на [0,1]; 

6. Даден е редот ( 1)

1

( ( 1) )n n

n

x xnxe n xe
¥

- - -

=

- -å . 

 а) Дали редот конвергира по точки на [0,1]? Најди ја неговата сума. 

 б) Дали конвергенцијата е рамномерна на [0,1]? 

 в) дали сумата на овој ред е непрекината функција на [0,1]? 

 

7. Испитај ја конвергенцијата на интегралите: 

а)  4

0

cos 6xe xdx
¥

ò ;  б) 
2

0

xe dx
¥

-ò ;    в)  
1

2
0 sin

dx

xò . 

 

Писмен испит по математичка анализа I (втор дел) 

1. Пресметај: а) 
2

5 3

1 3

x
dx

x x x

+

+ - -
ò  б) 2 sin 3 cos 1

4 sin cos 2

x x
dx

x x

+ +
+ +ò  
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2. Нека ( )
2

ln | |, 0

sin , 0 3

[ ], 3

x x

x xf x
x x

ìï <ïïï £ £= íïï >ïïî

.  

 а) Дали функцијата е интеграбилна на 1, 4é ù-ë û ? 

 б) Пресметај ( )
5

1

f dxxò . 

 в) Пресметај ги сумите на Дарбу за f  на 1
,5

2

é ù
ê ú
ê úë û

 за поделбата 1 5
,1,2, , 3, 4,5

2 2

ì üï ïï ï= í ýï ïï ïî þ
p . 

3. Dadena e funkcijata ( ) 2,

2, \

x
f x

x

ìï Îïï= íï- Îïïî


 

. 

 a) Najdi gi sumite na Darbu za f  na 0,1é ùë û  za podelbata 0,1,2,...,
i

T i n
n

ì üï ïï ïí ý= =ï ïï ïî þ
; 

 b) Doka`i deka f  ne e integrabilna na 0,1é ùë û . 

4.  Даден е редот ( 1)

1

( ( 1) )n n

n

x xnxe n xe
¥

- - -

=

- -å . 

 а) Дали редот конвергира по точки на [0,1]? Најди ја неговата сума. 

 б) Дали конвергенцијата е рамномерна на [0,1]? 

 в) Дали сумата на овој ред е непрекината функција на [0,1]? 

5.  Испитај ја конвергенцијата на редот 
( )2

1

1n nn

¥

= -
å . Ако редот конвергира, пресметај ја 

неговата сума. За 310-=e  најди 
0
n Î   така што 

1

1
| |

( 1)

n p

i n i i

+

= +

<
-å e , за сите 

0
n n³  и  p  

природен број. 

 

6. Испитај ја конвергенцијата и рамномерната конвергенција на:  

а) функционалната низа arctg
( )
n

nx
f x

n x
=

+
 на [0, )¥ . 

б) функционалниот ред 
5 2

1

sinn x

n

e nx
¥

-

=
å   на   
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Писмен испит по математичка анализа I (2 дел)   

1. Пресметај: а) 
( )32

3 5

4 7 3

x
dx

x x

+

+ -
ò ;  б) 

2

4 3 2

1

3 3 3 1

x
dx

x x x x

+

+ + - +ò   

2. Нека ( )
2

ln | |, 0

sin , 0 3

[ ], 3

x x

x xf x
x x

ìï <ïïï £ £= íïï >ïïî

.  

 а) Дали функцијата е интеграбилна на 1, 4é ù-ë û ? 

 б) Пресметај ( )
5

1

f dxxò . 

 в) Пресметај ги сумите на Дарбу за f  на 1
,5

2

é ù
ê ú
ê úë û

 за поделбата 1 5
,1,2, , 3, 4,5

2 2

ì üï ïï ï= í ýï ïï ïî þ
p . 

3. Докажи дека 
3

2

ln 2 ln
3

3 2 sin

x
dx
x

£ £
+ò  

4. Испитај ја конвергенцијата на редовите:  

 а) 
1

1
sin

n n

¥

=
å   б) 

3

1

lnn n n

¥

=
å    в) 

( 1)

2

6
1

( 1)
n n

n n

+
¥

=

-å  

6. Neka 
1
n

n

a
¥

=
å  e uslovno konvergenten red i neka 

| |

2
n n

n

a a+
=a  i 

| |

2
n n

n

a a-
=b . 

а) Presmetaj lim
nn¥

a  i lim
nn¥

b . 

б) Doka`i deka barem eden od redovite 
1
n

n

¥

=
åa  i 

1
n

n

¥

=
åb  e divergenten. 

7. Даден е фунционалниот ред 
0

( 1)n

n

x x
¥

=

-å . 

 а) Најди ја областа на конвергенција на редот. 

 б) Докажи дека редот рамномерно конвергира на интервалот 1
,1

2

é ù
ê ú
ê ú
ë û

. 

8. Испитај ја конвергенцијата на интегралите: 

а)  4

0

cos 6xe xdx
¥

ò ;  б) 
2

0

xe dx
¥

-ò ;    в)  
1

2
0 sin

dx

xò . 
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Писмен испит по математичка анализа I (втор дел) 

1. (15) Пресметај  а) 3 sin 5 cos 4

cos 5 sin 7

x x
dx

x x

+ +
+ +ò ; б) 

2

2

5 7 2

3 9 3

x x
dx

x x

+ +

+ +
ò . 

2. (20)  а)  Дали постои 
5

2

( )D x dx
-
ò , каде 

15,  
( )

14,  \

x
D x

x

ìï Îïï= íï Îïïî


 

? Образложи го одговорот.  

      б)  Дали постои 
3

4

3
5

x
x dx

-

é ù
ê ú
ê ú
ë û

ò    ([ ]x  е најголемиот цел број кој не е поголем од x ). 

    v) Presmetaj gо slednиов limes, koristej}i ja definicijata za opredelen 

integral  

   

1 2

2 2 2
lim ...

1 1 1
2

n n

n n
n n

n

¥

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷+ + +ç ÷ç ÷+ç ÷÷ç + + ÷ç ÷çè ø

. 

3. (15) Испитај ја конвергенцијата на интегралите а) 
2

4
0 sin cos

dx

x x
ò

p

   б) 
1

0
ln

dx

xò . 

4. (10) Испитај ја конвергенцијата и рамномерната конвергенција на функционалната 

низа 

2

2

1
, 0

2 1 2
( ) ,

2
0, 1

n x x
n

f x n x x
n n n

x
n

ìïï £ £ïïïïï æ öï ÷ï ç ÷= - < <çí ÷ç ÷ï çè øïïïïïï £ £ïïî

       на [0,1]; 

5. (15) Испитај конвергенција на редовите: а) 
1

5
1 cos

n n

¥

=

æ ö÷ç ÷-ç ÷ç ÷çè ø
å  б) 

( 1)

2

6
1

( 1)
n n

n n

+
¥

=

-å  

6. (15) Даден е редот ( 1)

1

( ( 1) )n n

n

x xnxe n xe
¥

- - -

=

- -å . 

 а) Дали редот конвергира по точки на [0,1]? Најди ја неговата сума. 

 б) Дали конвергенцијата е рамномерна на [0,1]? 

 в) дали сумата на овој ред е непрекината функција на [0,1]? 

7. (10) Докажи го неравенството 
1

3 3 2
1

1 1 arctg 5

49 8

x
dx

x-

+
< <

+
ò

p
p

. 
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2 колоквиум по математичка анализа I (2 дел) 

1. (20) Бројни редови. 

2. (20) Степенски редови. 

3. (20) Испитај ја конвергенцијата на редовите: а) 
1

1
sin

n n

¥

=
å   б) 

3

1

lnn n n

¥

=
å  

4. (20)  а) Даден е бројниот ред 
( )( )1

1

1 2n n n

¥

= + +
å . Дали редот е конвергентен? Пресметај 

ја сумата на редот 

 б) Пресметај ја сумата на редот 
( )1

( 5)

1

n

n n n

-¥

=

-

+
å . 

5. (20) Дадена е функционалната низа ( ) n
n
f x x=  на интервалот [0,1]. 

 а) Најди ја функцијата ( )f x  на [0,1] така што 
n
f  конвергира по точки кон f  на [0,1]. 

 б) За 310-=e  најди 
0
n  така што за 

0
n n³  важи 1 1

2 2n
f f
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷- <ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

e . 

 в) За 310-=e  најди 
0
n  така што за 

0
n n³  важи 1 1

4 4n
f f
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷- <ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

e . 

 г) Докажи дека низата ( )
n
f  не конвергира рамномерно кон функцијата f  на [0,1]. 

Писмен испит по математичка анализа I (втор дел) 

1. Пресметај  

а) 3 sin 5 cos 4

cos 5 sin 7

x x
dx

x x

+ +
+ +ò ; б) 

2

2

5 7 2

3 9 3

x x
dx

x x

+ +

+ +
ò . 

2. a) Пресметај lim
nn
a

¥
, каде ( )

1
10 2

0

sin 3
n

n
a x dxx= ò p .    

    b) Presmetaj gо slednиов limes, koristej}i ja definicijata za opredelen 

integral  

   

1 2

2 2 2
lim ...

1 1 1
2

n n

n n
n n

n

¥

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷+ + +ç ÷ç ÷+ç ÷÷ç + + ÷ç ÷çè ø

. 
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3. a) Испитај ја конвергенцијата и рамномерната конвергенција на функционалната низа 

2

2

1
, 0

2 1 2
( ) ,

2
0, 1

n x x
n

f x n x x
n n n

x
n

ìïï £ £ïïïïï æ öï ÷ï ç ÷= - < <çí ÷ç ÷ï çè øïïïïïï £ £ïïî

       на [0,1]; 

  б)Определи ја областа на коввергенција на редот 
2

1

( 1)

2 (2 5)

n

n n
n n x

¥

=

-

+
å . 

4. Испитај конвергенција на редовите: а) 
1

5
1 cos

n n

¥

=

æ ö÷ç ÷-ç ÷ç ÷çè ø
å  б) 

( 1)

2

6
1

( 1)
n n

n n

+
¥

=

-å  

5. Даден е редот ( 1)

1

( ( 1) )n n

n

x xnxe n xe
¥

- - -

=

- -å . 

 а) Дали редот конвергира по точки на [0,1]? Најди ја неговата сума. 

 б) Дали конвергенцијата е рамномерна на [0,1]? 

 в) дали сумата на овој ред е непрекината функција на [0,1]? 

6. Испитај ја конвергенцијата на интегралите а) 
2

4
0 sin cos

dx

x x
ò

p

   б) 
1

0
ln

dx

xò . 

Писмен испит по математичка анализа I (втор дел) 

1. Пресметај  а) 3 sin 5 cos 4

cos 5 sin 7

x x
dx

x x

+ +
+ +ò ; б) 

2

2

5 7 2

3 9 3

x x
dx

x x

+ +

+ +
ò . 

2. a) Пресметај lim
nn
a

¥
, каде ( )

1
10 2

0

sin 3
n

n
a x dxx= ò p .    

    b) Presmetaj gо slednиов limes, koristej}i ja definicijata za opredelen 

integral  

   

1 2

2 2 2
lim ...

1 1 1
2

n n

n n
n n

n

¥

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷+ + +ç ÷ç ÷+ç ÷÷ç + + ÷ç ÷çè ø

. 
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3. a) Испитај ја конвергенцијата и рамномерната конвергенција на функционалната низа 

2

2

1
, 0

2 1 2
( ) ,

2
0, 1

n x x
n

f x n x x
n n n

x
n

ìïï £ £ïïïïï æ öï ÷ï ç ÷= - < <çí ÷ç ÷ï çè øïïïïïï £ £ïïî

       на [0,1]; 

4. Испитај ја конвергенцијата на редовите: а) 
1

1
sin

n n

¥

=
å   б) 

3

1

lnn n n

¥

=
å  

5. а) Даден е бројниот ред 
( )( )1

1

1 2n n n

¥

= + +
å . Дали редот е конвергентен? Пресметај ја 

сумата на редот 

 б) Пресметај ја сумата на редот 
( )1

( 5)

1

n

n n n

-¥

=

-

+
å . 

6. Дадена е функционалната низа ( ) n
n
f x x=  на интервалот [0,1]. 

 а) Најди ја функцијата ( )f x  на [0,1] така што 
n
f  конвергира по точки кон f  на [0,1]. 

 б) За 310-=e  најди 
0
n  така што за 

0
n n³  важи 1 1

2 2n
f f
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷- <ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

e . 

 в) За 310-=e  најди 
0
n  така што за 

0
n n³  важи 1 1

4 4n
f f
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷- <ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

e . 

 г) Докажи дека низата ( )
n
f  не конвергира рамномерно кон функцијата f  на [0,1]. 

 

Писмен испит по математичка анализа 1 (втор дел) 

1. (20) Пресметај  а) 3 sin 5 cos 4

cos 5 sin 7

x x
dx

x x

+ +
+ +ò ; б) 

2

2

5 7 2

3 9 3

x x
dx

x x

+ +

+ +
ò . 

2. (15) Испитај ја конвергенцијата и рамномерната конвергенција на функционалната 

низа 

2

2

1
, 0

2 1 2
( ) ,

2
0, 1

n x x
n

f x n x x
n n n

x
n

ìïï £ £ïïïïï æ öï ÷ï ç ÷= - < <çí ÷ç ÷ï çè øïïïïïï £ £ïïî

       на [0,1]; 
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3. (20) Испитај ја конвергенцијата на редовите: а) 
1

1
sin

n n

¥

=
å   б) 

3

1

lnn n n

¥

=
å  

4. (20) а) Даден е бројниот ред 
( )( )1

1

1 2n n n

¥

= + +
å . Дали редот е конвергентен? Пресметај 

ја сумата на редот 

 б) Пресметај ја сумата на редот 
( )1

( 5)

1

n

n n n

-¥

=

-

+
å . 

5. (25) Дадена е функционалната низа ( ) n
n
f x x=  на интервалот [0,1]. 

 а) Најди ја функцијата ( )f x  на [0,1] така што 
n
f  конвергира по точки кон f  на [0,1]. 

 б) За 310-=e  најди 
0
n  така што за 

0
n n³  важи 1 1

2 2n
f f
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷- <ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

e . 

 в) За 310-=e  најди 
0
n  така што за 

0
n n³  важи 1 1

4 4n
f f
æ ö æ ö÷ ÷ç ç÷ ÷- <ç ç÷ ÷ç ç÷ ÷ç çè ø è ø

e . 

 г) Докажи дека низата ( )
n
f  не конвергира рамномерно кон функцијата f  на [0,1]. 

 

Писмен испит по математичка анализа 1 

 

1. (15) Испитај ја рамномерната непрекинатост на функцијата ( ) ( )ln 2f x x= +  на 

( )2,- ¥ . 

2. (20) Пресметај а) 
( )3

2 3 4

dx

x x+ +
ò  б) 

( )2 2

3 4

2 3 2 2 1

x
dx

x x x x

+

+ + + -
ò  

3. (15) Докажи дека 
2

1

0

1
1 2 1
2 x

x
dx

e

+
£ £ò  

4. (10) Определи ги сумите на Дарбу за функцијата ( ) sin2f x x=  на интервалот [0,5] за 

поделбата { }0,1,2, 3,5 . 

5. (20) Испитај ја конвергенцијата и рамномерната конвергенција на:  

а) функционалната низа arctg
( )
n

nx
f x

n x
=

+
 на [0, )¥ . 

б) функционалниот ред 
5 2

1

sinn x

n

e nx
¥

-

=
å   на   
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6. (20) Ispitaj ја konvergencijaта na integralite:  

  a) 
10

1

arctg10x
dx

x

¥

ò    б) 
1

0

ln10xdxò  

 

Прв колоквиум по математичка анализа I (втро дел) 

1.  Пресметај  а) 
4 2

3 2

3 2 5

1

x x x
dx

x x x

+ + +

+ + +ò   б) 
( )2 2

3 4

2 3 2 2 1

x
dx

x x x x

+

+ + + -
ò  

в) 
3

2

1

2 2

x x
dx

x x

- +

+ +
ò   г) 

2

4

1

3

x
dx

x

+

+ò  

2. Докажи дека ( )
5

8

1

3
4 1212

xe
e dx ex£ £+ò . 

3. Определи ги сумите на Дарбу за функцијата ( ) sin2f x x=  на интервалот [0,5]за 

поделбата { }0,1,2, 3,5 . 

4. а) Дали функцијата ( ) 2[ ]f x x=  е интеграбилна на 2, 4é ù-ê úë û? Во случај на потврден 

одговор пресметај ( )
4

2

f x dx
-
ò . 

([ ]x  е најмалиот цел број кој не е поголем од x ) 

 б) Пресметај 
1

1

| |x dx
-
ò  

Втор колоквиум по математичка анализа I (втор дел) 

1. a) (10) Промена на редоследот на лимеси 

    б) (5) Наведи пример на функционална низа кај која редоследот на лимеси не може да 

се смени 

2. (10) Бројот p  да се претстави како сума на ред на два начина 

3. (10) Ред на Тејлор (без аналитички функции) 

4. (5) Како гласи критериумот на Маклорен? Испитај конвергенција на редот 
1

1
s

n n

¥

=
å , за 

0s > . 

5. (15) Даден се бројните редови 
2

3

2

3 9 6n n n

¥

= - +
å  и 

3

1

9 !n
n n

¥

=
å . Дали редовите се 

конвергентни? Пресметај ги сумите на оние од нив што се конвергентни. 

6. (15) Испитај ја конвергенцијата и рамномерната конвергенција на:  
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а) функционалната низа arctg
( )
n

nx
f x

n x
=

+
 на [0, )¥ . 

б) функционалниот ред 
5 2

1

sinn x

n

e nx
¥

-

=
å   на   

7. (15) Нека ( )
2

2

3
1

n
n n

n

xf x x
n

¥ +

=

æ ö÷ç ÷= ç + ÷ç ÷çè ø+
å  

 а) Најди ја дефиниционата област на f . 

 б) Пресметај ja сумaтa на дадениот ред. 

8. (15) Ispitaj ја konvergencijaта na integralite:  a) 
20

1

arctg 3x
dx

x

¥

ò    б) 

1

0

ln 3xdxò  

 

II колоквиум по математичка анализа 1 

I (20) Ред на Тејлор 

II (15) Промена на редоследот на лимесите (заедно со примери) 

1. (15) Испитај ја конвергенцијата на интегралите а) 
2

4
0 sin cos

dx

x x
ò

p

   б) 
1

0
ln

dx

xò . 

2. (15) Испитај конвергенција на редовите: а) 
1

5
1 cos

n n

¥

=

æ ö÷ç ÷-ç ÷ç ÷çè ø
å  б) 

( 1)

2

6
1

( 1)
n n

n n

+
¥

=

-å  

3. (20) Даден е редот ( 1)

1

( ( 1) )n n

n

x xnxe n xe
¥

- - -

=

- -å . 

 а) Дали редот конвергира по точки на [0,1]? Најди ја неговата сума. 

 б) Дали конвергенцијата е рамномерна на [0,1]? 

 в) Дали сумата на овој ред е непрекината функција на [0,1]? 

4.  (15) Испитај ја конвергенцијата на редот 
( )2

1

1n nn

¥

= -
å . Ако редот конвергира, 

пресметај ја неговата сума. За 310-=e  најди 
0
n Î   така што 

1

1
| |

( 1)

n p

i n i i

+

= +

<
-å e , за 

сите 
0

n n³  и  p  природен број. 
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I колоквиум по математичка анализа I 

1. Пресметај: а) 
3

6 5 4 24 4 1

x x
dx

x x x x x

-

- + + - +ò  б) 
2

2

7 10

3 7 3

x x
dx

x x

+ +

+ +
ò  

в) 
2

5 3

1 3

x
dx

x x x

+

+ - -
ò  г) 2 sin 3 cos 1

4 sin cos 2

x x
dx

x x

+ +
+ +ò  

2. Докажи дека 
3

2

ln 2 ln
3

3 2 sin

x
dx
x

£ £
+ò  

3. Нека ( )
2

ln | |, 0

sin , 0 3

[ ], 3

x x

x xf x
x x

ìï <ïïï £ £= íïï >ïïî

.  

 а) Дали функцијата е интеграбилна на 1, 4é ù-ë û ? 

 б) Пресметај ( )
5

1

f dxxò . 

 в) Пресметај ги сумите на Дарбу за f  на 1
,5

2

é ù
ê ú
ê úë û

 за поделбата 1 5
,1,2, , 3, 4,5

2 2

ì üï ïï ï= í ýï ïï ïî þ
p . 

4. Dadena e funkcijata ( ) 2,

2, \

x
f x

x

ìï Îïï= íï- Îïïî


 

. 

 a) Najdi gi sumite na Darbu za f  na 0,1é ùë û  za podelbata 0,1,2,...,
i

T i n
n

ì üï ïï ïí ý= =ï ïï ïî þ
; 

 b) Doka`i deka f  ne e integrabilna na 0,1é ùë û . 

 

Прв колоквиум по математичка анализа 1 

1. Пресметај ги интегралите 

а) 
4

2

10 10

3 7 3

x x
dx

x x

+ +

+ +
ò  б) 

4 2

3 2

3 2 5

1

x x x
dx

x x x

+ + +

+ + +ò  в) 
( )

2

3
2

3 5 7

5 1

x x
dx

x x

+ +

+ +
ò  

г) 
2

4 4

1 cos

sin cos

x
dx

x x

-

+ò   д) 
2

5 3

1 3

x
dx

x x x

+

+ - -
ò   ѓ) 

4
100

0

tg xdxò

p

 

2. Дадена е функцијата ( ) 2[ ]f x x=  ([ ]t  е најголемиот цел број што не е поголем од t ) 

а) Дали функцијата  е интеграбилна на 2, 4é ù-ê úë û? Во случај на потврден одговор пресметај 

( )
3

2

f x dx
-
ò . 
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б) Пресметај ги сумите на Дарбу за поделбата 2 1
3, 2, , , 0,1,2

3 2

ì üï ïï ï- - - -í ýï ïï ïî þ
 за оваа функција. 

в) Пресметај по дефиниција ( )
2

1

f x dxò . 

3. Докажи дека ( )
5

8

1

3
4 1212

xe
e dx ex£ £+ò . 

4. користејќи определен интеграл, докажи дека 
1

1
lim 1

2

i
n n

n
i

e e
e

n i¥
=

-
£ £ -

+å . 

Втор колоквиум по математичка анализа 1 

I. (20) Критериуми за конвергенција со количник и делење 

II. (20) Функционални низи и редови. 

1. (15) Ispitaj ја konvergencijaта na integralite:   

 а) 
1

0

lnx xdxò b a , , 0b >a , б) 
2

4
0 sin cos

dx

x x
ò

p

 

2. (10) Пресметај ја сумата на редот ( )
1

1 100 n

n

n n
¥

-

=

+å .   

3. (10) Испитај ја конвергенцијата на редот  

2

2
2

cos
1

lnn

n
n
n

¥

=

+å
p

. 

4. (5) Нека 0
n
a >  за секој n Î  . Ако редот 

1

n

n

a

n

¥

=
å a

 конвергира за 
0

=a a , тогаш 

конвергира и за секој 
0

>a a .  

5. (10) Дадена е функцијата  ( ) 2
1

( 1)

3 (3 7)

n

n n
n

f x
n x

¥

=

-
=

+
å . 

а) Определи ја дефиниционата област 
f
D  на f . 

б) Испитај ја рамномерната конвергенција на дадениот ред на 
f
D . 

7. (10) Испитај ја рамномерната конвергенција на функционалната низа ( ) 1
n

n

x
f x

n

æ ö÷ç ÷= +ç ÷ç ÷çè ø
 

на ( )0,¥ . 
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Писмен испит по математичка анализа I (втор дел) 

1. (15) Пресметај  а) 3 sin 5 cos 4

cos 5 sin 7

x x
dx

x x

+ +
+ +ò ; б) 

2

2

5 7 2

3 9 3

x x
dx

x x

+ +

+ +
ò . 

2. (10+10) a) Пресметај lim
nn
a

¥
, каде ( )

1
10 2

0

sin 3
n

n
a x dxx= ò p .    

    b) Presmetaj gо slednиов limes, koristej}i ja definicijata za opredelen 

integral  

   

1 2

2 2 2
lim ...

1 1 1
2

n n

n n
n n

n

¥

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷+ + +ç ÷ç ÷+ç ÷÷ç + + ÷ç ÷çè ø

. 

3. (15) Испитај ја конвергенцијата на интегралите а) 
2

4
0 sin cos

dx

x x
ò

p

   б) 
1

0
ln

dx

xò . 

4. (10+10) a) Испитај ја конвергенцијата и рамномерната конвергенција на 

функционалната низа 

2

2

1
, 0

2 1 2
( ) ,

2
0, 1

n x x
n

f x n x x
n n n

x
n

ìïï £ £ïïïïï æ öï ÷ï ç ÷= - < <çí ÷ç ÷ï çè øïïïïïï £ £ïïî

       на [0,1]; 

  б) Определи ја областа на коввергенција на редот 
2

1

( 1)

2 (2 5)

n

n n
n n x

¥

=

-

+
å . 

5. (15) Испитај конвергенција на редовите: а) 
1

5
1 cos

n n

¥

=

æ ö÷ç ÷-ç ÷ç ÷çè ø
å  б) 

( 1)

2

6
1

( 1)
n n

n n

+
¥

=

-å  

6. (15) Даден е редот ( 1)

1

( ( 1) )n n

n

x xnxe n xe
¥

- - -

=

- -å . 

 а) Дали редот конвергира по точки на [0,1]? Најди ја неговата сума. 

 б) Дали конвергенцијата е рамномерна на [0,1]? 

 в) дали сумата на овој ред е непрекината функција на [0,1]? 
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Писмен испит по математичка анализа I (втор дел) 

1. (15) Пресметај ги интегралите  

а) 
2

2 2(4 2 ) 2 2

x dx

x x x x- + + -
ò    б) (5) 

3

2

1

2 2

x x
dx

x x

- +

+ +
ò  в) (5) 

4

1

1
dx

x +ò  

 

2.   (20) а)  Дали постои 
5

2

( )D x dx
-
ò , каде 

15,  
( )

14,  \

x
D x

x

ìï Îïï= íï Îïïî


 

? Образложи го 

одговорот.  

      б)  Дали постои 
3

4

3

[ ]
5

x
x dx

-
ò    ([ ]x  е најголемиот цел број кој не е поголем од x ). 

Во случај на потврден одговор, пресметај ги наведените интеграли. 

3.  (20) Ispitaj ја konvergencijaта na integralite: a)
2

1

sin

2

x
dx

x

¥

ò  б) 
1

sinx
dx

x

¥

ò , 

 в) 
20

1

arctg 3x
dx

x

¥

ò  

4. (10) а)  Докажи го неравенството 
1

3 3 2
1

1 1 arctg 5

49 8

x
dx

x-

+
< <

+
ò

p
p

. 

   б)  Пресметај lim
nn
a

¥
, каде ( )

1
10 2

0

sin 3
n

n
a x dxx= ò p .    

5.  (15) Определи ја областа на коввергенција на редот 
2

1

( 1)

2 (2 5)

n

n n
n n x

¥

=

-

+
å . 

6.   (20) а)  Пресметај ја сумата на ртедот 
2

1

( 3)

3 2

n

n n n

-¥

=

-

+ +
å  

      б)  Испитај ја конвергенцијата на редот 
( )2

1

1n nn

¥

= -
å . Ако редот конвергира, 

пресметај ја неговата сума. За 310-=e  најди 
0
n Î   така што 

( ) ( )2 2

1 1

11

n

n kn k kn

¥

= =

- <
--

å å e  
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Писмен испит по математичка анализа I (2 дел)   

1. Пресметај: а) 
( )32

3 5

4 7 3

x
dx

x x

+

+ -
ò ;  б) 

2

4 3 2

1

3 3 3 1

x
dx

x x x x

+

+ + - +ò

 в) 23 2x dx+ò  

2.  Presmetaj gо slednиов limes, koristej}i ja definicijata za opredelen 

integral  

   

1 2

2 2 2
lim ...

1 1 1
2

n n

n n
n n

n

¥

æ ö÷ç ÷ç ÷ç ÷+ + +ç ÷ç ÷+ç ÷÷ç + + ÷ç ÷çè ø

. 

3. Докажи го неравенството:  
1 20

40
0

1 43
1

421

x
dx

x

+
< <

+ò . 

4. Ispitaj ja konvergencijata na redot 
2

,
n

n

a
¥

=
å  ako:  

 а) 
1

2 2 2 ... 2
n

n

a
-

= - + + + ;  б) 1

ln
n n
a

n
=  

5. Даден е бројниот ред 
( )( )3

1

22n nn

¥

= +-
å . 

 а) Дали редот е конвергентен? 

 б) Пресматај ја сумата на редот. 

 в) Почнувајќи од кој n  важи 
( )( ) ( )( )

4

3 3

1 1
10

2 22 2

n

n kn kn k

¥
-

= =

- <
+ +- -

å å ? 

6. Neka 
1
n

n

a
¥

=
å  e uslovno konvergenten red i neka 

| |

2
n n

n

a a+
=a  i 

| |

2
n n

n

a a-
=b . 

а) Presmetaj lim
nn¥

a  i lim
nn¥

b . 

б) Doka`i deka barem eden od redovite 
1
n

n

¥

=
åa  i 

1
n

n

¥

=
åb  e divergenten. 

7. Даден е фунционалниот ред 
0

( 1)n

n

x x
¥

=

-å . 

 а) Најди ја областа на конвергенција на редот. 

 б) Докажи дека редот рамномерно конвергира на интервалот 1
,1

2

é ù
ê ú
ê ú
ë û

. 

8. Испитај ја конвергенцијата на интегралите: 
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а)  4

0

cos 6xe xdx
¥

ò ;  б) 
2

0

xe dx
¥

-ò ;    в)  
1

2
0 sin

dx

xò . 

 

Писмен испит по математичка анализа I (втор дел) 

1. (25) Пресметај ги интегралите         

       а) 
2

1

2 2

x
dx

x x

+

+ +
ò  б) 

4

1

1
dx

x +ò              в) 3 sin 5 cos 4

cos 5 sin 7

x x
dx

x x

+ +
+ +ò . 

2. (15) Дали постои 
10

4

3

[ ]
5

x
x dx

-
ò    ([ ]x  е најголемиот цел број кој не е поголем од x ). 

Во случај на потврден одговор, пресметај ги наведените интеграли. 

3.  (25) Ispitaj ја konvergencijaта na integralite: a)
2

1

sin

2

x
dx

x

¥

ò  б) 
1

sinx
dx

x

¥

ò , 

 в) 
20

1

arctg 3x
dx

x

¥

ò . 

4. (15) Докажи го неравенството 
1

3 3 2
1

1 1 arctg 5

49 8

x
dx

x-

+
< <

+
ò

p
p

. 

5. (10) Пресметај ја сумата на редот 
2

1

( )

3 2

n

n

e

n n

-¥

=

-

+ +
å . 

6. (10) Испитај ја конвергенцијата на редот 
2

1

3nn

¥

=
å . Ако редот конвергира, пресметај ја 

неговата сума. За 310-=e  најди 
0
n Î   така што 

1

1

3

n p

i
i n

+

= +

<å e , за сите 
0

n n³  и  за секој 

p  природен број. 

 

Писмен испит по математичка анализа 1 

1. Пресметај:   а) 
2

4 3 2

1

3 3 3 1

x
dx

x x x x

+

+ + - +ò  б) 23 2x dx+ò  

2. Испитај ја рамномерната непрекинатост на функцијата ( ) ( )ln 2f x x= +  на ( )2,2- . 

3. Докажи го неравенството:  
1 20

40
0

1 43
1

421

x
dx

x

+
< <

+ò . 
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4. Ispitaj ja konvergencijata na redot 
2

,
n

n

a
¥

=
å  ako:  а) 5

2 arctg 10

n

n n n
a = ;  

 б) !n

n n

e n
a

n
=  

5. Даден е бројниот ред 
( )( )3

1

11n nn

¥

= +-
å . 

 а) Дали редот е конвергентен?   б) Пресматај ја сумата на редот. 

 в) Почнувајќи од кој n  важи 
( )( ) ( )( )

4

3 3

1 1
10

1 11 1

n

n kn kn k

¥
-

= =

- <
+ +- -

å å ? 

6. Neka 
1
n

n

a
¥

=
å  e uslovno konvergenten red i neka 

| |

2
n n

n

a a+
=a  i 

| |

2
n n

n

a a-
=b . 

а) Presmetaj lim
nn¥

a  i lim
nn¥

b . 

б) Doka`i deka barem eden od redovite 
1
n

n

¥

=
åa  i 

1
n

n

¥

=
åb  e divergenten. 

7. Даден е фунционалниот ред 
0

( 1)n

n

x x
¥

=

-å . 

 а) Најди ја областа на конвергенција на редот. 

 б) Докажи дека редот рамномерно конвергира на интервалот 1
,1

2

é ù
ê ú
ê ú
ë û

. 

8.  Испитај ја конвергенцијата на интегралите:   а)  4

0

cos 6xe xdx
¥

ò ;  б) 
2

0

xe dx
¥

-ò ;    . 
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